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81. 逻辑 符号 


1. 关系 与 括号 本 书 的 语言 , 像 大 多 数 数学 教科 书 那样 , 是 由 普通 的 语言 及 一 
串 用 以 叙述 理论 的 专用 符号 构成 的 .除了 这 些 按照 需要 而 引入 的 专用 符号 之 外 , 我 
们 还 要 利用 通用 的 数学 逻辑 符号 ~, A,V, 一 、 人 一 , 它们 分 别 表示 否定 词 “ 非 ”, 系 
词 “ 与 ”,“ 或 ", “蕴含 ",“ 等 价 ” 信 . 
作为 例子 , 我 们 举 出 代表 三 种 不 同 旨 趣 的 意见 : 
了 “如 果 采 用 适合 于 发 现 的 记号 ,，……- 那么 , 思考 工作 就 能 得 到 惊人 的 简化 .”( 莱 
布 尼 茨 @) 
忆 “ 数 学 是 把 不 同 实体 统一 命名 的 艺术 .”( 庞 加 莱 @) 
G.…“ 自 然 界 这 部 巨著 是 用 数学 语言 写成 的 .”( 伽 利 略 @) 
于 是 , 根据 上 述 记号 , 有 下 页 开头 表 的 写法 . 
我 们 将 会 看 到 , 只 使 用 形式 化 记号 , 回避 普通 语言 , 并 非 总 是 明智 的 . 
另外 , 我 们 发 现 , 由 较 简单 的 命题 构成 复杂 命题 时 , 使 用 了 括号 , 正 像 写 代数 式 
那样 , 它们 起 着 有 关 结 构 层次 的 作用 . 同 代数 中 一 样 ， 为 了 节省 括号 , 可 以 约定 “ 运 
@ 在 逻辑 学 中 常 使 用 符号 &, 而 不 用 人 . 蕴含 符号 一 > 常 写成 一 A 一 一 或 ~ 
但 是 为 了 不 更 换 分 析 中 传统 的 极限 记号 一 , 在 本 教程 中 仍 使 用 上 面 给 出 的 记 
外 莱 布 尼 茨 (Leibniz)(1646 一 1716) 是 杰出 的 德国 学 者 、 哲 学 家 和 数学 家 . 信守 由 起 车 有 发 现 
无 穷 小 分 析 基础 的 荣誉 . 
@@ 庞 加 全 (Poincar6)(1857 一 1912) 是 法 国 数学 家 , 他 的 卓越 思想 革新 了 数学 的 许多 部 门 并 在 数学 
物理 中 得 到 具有 重大 价值 的 应 用 . 
@@ 伽 利 略 (Galileo)(1564 一 1642) 是 意大利 学 者 , 伟大 的 自然 科学 家 . 他 的 工作 成 为 后 来 关于 空间 
和 时 间 的 全 部 物理 概念 的 基础 . 他 是 现代 物理 学 之 父 . 


“2 第 一 章 一 些 通用 的 数学 概念 与 记号 


写 法 | 表示 

工夫 卫 工 草 含 己 

LeP 工 与 等 价 
(LPACP) = OD 若 尸 由 工 推出 , 而 尸 不 真 , 则 工 不 真 . 


DC2GIVCP 人 2G) G 既 不 等 价 于 声 , 也 不 等 价 于 已 


算 次 序 ” 为 此 目的 , 我 们 对 符号 规定 如 下 的 优先 次 序 : 
一 ,人 ,VY, 池 ,他 . 


在 这 样 约定 下 , 式 子 -4 人 BVC 过 DD 应 解释 成 (((-4) 和 B)vV COC) = D, 而 
AvB 地 CC 应 解释 成 (4VB) 一 C, 而 不 是 4V (B= OO). 
对 于 表示 4 蕴含 B 或 B 由 4 推出 的 写法 4 = B, 我 们 常常 赋予 它 另 一 种 文 
字 解 释 :B 是 4 的 必要 特征 或 必要 条 件 , 同样 地 , 4 是 B 的 充分 特征 或 充分 条 件 . 于 
是 关系 4 人 B 可 用 下 面 任 一 种 方法 去 解释 : 
对 于 B, 4 既是 必要 的 又 是 充分 的 ; 
4 成 立 , 当 且 仅 当 B 成 立 ; 
当 且 仅 当 B 成 立 ,有 4 成 立 ; 
4 与 B 等 价 . 
因此 , 写法 4 心 已 表示 4 蕴含 B, 同时 B 蕴含 4. 
对 式 子 4 B 中 连接 词 “ 与 ”的 用 法 不 需 作 解释 了 . 
然而 应 注意 , 在 式 子 Av B 中 的 连接 词 “或 ", 不 是 区 分 连接 词 , 也 就 是 说 只 要 命 
题 4,B 中 有 一 个 为 真 , 4v B 就 正确 . 例如 , 设 z 是 使 zz - 3z+2 = 0 的 实数 . 这 
时 可 以 说 下 列 关系 成 立 : 
(z2 一 3z+2=0) 今 (rz=HDv(z=2). 


2. 关于 证 明 的 注 记 典型 的 数学 论断 具有 4 => B 这 种 形式 , 这 里 4 是 前 提 ， 
B 是 结论 . 证 明 这 个 论断 , 就 是 要 建立 一 串 蕴含 关系 


A … 和 Cn>= BB 


其 中 每 个 蕴含 关系 或 为 公理 , 或 为 已 证 明了 的 断 语 ©. 

在 证 明 中 , 我 们 将 使 用 古典 的 推 证 法 则 : 若 4 真 且 4 = B, 那么 B 也 真 . 

在 用 反 证 法 证 明 时 , 我 们 还 将 使 用 排 中 律 , 根据 它 , 不 论 命题 4 的 内 容 是 什么 ， 
Av -4A(4 或 非 4) 总 是 正确 的 . 因此 , 我 们 同时 还 采用 -(-4) 信 4, 即 一 个 命题 两 
次 否定 等 价 于 原 命题 . 


@4 二 B~>C 是 (4 二 B)A(B 人 ~ 0) 的 缩写 . 


81， 逻辑 符号 “3. 


3. 某 些 专门 记号 为 方便 读者 及 简化 文字 叙述 , 约定 分 别 用 记号 < 及 > 来 表 
示 证 明 的 开始 和 结束 . 

还 约定 , 当 方 便 时 , 用 专门 的 记号 :=( 据 定义 等 于 ) 引进 定义 , 其 中 两 点 放 在 被 定 
义 的 对 象 一 边 . 

例如 , 式 子 


b 
[ star in, Pd) 


XUP) 一 0 
是 用 右 端 定义 左 端 . 而 右 端的 含义 认为 是 已 知 的 . 
类 似 地 , 对 已 有 定义 的 式 子 , 也 用 这 个 记号 引进 简 缩 记 法 . 例如 , 式 子 


HE)Azi =: of, 已 日 


i=1 


就 是 引进 记号 o(f, P,&) 表示 左 端 的 专门 和 式 . 


4. 最 后 的 注 记 “注意 , 在 这 里 我 们 实际 上 只 谈 到 了 记 法 , 并 没有 分 析 逻 辑 推导 
形式 , 也 没 涉及 诸如 真实 性 、 可 证 明 性 、 可 推导 性 等 构成 数理 逻辑 研究 对 象 的 深刻 问 
题 . 

如 果 我 们 没有 形式 逻辑 , 怎么 建立 数学 分 析 呢 ? 这 里 使 人 得 到 一 些 安慰 的 是 , 我 
们 知道 的 , 或 说 得 更 恰当 些 , 我 们 会 的 , 总 比 做 形式 化 时 所 需要 的 多 些 . 这 可 以 用 一 
句 格言 来 说 明 : 当 你 要 求 一 只 旺 肉 解释 它 是 怎样 控制 那么 多 条 腿 的 时 候 , 它 早已 学 
会 走路 了 . 

整个 科学 的 经 验 使 我 们 断定 , 昨天 认为 明显 、 简 单 且 不 能 分 的 东西 , 今天 可 能 受 
到 重新 审查 或 把 它 精确 化 . 数学 分 析 的 许多 概念 就 曾经 是 这 样 的 (无 疑 , 未 来 也 是 这 
样 ). 它 的 最 重要 的 一 些 定理 和 工具 早 在 17、18 世纪 就 已 经 发 现 , 然而 , 只 是 在 创立 
了 极限 理论 , 以 及 这 个 理论 所 必需 的 、 逻 辑 上 完全 合格 的 实数 理论 (在 19 世纪 ) 之 
后 , 数学 分 析 才 获得 了 现代 形式 化 的 、 含 义 确切 的 、 从 而 为 人 们 理解 的 形式 . 

在 第 二 章 中 , 我 们 正 是 从 实数 理论 的 这 种 水 平 上 开始 建造 数学 分 析 的 整个 大 厦 . 

如 序言 所 说 , 希望 尽快 了 解 微 积分 学 本 身 的 基本 概念 和 有 效 方法 的 读者 , 可 立 
刻 从 第 三 章 开始 学 , 只 是 在 有 必要 时 , 再 回 到 头 两 章 查阅 相应 的 地 方 . 


练 习 


用 1 表示 命题 正确 , 用 0 表示 命题 不 正确 . 这 时 , 对 命题 -A, A 入 B, AV B, 4 祁 B 中 的 每 
一 个 , 可 建立 一 个 所 谓 真 假 表 , 它 依据 命题 4, B 的 真实 性 , 指出 这 个 命题 的 真实 性 . 这 些 表 
是 逻辑 运算 ,入 ,V, 地 的 形式 定义 . 见 下 页 所 画 的 四 个 表 . 

验证 这 些 表 中 所 指示 的 一 切 是 否 都 与 你 关于 相应 的 逻辑 运算 的 通常 观念 相符 号 .( 要 特别 注意 ， 
若 4 不 真 , 则 4 = B 总 是 真 的 .) 

2. 试 证 下 面 的 简单 关系 成 立 , 它们 在 数学 的 论证 中 极为 重要 且 有 广泛 的 应 用 . 


~ 


二 第 一 章 一 些 通用 的 数学 概念 与 记号 
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a) -(AAB)% -AV-—B; 
b) -(AVB)$ -AA-B; 
c) (4= B) $ (B= -A); 
d) (A4=> B)S -AVB; 

e) -(A>= BB) AA-B. 


82.， 集 与 集 的 初等 运算 


1. 集合 的 概念 ”从 19 世纪 末 到 20 世纪 初 , 集合 论语 言 成 为 最 通用 的 数学 语 
言 . 这 甚至 表现 在 对 数学 所 下 的 一 种 定义 中 , 它 说 : 数学 就 是 研究 集合 上 各 种 结构 
(关系 ) 的 科学 @， 

“所 谓 集合 , 是 我 们 直观 感到 或 意识 到 的 , 由 确定 的 、 彼 此 不 同 的 对 象 联合 成 的 
整体 "; 集合 论 的 竟 基 人 乔治 . 康 托 尔 @ 就 是 这 样 描述 集合 概念 的 . 

康 托 尔 的 描述 ， 当 然 不 能 叫做 定义 , 因为 它 诉 诸 于 可 能 比 集合 概念 本 身 更 复杂 
且 从 未 定义 过 的 概念 . 这 种 描述 的 目的 是 把 这 个 概念 与 其 他 概念 联系 起 来 加 以 说 明 . 

康 托 尔 的 (或 叫做 “朴素 的 ”") 集合 论 的 基本 前 提 可 归结 为 : 

1° 集合 可 由 任意 不 同 的 事物 组 成 ; 

2° 集合 由 构成 它 的 事物 集聚 而 唯一 确定 ; 

3 任何 性 质 都 定义 一 个 具有 该 性 质 的 事物 的 集合 . 

若 > 是 一 事物 , P 是 一 性 质 , P(z) 表示 > 有 性 质 P. 用 {z|P(z)} 表示 具有 性 质 
忆 的 一 切 事物 的 类 . 组 成 类 或 集合 的 事物 , 叫做 类 或 集合 的 元 素 . 

由 元 素 z1,… ,zn 组 成 的 集合 用 {z1,… ,zn} 表示 . 当 不 致 引起 混淆 时 , 为 了 书 
写 简单 , 我 们 直接 用 a 表示 单元 素 集合 {a}. 

“类 ",“ 族 ",“ 集 体 ",“ 组 ”等 字 , 在 朴素 集合 论 中 作 “集合 ”的 同义词 来 使 用 . 

数学 的 结构 .参看 Bourbaki 的 书 《 数 学 简 史 》, 俄 译本 Oweprit no ucropum Mareuarnxn, 


M.: MA,1963. 
@ 康 托 尔 (G. Cantor)(1845 一 1918) 一 一 德国 数学 家 , 无 穷 集 理 论 的 创始 人 , 在 数学 中 使 用 集合 论 
诸 言 的 鼻祖 . 


§2、 集 与 集 的 初等 运算 “5. 


下 面 的 例子 说 明 这 些 术 语 的 应 用 : 

在 词 “a” 中 的 字母 “a” 的 集合 ; 

阿达 马 的 妻子 的 集合 ; 

十 个 数码 所 成 的 组 ; 

豆 科 植物 族 ; 

地 球 上 沙 粒 的 集合 ; 

平面 上 与 其 上 二 已 知 点 等 距离 的 点 的 全 体 ; 

集合 的 族 ; 

所 有 集合 的 集合 . 

集合 课题 的 确定 性 在 程度 上 可 能 具有 的 差别 , 向 我 们 提示 , 集合 这 个 概念 , 可 不 
是 那么 简单 和 不 出 麻烦 的 概念 . 

事实 上 , 例如 一 切 集合 的 集合 这 个 概念 , 就 会 产生 矛盾 . 

有 设 M 为 一 集合 , 用 P(M) 表示 “M 是 不 以 自己 作为 元 素 的 集 ” 这 样 一 种 性 
质 . 

考察 具有 性 质 P 的 集合 的 类 K = {MI|P(M)}. 

如 果 K 是 集合 , 那么 , 或 者 P(K) 为 真 , 或 者 -P(K) 为 真 . 然而 , 二 者 择 一 对 
于 K 是 不 可 能 的 . 实际 上 , P(K) 不 成 立 , 因为 由 天 的 定义 推 知 K 包含 着 K, 即 
=-P(K) 为 真 ; 另 一 方面 , ~P(K) 也 不 可 能 真 , 因为 这 就 表示 K 包含 着 K, 而 这 与 K 
的 定义 , 亦 即 , 它 是 不 含 自身 的 那样 的 集 的 类 , 相 矛 技 . 

因此 , K 不 是 集合 > 

这 是 经 典 的 罗素 @ 悖 论 , 它 是 朴素 集合 论 所 导致 的 悖 论 之 一 . 

在 近代 数理 逻辑 中 , 集合 的 概念 受到 了 精细 的 推 戎 (我 们 会 看 到 , 这 并 不 是 无 根 
据 的 )， 但 是 , 我 们 不 去 进行 这 种 深入 的 分 析 . 我 们 仅 指 出 , 在 现行 的 公理 化 理论 中 ， 
集合 被 定义 为 有 一 套 确 定性 质 的 数学 对 象 . 

描述 这 些 性 质 构成 了 公理 . 集合 论 公理 系统 的 核心 是 假定 了 一 些 规则 , 根据 这 
些 规则 可 以 从 一 些 集合 构成 新 的 集合 . 总 之 , 现行 的 任何 公理 体系 , 一 方面 , 要 避免 
朴素 理论 中 众所周知 的 矛盾 , 另 一 方面 , 要 保证 适应 于 各 种 具体 的 集合 , 这 些 集合 来 
源 于 数学 的 不 同 部 门 , 首先 是 数学 分 析 , 当然 是 按 广义 理解 下 的 数学 分 析 . 

我 们 对 集合 的 概念 , 暂时 就 给 出 这 些 注释 , 并 转 而 描述 在 分 析 中 最 常用 的 集合 
性 质 . 

希望 对 集合 概念 作 更 详细 地 了 解 的 读者 , 可 参看 本 章 $4 的 第 二 段 , 或 查阅 专门 ， 
文献 . 


2. 包含 关系 ”已 经 说 过 , 组 成 集合 的 事物 , 叫做 该 集合 的 元 素 . 我 们 尽量 地 用 大 
写 拉丁 字母 表示 集合 , 而 用 对 应 的 小 写字 母 表示 集合 的 元 素 . 


四 罗素 (B. Russel)(1872 一 1970) 一 一 英国 逻辑 学 家 , 哲学 家 , 社会 学 者 , 社会 活动 家 . 


“6. 第 一 章 一 些 通用 的 数学 概念 与 记号 


命题 “z 是 集合 X 的 元 素 ” 用 符号 简单 地 记 作 
ZzEX( 或 X 3z)， 


它 的 否 命题 用 符号 
ZKX (或 XX 名) 
来 记 . 
在 书写 有 关 集 合 的 命题 时 , 经 常 运用 逻辑 运算 3(“ 存 在 ”或 “找到 ”) 与 Y(“ 任 何 
的 ”或 “对 于 任何 的 "), 分 别称 之 为 存在 量词 与 全 称 量词 . 
例如 写法 Yz((z e 4) 怠 (ze B)) 表示 的 是 , 对 于 任何 事物 z, 关系 re 4 与 
z € B 是 等 价 的 . 因为 一 个 集合 完全 被 它 的 元 素 所 确定 , 所 以 , 上 述 命题 可 以 简 记 为 


Ce: 骨 
A 读 做 “4 等 于 B", 它 表示 集合 4 与 集合 B 完全 一 致 . 
B 这 样 , 当 二 集合 由 同样 的 元 素 构成 时 , 它们 相等 . 
@ 否定 相等 就 写成 A B. 
车 集合 4 的 任何 元 素 都 是 集合 B 的 元 素 , 就 记 作 4 c B 或 


B 2 4, 并 说 , 集合 4 是 集合 B 的 子 集 , 或 说 B 包含 4, 或 说 B 
2 把 4 包含 于 自己 内 . 因此 , 集合 A,B 间 的 关系 4 C B 叫做 包含 关 

图 1 

系 (图 1). 
于 是 ， 

(AcB):=vz((z € 4) = (z € B)). 

如 果 A cB 且 4#B, 就 说 包含 关系 ACB 是 严格 的 . 或 说 4 是 B 的 真子 集 . 
利用 所 引进 的 定义 , 可 以 推 知 


(4=B)%(AcB)A(B CA). 
如 果 M 是 集合 , P 是 任 一 性 质 , 那么 , 就 能 从 M 中 分 出 一 个 子 集 
{z € MIP(z)}, 
它 是 由 M 中 具有 这 一 性 质 的 一 切 元 素 组 成 的 子 集 : 


例如 , 显然 有 
M= {zeéeMlzeM}. 


另 一 方面 , 如 果 P 是 M 中 任何 元 素 都 不 具有 的 一 个 性 质 , 比如 说 , P(z) := (z #2)， 
则 我 们 得 到 集合 
g={rzeéMlz#7}, 


它 叫做 M 的 空子 集 . 


§2， 集 与 集 的 初等 运算 7: 


AUB ANB A\B 


图 2 图 3 图 4 图 5 


3. 最 简单 的 集合 运算 设 4 与 B 都 是 集合 M 的 子 集 . 
a. 集合 
AUB:= {zr € MI|(z € A) Vv (z € B)}, 
由 M 中 的 那些 元 素 组 成 , 它 至 少 属于 4, B 中 之 一 (图 2), 称 此 集 为 4, B 的 并 集 . 
b. 集合 
ANB:={z€ MI(z € A) A (zx € B)}, 
由 M 中 的 那些 元 素 组 成 , 它 同 时 属于 4 和 B( 图 3), 称 此 集 为 4, B 的 交集 . 
c. 集合 
A\B:= {zr € MI(z € A)A(z ¢B)}, 
由 M 中 的 那些 元 素 组 成 , 它 属于 4 但 不 属于 B( 图 4), 称 此 集 为 4, B 的 差 集 . 
集 M 与 M 的 子 集 4 之 差 通常 叫做 4 在 M 中 的 补 集 , 记 作 Cw 4, 如 果 由 前 
后 文 能 明显 地 知道 4 是 哪个 集中 的 补 集 时 , 就 记 作 CA( 图 5). 
例 为 了 说 明 引 进 的 这 些 概念 的 相互 作用 , 我 们 验证 下 面 的 关系 式 ( 称 之 为 德 . 
摩根 @ 规则 ): 
Cuw(4UB) = Cr4nCwB， (1) 
Cu(ANB)= CumAUCMB. (2) 
< 例如 我 们 来 证 明 第 一 个 等 式 : 
(rECu(AUB)) = (z ¢AUB) 
> ((r ¢ A)A(z #5B)) 
(TE CMA)A (rE CuB) 
> (rz € (CyANCmB)). 
因此 , 得 到 
Cu(AUB) Cc (Cu ANCuB). (3) 
@ 德 . 摩根 (De. Morgan)(1806 一 1871) 一 一 苏格兰 数学 家 . 


了 第 一 章 一 些 通用 的 数学 概念 与 记号 


另 一 方面 ， 


(zE (CuANCMB)) = ((z E CuA) A (z € CuB)) 
> ((T ¢ A)A(z ¢B)) 
> (zr ¢(AUB)) 
= (ze Cu(AUB)), 


即 
Cu(AUB)2 (CuANCuB). (4) 


由 (3) 与 (4) 即 得 到 (1). > 

d， 集合 的 直 积 ( 备 卡 儿 积 ). 对 于 任意 两 个 集合 4, B, 可 构造 出 新 的 集合 一 一 
对 {4, B} = {B, 4}, 它 的 元 素 只 有 集合 4 和 B. 如 果 4 关 B, 它 有 两 个 元 素 , 而 当 
4 = B 时 , 它 只 有 一 个 元 素 . 

这 个 新 集合 叫做 4, B 的 无 序 对 , 以 区 别 于 序 对 (4, B). 在 序 对 (4, B) 中 , 元 素 
4,B 被 赋予 一 种 附加 的 特征 , 根据 它 能 分 辨 对 {4, B} 中 的 第 一 个 元 素 和 第 二 个 元 
素 . 按 定义 , 序 对 等 式 

(4,B) = (C,D)， 


表示 4=C 且 B=D. 特别 地 , 如 果 4 关 B, 那么 (4,B) 天 (B,4). 
现 设 X,Y 是 任意 两 个 集 . 按 定 义 , 由 一 切 序 对 (z,y)( 其 第 一 项 是 X 中 的 元 素 ， 
而 第 2 项 是 Y 中 的 元 素 ) 所 构成 的 集合 


XxY:={(,Wlz eX)A (yeY)}, 


叫做 集合 X,Y( 按 这 样 的 次 序 !) 的 直 积 或 备 卡 儿 积 . 

由 直 积 的 定义 及 上 面 关于 序 对 所 做 的 注释 , 一 般 来 说 , X xY 关 Y x X. 只 有 当 
X =Y 时 , 等 式 才 成 立 . 这 时 我 们 把 六 x 和 简 记 作 X?. 

直 积 又 叫做 笛 卡 儿 积 , 以 纪念 第 卡 儿 ®, 他 曾 与 费 马 @ 各 自 独立 地 通过 坐标 系 引 
进 了 几何 的 分 析 语言 . 众所周知 的 平面 笛 卡 儿 坐 标 系 , 恰好 把 平面 变 成 了 两 个 数 轴 
的 直 积 . 笛 卡 儿 积 与 它 的 因子 的 次 序 有 关 这 一 点 , 在 这 个 熟知 的 情形 是 非常 显然 的 . 
例如 , 序 对 (0,1) 和 (1,0) 对 应 于 平面 上 两 个 不 同 的 点 . 

设 序 对 z = (zu za) 是 集合 X1, Xa 的 直 积 Xi x Xs 中 的 元 素 , zl 叫做 序 对 z 的 
第 一 射影 , 记 作 priz; 而 za 叫做 序 对 z 的 第 二 射影 , 记 作 pr2z. 

下 笛 卡 儿 (Descartes)(1596 一 1650) 一 - 著名 的 法 国 哲学 家 , 数学 家 与 物理 学 家 . 他 在 科学 思想 方 


法 和 认识 论 方面 作出 了 重大 贡献 . 
@ 费 马 (Fermat)(1601 一 1665) 一 一 卓越 的 法 国 数学 家 , 职业 法 学 家 . 费 马 在 分 析 , 解析 几何 , 概率 


论 , 数论 等 一 系列 现代 数学 领域 中 , 都 居于 创始 的 地 位 . 


§2， 集 与 集 的 初等 运算 “9. 


练 习 


在 问题 1,2,3 中 用 4, B,C 表示 某 集 M 的 子 集 . 


1. 验证 下 面 诸 关系 式 : 
al (ACO) NBCO) (AUB) CO); 
b) (CcAACCB) SCc(ANB)); 
cj) Cu(CuA)=A; 
d) (ACCuB)$ (BC CuA); 
6) (AcB) (CuAD CuB). 


2. 试 证 : 
a) AU(BUC)=(AUB)UC =: AUBUC.; 
b) AN(BNC)= (4NB)NC=:ANBNC; 
ec AN(BUC)=(ANB)U(ANO); 
dj AU(BNC)= (AUB)N(AUO). 


3. 验证 并 与 交 运算 的 对 偶 关系 : 
a) Cu(AUB)= CMANCuB; 
b) Cu(ANB)=CumAUCMB. 


4. 对 下 列 集合 的 笛 卡 儿 积 作出 几何 解释 : 
a) 二 线段 (和 矩形); 
b) 二 直线 (平面 ); 
<) 直线 与 圆周 (圆柱 面 ); 
d) 直线 与 圆 面 (圆柱 体 ); 
e) 二 圆周 ( 圆 环 面 ); 
f) 圆周 与 圆 面 ( 实 圆 环 ). 


5. 集合 A = {(z1,72) e X?|zi = z2} 叫做 集合 X 的 币 卡 儿 正方 形 X? 的 对 角 线 . 
对 第 4 题 的 a),b),e) 所 得 之 集 的 对 角 线 做 出 几何 解释 . 
6. 试 证 ; 
a) (XxY=2)% (X=2)Vv(Y = 2), 
而 如 果 X x 荆 天 G, 则 
b) (A4AxBCXxY)» (ACX)A(BCY). 
cj (XxY)U(ZxY)=(XUZ) xY. 
d) (XxY)N(X' xY’)= (XNX") x (YNY'). 
这 里 & 表 空 集 , 即 不 含 任何 元 素 的 集合 . 
7. 将 问题 3 中 的 关系 与 81 练习 2 中 的 关系 a),b) 比较 , 建立 对 于 命题 的 逻辑 运算 ~-、 和 人、V 与 
对 于 集合 的 运算 C,m,U 之 间 的 关系 . 


Ew 第 一 章 一 些 通 用 的 数学 概念 与 记号 


83. 函数 


1. 函数 (映射 ) 的 概念 ”现在 来 描述 函数 关系 的 概念 , 它 不 仅 对 于 数学 是 基本 
的 . 
设 有 二 集合 X 与 工 . 
如 果 按 照 某 种 规律 f, 对 于 每 个 元 素 = e X, 有 一 元 素 y EY 与 之 对 应 , 就 说 有 
一 个 定义 在 X 上 而 在 Y 中 取 值 的 函数 . 
这 时 , 称 集合 X 为 函数 的 定义 域 ; 它 的 一 般 元 素 x 称 为 函数 的 变 元 或 自 变量 ; 
与 变 元 z 的 具体 值 zo e X 相对 应 的 元 素 yo e Y, 叫做 在 元 素 zo 上 的 函数 值 , 或 
叫做 当 变 元 z = zo 时 的 函数 值 , 并 以 flzo) 表示 . 当 变 元 变化 时 , 一 般 来 说 , 值 
y= f(z) eY 随 z 的 值 而 变 . 因此 , 常 称 量 y = f(z) 为 函数 的 因 变 量 . 
函数 在 集合 X 的 一 切 元 素 上 取得 的 所 有 函数 值 的 集合 


f(X):= {ye Ylaz((z €E X) A (y= jc)))} 


叫做 函数 的 值 集 或 函数 的 值 域 . 
由 于 集合 X,Y 的 性 质 不 同 , 术语 “函数 " 在 不 同 的 数学 部 门 中 各 有 其 合用 的 同 
义 词 :映射 ,变换 , 射 , 算 子 , 泛 函 . 其 中 映射 是 最 通用 的 , 我 们 也 经 常 使 用 这 个 名 词 . 
常用 记号 
J :Xo YXDY. 
来 记 函 数 (映射 ). 
如 果 函 数 的 定义 域 和 函数 值 域 从 上 下 文 看 很 明显 时 , 也 用 


zmf) 或 y= f(z) 


这 种 简单 记 法 , 比较 常见 的 是 , 就 只 用 一 个 字母 f 来 表示 函数 . 

如 果 两 个 函数 户 , f2 有 相同 的 定义 域 X, 且 对 每 个 re X, 这 两 个 函数 的 函数 值 
io), 户 (z) 一 致 , 就 认为 两 个 函数 有 与 户 一 致 或 相等 . 这 时 记 作 户 = fo 

如 果 4 c X, 而 f : X 一 了 是 某 个 函数 , 就 用 fl4 或 fl4 来 表示 函数 p : 
4 Ye 在 集合 4 上 与 f 一致. 更 确切 地 说 , 就 是 当 > < 4 时 , fla(z) := yp(z). 
称 函数 川 4 为 函数 f 在 集合 4 上 的 缩小 或 限制 , 而 函数 :XX 一 工 相对 于 函数 
yp = fl4 :4 一 Y 来 说 , 就 叫做 函数 p 在 集合 X 上 的 扩张 或 延 拓 . 

我 们 看 到 , 有 时 要 考察 定义 在 某 个 集合 X 的 子 集 4 上 的 函数 p : 4 一 Y, 并 且 
值 域 p(4) 也 可 能 是 与 Y 不 一 致 的 Y 的 一 个 子 集 . 因此 , 对 于 包含 定义 域 的 任意 集 
合 X, 有 时 就 用 术语 “函数 的 出 发 域 "称呼 它 , 而 把 包含 函数 值 域 的 任意 集合 Y, 叫 
做 “函数 的 到 达 域 ”. 

这 样 , 给 出 一 个 函数 (映射 ) 要 求 指明 一 个 三 元 组 (X,f, 了 ), 其 中 

X 一 一 函数 的 被 映射 集 或 定义 域 ; 


$3。 函数 Se 


y- 一 — 函数 所 映 入 的 集合 或 函数 的 到 达 域 

/一 规律 , 按照 它 , 对 每 个 = e X, 有 确定 的 元 素 ye Y 与 之 对 应 . 

我 们 看 到 , 在 这 里 X 与 Y 是 不 对 称 的 , 这 反映 着 映射 是 从 X 到 内 的 . 

现在 看 看 函数 的 几 个 例子 . 

例 1 公式 1= 2rr 与 了 了 = Snr 建立 了 圆周 长 ! 及 球体 积 V 对 半径 + 的 函数 
依赖 关系 . 每 个 公式 按 其 意义 各 自给 出 定义 在 正 实数 集 RR 上 , 且 在 同一 集 R+ 中 取 
值 的 函数 f :Ri 一 R+. 

例 2 设 X 是 惯性 坐标 系 的 集合 , 而 c: X -有 是 这 样 一 个 函数 : 对 于 每 个 惯 
性 坐标 系 = e X, 对 应 一 个 相对 这 个 惯性 坐标 系 测量 出 来 的 真空 中 的 光速 clz)， 函 
数 c: X -了 是 常数 函数 , 即 对 于 任何 z e X, 它 有 同样 的 值 c (这 是 一 个 基本 的 实 
验 事实 ,) 


例 3 由 公式 


T=7—W, 
t= 
给 出 到 自身 的 映射 G : R? 一 R? (R? 是 时 间 轴 R 与 空间 轴 及 = 的 直 积 : R? = RxR= 
RR x Rz) 是 经 典 的 徊 利 略 变换 , 它 把 一 个 惯性 坐标 系 (z,t) 变 成 另 一 个 惯性 坐标 系 
(zt), 后 者 相对 前 者 的 运动 速度 是 vo. 
由 


给 出 的 变换 二 : R? 一 R? 也 是 为 了 同样 的 目的 . 这 是 著名 的 (一 维 ) 洛 伦 交 变换 @， 
它 在 狭义 相对 论 中 起 着 基本 的 作用 ; 其 中 。 是 光速 . 


例 4 射影 pri : Xi x Xa 一 Xi 由 对 应 Xi x Xa 3 (z1,72) 四 zi e Xi 给 出 . 显 
然 , 它 是 一 个 函数 . 用 类 似 的 方法 可 定义 第 二 个 射影 pr : Xl x X2 一 X2. 


例 5 设 P(M) 是 集合 M 的 一 切 子 集 的 集合 . 对 于 每 个 4e P(M), 令 4 在 M 
中 的 补 集 Cw(4) e P(M) 与 之 对 应 , 于 是 得 到 P(M) 到 自身 的 映射 Cw : P(M) 一 
P(M). 


四 洛 伦 兹 (G. A. Lorentz)(1853 一 1928) 一 一 荷兰 物理 学 家 . 所 说 的 变换 是 他 在 1904 年 得 到 的 ， 
而 在 1905 年 爱 因 斯 坦 表述 的 狭义 相对 论 中 , 这 一 变换 得 到 了 非常 重要 的 应 用 . 
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例 6 设 已 cM. 在 M 上 用 条 件 
(XE(z) = 1, zr € E) A (xg(z) =0, Sz € Cu(E)) 
定义 的 实 值 函数 Xe : M 一 及 , 叫做 集合 已 的 特征 函数 . 


例 7 设 M(X;Y) 是 X 到 Y 中 的 映射 的 集合 , 而 zo 为 X 中 一 个 固定 的 元 素 . 
令 每 个 函数 je M(X;Y) 对 应 于 它 在 zo 的 值 f(zo) e Y. 这 就 确定 了 一 个 函数 


F:M(X;Y) 一 工 


特别 当 Y = R, 即 Y 为 实数 集 时 , 函数 下 : M(X; 有 R) 一 及 把 每 个 函数 f : X 一 及 对 
应 到 一 个 数 . F(f) = f(zo). 这 样 一 来 , 已 是 定义 在 函数 上 的 函数 . 为 了 方便 起 见 , 把 
这 样 的 函数 叫做 泛 函 . 

例 8 设 为 位 于 曲面 上 (例如 在 地 球 上 ) 且 联 接 两 个 固定 点 的 曲线 的 集合 . 可 
以 令 了 中 每 条 曲线 7 对 应 于 它 的 长 . 这 样 由 “曲线 的 长 "就 得 到 一 个 函数 FF: 一 RR， 
为 了 求 曲面 上 二 已 知 点 间 的 最 短线 或 所 谓 的 测 地 线 , 常 需要 研究 这 种 函数 . 


例 9 考察 定义 在 整个 实 轴 及 上 的 所 有 实 值 函数 的 集合 M(R;R). 固定 一 个 数 
a e R, 对 每 个 函数 fe M(R; 民 ), 使 函数 je M(R;R) 与 它 对 应 , 它们 间 的 联系 是 
Ja(z) = f(z + a). 函数 fo(z) 通常 叫做 将 函数 f(z) 平 移 一 个 数 a. 这 样 所 生成 的 映 
射 4: M(R; 民 ) 一 M(R; 了 及 ) 叫做 平移 算 子 . 因此 , 算 子 4 是 在 函数 上 定义 的 , 而 它 的 
值 也 是 函数 : f。= 4(7). 

如 果 我 们 到 处 都 看 不 到 实际 的 算 子 , 那么 上 面 考察 的 这 些 例子 就 可 能 显得 好 像 
是 人 造 的 . 实际 上 , 每 架 收音 机 就 是 一 个 算 子 了 呈 fo, 它 把 电磁 信号 f 转变 为 音频 信 
号 f; 我 们 的 每 个 感官 , 都 是 具有 它 自己 的 定义 域 和 值 域 的 一 个 算 子 (转换 器 ). 

例 10 空间 质点 的 位 置 是 由 叫做 它 的 空间 坐标 的 有 序 三 元 数组 (z,y, z) 来 确定 
的 . 一 切 这 样 的 有 序 三 元 数组 构成 的 集合 可 理解 为 三 个 数 轴 及 的 直 积 RRxRxR = R3. 

运动 的 质点 在 每 一 瞬时 t, 位 于 空间 Ra 的 坐标 为 (z(b,y(b,z(b) 的 一 点 . 这 样 
一 来 , 质点 的 运动 可 以 解释 为 映射 7 : 及 一 及 3, 这 里 及 是 时 间 轴 , 而 R3 是 三 维 空间 . 

如 果 一 个 系统 是 由 n 个 质点 组 成 , 那么 它 的 构 形 由 各 质点 的 位 置 所 确定 , 即 由 
3n 个 数 的 序 组 

(zy 21; 72,Y2, 22;*** ; Tn, Yns Zn) 

确定 , 所 有 这 些 序 组 的 集合 , 叫做 n 质 点 系 的 构 形 空间 . 因此 , n 质点 系 的 构 形 空间 
可 以 解释 为 n 个 有 Ra 空间 的 直 积 


及 3 x 及 3 x .… x 及 3 一 及 3". 


由 时 间 轴 到 质点 系 的 构 形 空间 的 映射 Y : 及 一 Rm 对 应 于 n 质点 系 的 运动 . 
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例 11 力学 系统 的 势能 U 与 其 质点 的 分 布 有 关 , 即 与 它 的 构 形 有 关 . 设 Q 是 力 
学 系统 的 实际 可 能 的 构 形 的 集合 . 这 是 系统 的 构 形 空间 的 某 个 子 集 . 每 个 位 置 ge @ 
对 应 着 系统 势能 的 一 个 值 UV(g), 因此 , 势能 是 定义 在 构 形 空间 的 子 集 @ 上 , 而 在 实 
数 域 R 中 取 值 的 一 个 函数 太 : Q 一 及 . 


例 12 n 质点 系 的 动能 K 与 它们 的 速度 有 关 . 因此 , 质点 系 的 全 部 机 械 能 EE = 
K+U, 即 动能 与 势能 之 和 , 它 既 与 质点 系 的 构 形 有 关 , 又 与 诸 质点 的 速度 组 v 有 关 . 
像 质点 系 在 空间 的 构 形 9 一 样 , 由 个 三 维 向 量 构成 的 速度 组 v, 也 能 用 3n 个 数 的 
序 组 给 出 . 与 我 们 的 质点 组 的 状态 对 应 的 序 对 (q,v) 构成 直 积 空间 R3" x 及 an = 及 6" 
中 的 一 个 子 集 更 , 叫做 n 质 点 系 的 相 空间 ( 它 与 及 3" 中 的 构 形 空间 是 不 同 的 ). 

因此 , 系统 的 总 能 量 是 定义 在 相 空 间 Ro" 的 子 集 更 上, 而 在 实数 域 R 中 取 值 的 
函数 已 :下 一 及 . 

特别 地 ， 当 系统 是 封闭 系统 , 即 没有 任何 外 力作 用 于 它 时 ,根据 能 量 守恒 定律 ， 
函数 妃 在 系统 状态 集 更 的 所 有 点 上 有 同样 的 值 Eo € RR. 


2. 映射 的 简单 分 类 ” 当 把 函数 1 : X 一 了 叫做 映射 时 , 它 在 元 素 z e X 上 取 
的 值 f(z) e Y, 通常 称 为 元 素 z 的 像 . 
设 4c X, 则 把 4 中 各 点 z 的 像 (在 Y 中 ) 所 组 成 的 集 


f(A4):= {y € Yl3z((z € A) A (y € f(2))} 
叫做 4 在 映射 :和 一 Y 下 的 像 . 


图 6 
设 集 B Cc Y, 则 把 X 中 其 像 属 于 B 的 那些 元 素 的 集 


三 (B):={zeXlf(z)eB} 


叫做 B 的 原 像 或 全 原 像 (图 6) 
关于 映射 了 : X 一 了 : 
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如 果 /(X) =Y, 就 说 f 是 满 射 (或 X 到 Y 上 的 映射 ); 
如 果 对 X 中 的 任何 元 素 zl, zz, 有 


(f(z1) = f(z2)) = (zl =z2)， 


即 不 同 元 素 有 不 同 的 像 , 就 说 f 是 单 射 (或 嵌入 , 内 射 ); 

如 果 f 既是 满 射 又 是 单 射 , 就 说 f 是 双 射 (或 一 一 映射 又 叫 双方 单 值 映射 ). 

如 果 映 射 :XX 一 Y 是 双 射 , 即 是 集合 X 与 集合 Y 间 的 双方 单 值 对 应 , 那么 ， 
自然 可 以 做 出 一 个 映射 


fi 


它 用 以 下 方法 定义 : 如 果 f(z) =y, 则 f-1(y) = z, 亦 即 , 与 y EY 对 应 的 是 那样 的 元 
素 re X, 它 在 f 下 的 像 是 x. 根据 f 的 满 射 性 , 这 样 的 ze X 存在 ; 而 由 f 的 内 射 
性 , 它 又 是 唯一 的 . 因此 , 映射 f-! 完全 确定 . 这 个 映射 叫做 原 映射 了 的 逆 映 射 . 

由 道 映 射 的 做 法 看 出 , fj-1 : Y 一 X 本 身 也 是 双 射 , 并 且 它 的 逆 映 射 (f-1) -1 : 
X 一 了 与 1:X 一 Y 一 致 . 

因此 , 两 个 映射 是 北 映 射 的 性 质 是 相互 的 , 即 如 果 f-! 是 的 北 映 射 , 反 过 来 ， 
了 也 是 7! 的 逆 映 射 . 

我 们 注意 到 , 集 B c Y 的 原 像 的 符号 f-1(B) 与 反 函 数 的 记号 三 ! 有 联系 , 然 
而 , 应 该 看 到 , 集合 的 原 像 是 对 任何 映射 f : X 一 Y 都 有 定义 的 , 即使 它 不 是 双 射 ， 
从 而 没有 逆 . 

3. 函数 的 复合 与 互 送 映射 ”函数 的 复合 运算 , 一 方面 是 产生 新 函数 的 丰富 源泉 ， 
另 一 方面 又 是 将 复杂 函数 分 解 成 比较 简单 的 函数 的 一 种 方法 . 

车 有 二 映射 1 :XX 一 Y 与 g:Y 一 2, 且 g 定义 在 下 的 值 域 上 , 则 可 用 公式 


(goj)(z) := g(f(7)) 
确定 X 上 的 新 映射 
gojf:X 一 了 


所 建立 的 这 个 映射 ge f 叫做 映射 f 与 映射 g( 按 这 种 顺序 !) 的 复合 映射 
图 7 具体 说 明了 映射 与 9 复合 的 结构 . 
无 论 在 几何 中 讨论 了 平面 运动 或 空间 运动 的 复合 时 , 还 是 在 代数 中 研究 由 最 简 
单 的 初等 函数 复合 得 到 的 复杂 函数 时 , 我 们 都 不 止 一 次 地 遇 到 过 映射 的 复合 . 
合 运算 有 时 要 连续 施行 若干 次 , 因而 , 注意 到 它们 是 结合 的 , 即 


ho(gof)=(hog)of 


是 有 好 处 的 . 
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< 实际 上 ， 


(ho(gof))(z) = h((go f)(z)) = h(g(f(7))) 
= (hog)(f(z)) = ((hog)of)(z). > 


因此 , 正 像 几 个 数 的 加 法 与 乘法 那样 , 可 以 去 掉 表 明 运 算 次 序 的 括号 . 
如 果 复合 fo。.…o fi 中 所 有 的 项 都 等 于 f, 那么 就 把 它 简短 地 表 成 f". 
大 家 都 知道 , 例如 , 正 数 a 的 平方 根 , 可 以 按照 公式 


1 a 
Tntl=3 Wr ， 
n 


用 和 逐次 逼近 法 从 任意 的 第 一 近似 值 zo。 > 0 开始 进行 计算 . 这 恰好 就 是 在 计算 f(zo)， 
这 里 f(z) = (z+ 4). 这 种 把 前 一 步 得 到 的 函数 值 ,作为 下 一 步 的 自 变量 值 的 计 
算 方法 叫做 送 代 法 . 在 数学 中 , 迁 代 法 用 处 很 广 . 

我 们 还 注意 到 , 即使 两 种 复合 gof 与 fo9 都 有 定义 , 一 般 来 说 , 它们 也 是 不 相 
等 的 : 

gof #f og. 

实际 上 , 例如 取 二 元 集 {a, 引 , 及 映射 f : {a,9)} 一 a,g : {a,8} 一 b. 这 时 , 显然 
gof :{a,b} —b, 而 fo0g:{a,b} — a. 

如 果 映 射 f : X 一 X 把 X 的 每 个 元 映 成 自身 , 即 z 心 z, 那么 就 把 了 记 作 ex， 
并 称 之 为 集 X 的 恒 等 映 射 . 、 

引 理 

(gof = ex) ~ (9 是 满 射 ) A (了 是 单 射 ). 


< 实际 上 , 如 果 让: 三 一 Y;g:Y 一 和 且 gof =ex: 大 一 那么 
X=ex(X)= (go f)(X) = 9g(f(X)) © g(Y), 


也 就 是 说 , 9 是 满 射 . 
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此 外 , 如 果 zl es X, za EX, 则 


(zl #72) = (ex(zl) 关 ex(zz)) 人 (goj)(z) 和 (goj)(z2) 
全 ((g(f(21)) # 9g(f(22))) = (f(z1) # f(z2)), 


因此 , f 是 单 射 . > 
互 逆 的 映射 可 以 用 映射 的 复合 来 描述 . 


命题 映射 | :一 Yg:Y 一 义 是 互 逆 的 双 射 当 且 仅 当 gof = ex 且 
fog=ey. 

< 据 引 理 , 条 件 gof = ex 与 jog = ey 同时 成 立 就 保证 了 映射 f,g 的 满 射 性 
与 单 射 性 , 也 就 是 说 , 它们 都 是 双 射 . 

这 两 个 条 件 又 说 明 y = f(z) 当 且 仅 当 z= 9g(y) > 

以 上 我 们 用 明确 构造 的 方式 建立 了 逆 映 射 . 已 证 明 的 这 个 命题 , 使 我 们 能 给 互 
逆 的 映射 一 个 虽 不 太 直 观 , 然而 更 对 称 的 定义 : 映射 ,g 互 为 逆 映 射 , 假如 它们 满足 
两 个 条 件 : 

gof =ex, fog=ey 

(参看 本 节 末 的 习题 6). 


4. 作为 关系 的 函数 .函数 的 图 像 ”最 后 , 我 们 再 回 到 函数 的 概念 上 来 . 我 们 看 
到 , 它 的 演变 是 长 期 而 相当 复杂 的 . 
“函数 ”这 个 词 首 见 出 现在 1673 一 1692 年 莱 布 尼 茨 的 著作 中 (诚然 , 是 在 较 狭 罕 
的 意义 下 ). 直到 1698 年 , J. 伯 努 利 ( 即 大 伯 努 利 )@ 和 菜 布 尼 茨 在 书信 来 往 中 , 才 在 
比较 接近 近代 的 意义 下 使 用 了 这 一 术语 . 
几乎 与 上 节 开 始 时 引入 的 函数 概念 完全 一 致 的 描述 , 在 欧 拉 那 里 已 经 过 到 (18 
世纪 中 叶 ). 至 19 世纪 初 , 已 经 出 现在 译 成 俄 文 的 拉克 鲁 阿 @ 的 数学 教科 书 中 . 罗 巴 
切 夫 斯 基 @ 是 这 一 函数 概念 的 积极 拥护 者 . 罗 巴 切 夫 斯 基 还 指出 "从 一 般 理 论 的 观 
点 看 , 只 有 把 彼此 联系 的 数理 解 成 是 一 起 给 定 的 , 才 存在 依赖 关系 ”@, 而 这 正 是 我 
们 现在 要 讲 的 精确 定义 函数 概念 的 思想 . 
在 本 节 开 始 对 函数 概念 的 描述 是 很 有 生气 的 , 并 反映 了 事物 的 本 质 . 然而 从 现 
代 观 点 来 看 , 还 不 能 说 是 一 个 定义 , 因为 它 利用 了 与 函数 等 价 的 概念 : 对 应 . 为 使 读 
DJ. 伯 努 利 (J. Bernoulli)(1667 一 1748) 一 一 著名 的 瑞士 Bernouli 学 者 家 族 的 早期 代表 者 之 一 ， 


他 是 分 析 学 家 , 几何 学 家 , 力学 家 , 他 创立 了 变 分 学 , 对 微分 积分 计算 给 出 了 第 一 个 系统 的 阐述 . 
@ 拉 克 重 阿 (Lacroix)(1765 一 1843) 一 一 法 国 数学 家 与 教师 (师范 与 综合 技术 学 校 教授 , 巴黎 科学 


院 院士 ). 

@ 罗 巴 切 夫 斯 基 (H. H. Jio6aqescraat)(1792 一 1856) 一 一 伟大 的 俄罗斯 学 者 , 他 与 伟大 的 德国 
自然 科学 家 高 斯 (K. Gauss 1777 一 1855) 以 及 卓越 的 匈牙利 数学 家 鲍 耶 (J. Bolyai, 1802 一 1860) 一 
起 , 享有 以 他 的 名 字 命 名 的 非 欧 几何 的 发 现 者 的 荣誉. 

@@ 罗 巴 切 夫 斯 基 全 集 一 M. 一 工 .: Tocrexmsaar, 1951 年 版 第 V 卷 第 44 页 . 


$3， 函数 “17. 


者 了 解 , 在 这 里 , 我 们 将 介绍 怎样 用 集合 论语 言 给 出 函数 定义 .( 有 趣 的 是 , 我 们 下 边 
介绍 的 “关系 ”的 概念 , 莱 布 尼 蒋 也有, 它 是 先 于 函数 概念 的 .) 


a. 关系 ”由 一 些 序 对 (z,y) 组 成 的 任 一 集 , 叫做 一 个 关系 RR. 
构成 R 的 所 有 序 对 的 第 一 个 元 素 组 成 的 集 X 叫做 关系 及 的 定义 域 , 而 这 些 序 
对 的 第 二 个 元 素 组 成 的 集 Y 叫做 关系 尺 的 值 域 . 
因此 , 可 把 关系 也 解释 成 直 积 X x Y 的 子 集 尺 . 如 果 X C X', 且 YCY', 显 
然 
REXxY CR NY 


所 以 同一 个 关系 可 作为 不 同 集 的 子 集 给 出 来 . 

含有 某 关 系 的 定义 域 的 集 ， 叫 做 这 个 关系 的 出 发 域 , 而 含有 其 值 域 的 集 叫做 它 
的 到 达 域 . 

常常 把 (z,y) e 驴 写成 zRy, 并 说 z 与 y 用 关系 及 联系 着 . 

如 果 及 C X?, 就 说 关系 丸 在 克 上 给 定 . 

现在 看 几 个 例子 . 

例 13 对 角 线 

A= {(a,b) € Xla=b} 

是 X? 的 一 个 子 集 , 它 给 出 集 X 中 元 素 的 相等 关系 . 事实 上 , aAb 表示 (be A, 即 
a=b. 

例 14 设 X 是 平面 上 的 直线 构成 的 集 . 

两 条 直线 ae Xe X 被 认为 由 关系 尺 联系 着 , 写成 aRb, 如 果 直 线 平行 于 
直线 a. 显然 , 这 就 从 X? 中 分 出 了 满足 aRb 的 对 (a,b) 的 集合 也, 由 几何 教科 书 得 
知 , 直线 间 的 平行 关系 具有 下 列 性 质 : 


aRa ( 反 身 性 ); 
(aRb) = (bRa) (对 称 性 ); 
(aRb) A (bRe) = (aRc) (传递 性 ). 


具有 上 面 三 条 性 质 , 即 反 身 性 ©, 对 称 性 与 传递 性 的 任何 关系 RR, 都 叫 等 价 关系 . 
等 价 关系 用 专用 的 符号 ~ 表示 , 在 这 种 情况 下 , 这 个 符号 代替 了 表示 关系 的 字母 RR. 
这 样 , 在 等 价 关系 的 情形 , 我 们 以 a ~ 5 代替 aRb, 并 说 a 与 5 等 价 . 

例 15 设 M 是 一 个 集合 , 而 X = P(M) 是 它 的 一 切 子 集 的 全 体 . 对 于 集 X = 
P(M) 的 任意 两 个 元 素 a 与 b, 即 M 的 任意 两 个 子 集 a 与 六 下面 三 种 可 能 总 有 一 
种 被 满足 :a 包含 在 b 中 ; b 包含 在 a 中 ; a 不 是 b 的 子 集 且 b 也 不 是 a 的 子 集 . 


@ 为 完整 起 见 , 我 们 指出 , 关系 尺 称 做 反 身 的 , 假如 它 的 定义 域 与 值 域 一 致 , 并 且 对 于 RR 的 定 
义 域 中 的 每 个 元 素 有 aRa 成 立 . 
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我 们 把 X 的 子 集 间 的 包含 关系 作为 X? 中 的 关系 R, 即 按 定义 令 


aRb := (a C b). 

这 个 关系 显然 具有 下 述 性 质 : 
aRa ( 反 身 性 ); 
(aRb) A (bRe) = (aRc) (传递 性 ); 
(aRb) A (bRa) = aAb, Ta=b (反对 称 性 ). 


一 个 集 X 的 元 素 对 之 间 的 关系 , 如 果 具 有 上 面 所 指出 的 三 条 性 质 , 习惯 上 称 它 
是 集 X 上 的 一 个 偏 序 关系 . 我 们 经 常用 记 法 a < 来 表示 偏 序 关系 以 代替 记 法 aRb， 
并 说 b 在 a 之 后 . 

如 果 除 了 确定 偏 序 关系 的 三 条 性 质 之 外 , 还 满足 条 件 : 


Vavb((aRb) V (bRa)), 


即 集 X 中 的 任 二 元 素 均 能 比较 , 就 把 关系 R 叫做 序 关系 , 而 把 定义 了 序 关 系 的 集 
X 叫做 线性 序 集 . 
这 一 名 称 的 产生 , 与 数 轴 的 直观 形象 有 关 , 在 实数 轴 上 , 对 于 任何 一 对 实数 都 能 
讨论 < 关系 . 
b. 函数 与 函数 的 图 像 ”如 果 
(ZRy1) A (TRy2) = (加 = yo) 


就 说 关系 及 是 一 个 函数 关系 . 

函数 关系 叫做 函数 . 

特别 地 , 设 X 与 Y 是 两 个 (不 一 定 不 同 的 ) 集合 , RC X xY 是 定义 在 X 上 
的 , 集合 X 的 元 素 z 与 集合 Y 的 元 素 y 间 的 一 个 关系 . 如 果 对 于 每 个 re X, 恰好 
只 有 一 个 yeY 使 得 z 与 y 满足 上 面 的 关系 , 即 zRy, 那么 , RR 就 是 一 个 函数 关系 . 

这 样 的 函数 关系 及 C (X xY) 是 X 到 了 中 的 映射 , 或 六 到 YY 中 的 函数 . 

我 们 常用 符号 了 来 记 函 数 . 如 果 f 是 函数 , 我 们 将 像 从 前 一 样 书写 y = f(z) 或 
z 由 yy 而 不 用 zfy, 并 把 y= f(z) 叫做 函数 f 在 元 素 > 上 的 值 , 或 元 素 x 在 映射 / 
下 的 像 . 

对 照 最 初 描述 函数 概念 的 说 法 , 我 们 看 到 , 按照 “规律 "f 把 元 素 re X“ 对 应 ”于 
元 素 ye Y 就 是 对 每 个 re X, 指出 了 唯一 的 yeY, 使 zfy, 即 (z,y)eEfcXxY. 

设 芽 是 直 积 X xY 的 子 集 , 它 由 一 切 形 如 (z, f(z)) 的 元 素 组 成 , 因而 


T:={(z,9) EXxYly= f(7)}. 


我 们 称 这 个 子 集 T 是 在 原来 意义 下 函数 :XX 一 了 的 图 像 . 


S$3， 函数 “19. 


在 我 们 把 函数 作为 子 集 f Cc X x 了 这 种 新 的 叙述 下 , 函数 与 它 的 图 像 当然 已 经 
没有 区 别 了 . 

我 们 原则 上 指出 了 , 形式 地 建立 函数 的 形式 化 集合 论 定义 的 可 能 性 , 实质 上 是 
归结 为 函数 与 其 图 像 等 同 . 然而 我 们 并 不 打算 今后 只 限于 用 这 种 形式 给 出 函数 . 为 . 
了 给 出 函数 关系 , 有 时 用 解析 式 方便 , 有 时 用 函数 值 表 方便 , 也 有 时 用 运算 过 程 ( 算 
法 ) 的 语言 描述 更 方便 , 根据 这 种 描述 , 对 于 给 定 的 z < X, 可 以 找 出 相应 的 ye Y. 
无 论 用 上 面 哪 种 方式 给 出 函数 , 利用 其 图 像 给 出 函数 , 即 作 函 数 图 像 的 问题 都 是 有 
意义 的 . 用 很 精致 的 图 像 来 给 出 数值 函数 的 益处 是 , 它 能 直观 地 表现 出 函数 依赖 关 
系 的 基本 的 定性 的 特征 . 函数 的 图 像 ( 诺 议 图 ), 也 可 以 用 于 计算 , 但 通常 只 是 在 精度 
要 求 不 高 时 才 用 到 .精确 计算 时 要 用 函数 值 表 , 而 更 常见 的 是 借助 于 算法 在 计算 机 
上 进行 . 


练 习 
1. 用 下 列 方式 来 定义 两 个 关系 及 ,Ra 的 复合 Ra o Rai : 
Ra o Ri := {(z,z)jay(zRay) A (yR2z))}. 
特别 地 , 当 RiCXxY,R2CYx2Z 时 ,及 =R2oR1CXXx2, 并 且 
TRz := 3y((y EY) A (rR1Y) A (yR2z)). 


a) 设 Ax 是 集合 X? 的 对 角 线 , Ay 是 集合 Y? 的 对 角 线 . 试 证 , 如 果 关系 Ri C XX xY 
与 Ra CY xX 满足 (RioR2 = 人 Ax) 信 (R20R1 = AY), 那么 ,它们 都 是 函数 , 并且 
给 出 了 集合 X,Y 间 的 互 逆 映 射 . 

b) 设 尼 C X2. 试 证 : 关系 尺 的 传递 性 条 件 等 价 于 RoR C RR. 

cj) 如 果 (yR'z) 侣 (zRy), 就 说 关系 尺 CY x 闫 是 尼 CXxY 的 转 置 关系 . 

试 证 , 关系 及 C X? 的 反对 称 性 等 价 于 条 件 及 mmR' C Ax. 

d) 验证 , 集合 X 的 任意 二 元 素 由 关系 及 C X2 相 联系 ( 按 这 种 或 那 种 次 序 ), 当 且 仅 当 
RUR’ = X2. 

2. 设 了 :X 一 Y 是 映射 . 元 素 yeY 的 原 像 f"1(y) C X 叫做 y 上 的 层 . 

a) 指出 映射 

pri : Xi x Xa 一 Xi,pra : X1 x Xa 一 X2 
的 层 是 什么 . 

b) 设 re X,z2 e X, 如 果 f(z1) = f(z2), 即 如 果 zl 与 za 位 于 同一 个 层 中 , 就 认为 
zl EX 与 zaeX 由 关系 及 C X? 相 联系 , 并 且 写成 riRz2- 
验证 尺 是 等 价 关 系 

c) 试 证 映射 了 : X 一 Y 的 层 互 不 相交 , 而 所 有 层 的 并 是 整个 集 大 

d) 验证 : 对 集合 的 元 素 间 的 任何 等 价 关系 , 可 将 该 集 表 成 互 不 相交 的 等 价 元 素 类 的 并 的 形 
式 . 
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3. 设 f:X 一 Y 是 XX 到 Y 中 的 映射 . 试 证 ,如 果 4 与 B 都 是 X 的 子 集 ,那么 
a) (ACB)= (f(A4) cf(B)) # (Ac B), 
b) (A#9)= (1(4) #9), 
cj f(A4NB)c f(4)n 7(B), 
d) J(4UB)= f(4)U 1(B); 
如 果 4' 与 B' 都 是 Y 的 子 集 , 那么 
©) (4 CB) (A) cI (B), 
f) f71(A'NB)= 1 (A) Nf (B), 
gj) f(A UB)= f(A) Uf (B); 
如 果 Y 2 4' 2 B', 那么 
h) 1-1(A\B') = 三 (4)Nf- CB)， 
1) f°1(CrA') =Cxf 04; 
对 任何 集 4C X 及 任何 集 B' C Y: 
j) f°7°(f(4)) > 4, 
k) 1(171(B')) C 已 - 
4. 试 证 映射 / : X 一 Y 是 
a) 满 射 , 当 且 仅 当 对 任何 B' CY 有 f(f-1(B'))= BB'. 
b) 双 射 , 当 且 仅 当 对 任何 4C X 及 任何 BCY 有 


(f73(f(4)) = A)A (FF (B)) = 8"). 


5. 检验 关于 映射 了 : X 一 Y 的 诸 命题 的 等 价 性 : 
a) 了 是 内 射 ; 
b) 对 于 任意 集合 4 C X, 有 太 :(f(4)) = 4; 
e) 对 X 的 任意 两 个 子 集 4、B, 有 f(4nB) = f(4)n f(B); 
dj) f(A) Nf1(B)=0%ANB= 0; 
6) 当 X2> A B 时 ,有 f(A\B) = f(A)\f(B). 
6. a) 如 果 映 射 / : X 一 了 与 9:Y 一 X 能 使 go f= ex, 这 里 ex 是 集 X 的 恒 等 映 射 , 则 
称 g 是 了 的 左 北 映 射 , 而 称 是 9 的 右 送 映射. 试 证 , 与 逆 映 射 的 唯一 性 不 同 , 可 能 存 


在 许多 单 边 逆 映 射 . 
例如 , 可 考虑 映射 1 : X 一 了 和 9 :Y 下, 这 里 X 是 单元 素 集 , 而 Y 是 二 元 素 集 , 或 
考虑 序列 的 映射 

(za 


(2 


b) 设 1f:X 一 Y 与 g:Y 一 2 都 是 双 射 . 试 证 , 映射 9of : X 一 2 是 双 射 ,并 且 
(gof) t=/ og 
c) 试 证 , 对 任何 映射 f : X 一 了 ,g :Y 一 2, 及 任何 集合 CC 2, 等 式 


(gof) (0)=f7 "(9 (0)) 


$4. 某 些 补充 -21. 


成 立 . 
d) 验证 由 (z,y) 一 (yz) 给 出 的 映射 已 : 了 xY 一 Y x XX 是 双 射 描述 互 逆 映 射 
f :XX 一 Y 与 1-!:Y 一 久之 间 的 图 像 的 相互 联系 . 
7.。 a) 试 证 对 任何 映射 f : X 一 Y 来 说 , 由 对 应 z 叫 (z, f(z)) 所 确定 的 映射 :XX 一 XxY 
是 内 射 . 
b) 设 质点 在 圆周 Y 上 作 匀 速 运动 ; X 是 时 间 轴 , 而 z 心 y 是 瞬时 z < X 与 质点 位 置 
y = f(z) EY 间 的 对 应 关系 . 绘 出 函数 了 : X 一 Y 在 X x Y 中 的 图 像 . 
8. a) 对 83 中 所 选 的 例题 1~12, 说 明 其 中 的 映射 是 不 是 满 射 , 单 射 , 双 射 , 或 者 不 是 上 述 的 任 
何 一 种 . 
b) 欧姆 定律 1 = V/RR 把 导线 中 的 电流 强度 1, 导线 两 端 间 的 电压 V 及 导线 的 电阻 尺 联系 
起 来 . 试问 , 怎样 的 集合 间 的 映射 O : X 一 Y 对 应 于 欧姆 定律 ? 怎样 的 集合 的 子 集 对 
应 着 欧姆 定律 的 关系 ? 
c) 试 求 伽 利 略 变换 与 洛 伦 兹 变换 的 逆 变 换 G1,， -7. 
9. a) 设 有 集合 5 C X 及 映射 了 : X 一 X. 如 果 f(S) C 5, 则 称 S 关于 f 是 稳定 的 . 写 出 
关于 平面 沿 其 上 一 向 量 的 平移 的 稳定 集 . 
b) 设 集 了 CX, 映射 了 : X 一 X. 如 果 f(7) = 了, 则 称 了 关于 f 是 不 变 的 . 写 出 关于 平 
面 绕 一 个 定点 旋转 的 不 变 集 . 
c) 点 pp 叫做 映射 1 : X 一 X 的 不 动 点 , 如果 f(p) = p. 试 证 平面 上 的 平移 、 旋 转 与 位 似 的 
任意 复合 , 当 位 似 系数 小 于 1 时 , 有 不 动 点 . 
d) 把 伽利略 变换 及 洛 伦 兹 变换 看 做 映 平面 到 自身 上 的 映射 , 它 将 坐标 为 (z,t) 的 点 变 到 坐 
标 为 (z,t) 的 点 . 试 求 这 些 变换 的 不 变 集 . 
10. 考察 液体 的 稳 态 流动 ( 即 每 个 点 的 流速 不 随时 间 变 化 ). 在 时 间 t 内 , 位 于 点 z 处 的 质点 变 到 
了 空间 某 一 新 位 置 f(z). 这 样 产生 的 由 流体 占据 的 空间 的 点 的 映射 < 上 ~ f(z) 与 时 间 有 关 ， 
称 之 为 时 间 t 内 的 变换 . 试 证 


fiao fu = fuo fe = frr 和 fiof-t = fo=ex: 


84. 某 些 补充 


1. 集 的 势 (基数 ) 设 X,Y 为 二 集合 . 如 果 存 在 X 到 Y 上 的 双 射 , 即 对 每 个 
z e X, 有 eY 与 之 对 应 , X 中 不 同 的 元 , 在 Y 中 所 对 应 的 元 也 不 同 , 并 且 每 个 
yeY, 必 是 X 中 某 元 的 对 应 元 , 则 称 X 与 了 等 势 . 

通俗 地 说 , 就 是 每 个 元 re XX 坐 在 自己 的 位 子 ye Y 上 , 的 所 有 元 都 坐 着 ， 
而 且 没 有 闲置 的 位 子 ye Y. 

显然 , 所 引入 的 关系 XRY 是 等 价 关系 , 按照 约定 , 我 们 在 这 种 情况 把 XRY 写 
成 X~Y. 

等 势 关 系 把 所 有 集合 所 成 的 族 分 成 了 彼此 等 价 的 集合 的 类 . 同一 个 等 价 类 中 的 
集 , 有 相同 数量 的 元 素 (等 势 ), 不 同类 中 的 集合 所 含 元 素数 量 不 同 . 
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集 X 所 在 的 类 叫 集 X 的 势 , 或 叫 集 X 的 基教 , 并 记 作 cardX. 如 果 和 ~ 了 ,就 
写成 cardX = cardY. 

这 种 结构 的 意义 在 于 它 使 我 们 能 够 比较 集合 的 元 素 的 数量 , 而 不 使 用 数 数 这 个 
中 间 步 又 , 即 不 必用 与 自然 数列 N = {1,2,3,…} 对 照 的 方法 确定 数量 ; 很 快 我 们 就 
会 看 到 , 这 后 一 种 方法 , 有 时 根本 不 能 用 . 

如 果 集 合 X 与 集合 Y 的 某 个 子 集 等 势 , 我 们 就 说 X 的 基数 不 大 于 Y 的 基数 ， 
并 记 作 cardX < cardY. 

因此 ， 


(cardX < cardy) := (32Z C YlcardX = card2). 


如 果 X C Y, 则 显然 cardX < cardyY. 然而 关系 X C Y 却 不 妨碍 有 不 等 式 
cardY < cardX, 即便 X 是 Y 的 真子 集 , 也 是 如 此 . 
例如 , 对 应 z 一， Pe 是 数 轴 有 的 开 区 间 -1 < z < 1 到 整个 数 轴 本 身 的 双 
射 . 
一 集合 能 与 其 自己 的 部 分 等 势 , 是 这 个 集合 为 无 穷 集 的 特征 标志 , 戴 德 金 © 其 
至 曾 建议 把 它 作为 无 穷 集 的 定义 . 这 样 , 一 个 集合 (按照 戴 德 金 的 说 法 ), 只 有 当 它 不 
与 自己 的 任何 真子 集 等 势 时 叫做 有 穷 集 ,不然 就 叫 无 穷 集 . 
就 像 不 等 关系 把 数 轴 上 的 实数 有 序 化 一 样 ， 上 边 引进 的 不 等 关系 也 把 集合 的 
势 或 基数 有 序 化 . 这 就 是 说 , 可 以 证 明 所 建立 的 不 等 关系 有 下 列 性 质 : 
1° (cardX < cardY) A (cardY < card2Z) 
一 (cardX < card2)( 显 然 ); 
2° (cardX < cardY) A\ (cardY < cardX) 
坟 (cardX = cardY)( 施 略 德 - 伯 思 斯 坦 @ 定理 ); 
3° VXVY (cardX < cardy) V (cardY < cardX)( 康 托 尔 定理 ). 
因此 , 基数 类 是 有 线性 序 的 . 
如 果 cardX < cardY, 同时 cardX 六 cardY, 就 说 集 X 的 势 小 于 集 Y 的 势 , 并 
记 作 cardX < cardY. 于 是 ， 


(cardX < cardY) := (cardX < cardY) A (cardX # cardY). 


像 前 面 一 样 , 用 2 记 空 集 , 而 用 P(X) 记 X 的 一 切 子 集 构成 的 集 . 康 托 尔 发 现 
有 以 下 的 


四 戴 德 金 (Dedekind)(1831 一 1916)- 一 德国 数学 家 , 他 积极 参与 了 发 展 实数 理论 的 工作 , 首先 提 
出 自然 数 集 的 公理 化 系统 , 通常 它 用 意大利 数学 家 佩 亚 诺 (Peano, 1858 一 1932) 的 名 字 命 名 为 佩 亚 
诺 公理 系统 . 佩 亚 诺 在 戴 德 金 提出 这 个 公理 系统 稍 后 系统 地 叙述 了 这 个 公理 系统 . 

@F. 伯 恩 斯 坦 (F. Bernstein)(1878 一 1956) 一 德国 数学 家 , 康 托 尔 的 学 生 ; 施 略 德 (E. Schr6der) 
(1841 一 1902) 一 一 德国 数学 家 . 
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定理 ( 康 托 尔 ) cardX < cardP(X). 


< 对 于 空 集 & 来 说 , 上 述 结论 显然 成 立 , 所 以 以 下 可 认为 X 关 @g. 
因为 P(X) 含有 X 的 一 切 单元 素 子 集 , 所 以 , cardX < cardP(X). 
现在 只 需 证 明 , 当 大 台 时 , cardX # cardP(X). 

如 果 不 如 此 , 假定 太 : X 一 P(X) 是 双 射 . 考察 集合 4 = {z e X|z # f(z)}, 它 由 
那样 一 些 元 素 ze X,z 不 含 于 它 所 对 应 的 集 f(z) e P(X), 组 成 的 . 因为 A € P(X)， 
所 以 必 能 找到 一 个 元 素 ae X, 使 得 f(a) = 4. 这 个 元 素 a e X 既 不 能 有 a e 4( 据 
4 的 定义 ), 也 不 能 有 a # 4( 还 是 根据 4 的 定义 ). 这 与 排 中 律 矛盾 > 

特别 地 , 这 个 定理 说 明 , 如 果 无 穷 集 存在 , 那么 “无 穷 ” 必 是 各 种 各 样 的 . 


2. 公理 化 集合 论 ”本 段 目的 是 为 有 兴趣 的 读者 提供 集合 公理 系统 概念 , 这 些 公 
理 描述 了 称 之 谓 集合 的 数学 对 象 的 性 质 , 并 证 明 这 些 公理 的 一 些 最 简单 的 推论 . 

1? 容积 公理 ”集合 4 与 集合 电 相等 , 当 且 仅 当 它们 有 共同 的 元 素 . 

这 就 是 说 , 我 们 并 不 去 管 对 象 “集合 ”的 一 切 其 他 性 质 , 只 注意 它 的 元 素 有 哪些 就 行 了 . 在 实 
际 应 用 时 就 是 , 如 果 要 验证 4 = B, 只 需要 验证 Vz((z € 4) 名 (ze B)). 

2 分 出 公理 ”对 任何 集合 4 及 性 质 已 有 这 样 的 集 已 , 它 所 含 的 元 素 , 是 且 仅 是 A 中 的 那 
些 具有 性 质 P 的 元 素 . 

简短 地 说 , 如 果 4 是 一 个 集合 , 那么 , 可 以 断定 B = {fz < 4|P(z)} 也 是 一 个 集合 . 

当 从 一 个 集合 分 出 另 一 个 具有 这 种 或 那 种 性 质 的 子 集 , 以 便 作出 数学 结构 时 , 经 常 要 用 到 这 
个 公理 . 

例如 , 由 分 出 公理 推 知 , 任何 集合 X 有 空子 集 Gx = {z e X|z 关 z}, 再 注意 到 容积 公理 , 就 
知道 , 对 于 任意 集合 X 与 Y, 有 COx = BY, 即 空 集 是 唯一 的 . 用 符号 @ 表示 空 集 . 

由 分 出 公理 还 推 知 , 如 果 4, B 都 是 集合 , 那么 A\B = {z e Alz #£ B} 也 是 集合 . 特别 当 M 
是 一 个 集合 而 4 是 它 的 子 集 时 , Cm 4 也 是 一 个 集合 . 

3? 并 公理 ”对 于 由 集合 构成 的 任何 集合 M， 存在 集合 UJM, 称 为 集合 M 的 并 , 它 的 元 素 恰 
好 是 M 中 所 含 元 素 的 元 素 . 

如 果 把 “集合 的 集合 ” 换 成 说 “集合 的 族 ", 那么 , 并 公理 就 获得 了 更 加 习惯 的 说 法 : 存在 着 
由 族 中 诸 集合 的 元 素 组 成 的 集合 . 这 样 , 集合 的 并 仍 是 一 个 集合 , 并 且 z e UM 名 3X((X € 
AM)A(zeX)). 

并 公理 再 加 上 分 出 公理 , 就 能 把 ( 集 族 ) M 的 交 定 义 成 是 一 个 集 


NM := {zEeUMIYX(Xe M) 僵 (zeX))}. 


4 对 公理 ”对 于 任意 集合 X 与 Y, 存在 一 个 集合 Z,， 使 关 与 了 是 它 仅 有 的 元 素 . 
集合 2 用 {X,Y} 表示 , 并 称 之 为 集合 X 与 Y 的 无 序 对 . 如 果 X 二 Y, 那么 集合 2 只 有 
一 个 元 素 . 
我 们 已 经 知道 , 集合 的 序 对 (X,Y) 与 无 序 对 的 差异 在 于 对 其 中 一 个 集合 加 了 某 种 标志 . 例如 ， 
(X,Y) := {{X,X}, {X,Y)}- 


因此 , 能 用 无 序 对 引进 序 对 ; 如 果 利用 分 出 公理 及 下 面 的 重要 公理 , 就 能 由 序 对 引进 集 的 直 积 . 


"24 第 一 章 一 些 通用 的 数学 概念 与 记号 


5° 子 集 之 集 的 公理 ”对 于 任意 集合 X, 存在 集合 刀 (X), 它 的 元 素 恰好 就 是 久 的 一 切 子 集 . 
简短 地 说 , 存在 着 以 已 知 集合 的 一 切 子 集 为 元 素 的 集合 - 
现在 能 验证 序 对 (z,y), 其 中 > < X,y E Y, 确实 构成 集合 


XxyY:={tpePPX)UPY))jp= (za)A(zeX)AGEY)}. 


公理 1° ~ 5° 限制 了 形成 新 集 的 可 能 , 譬如 , 在 集合 P(X) 中 有 不 属于 X 的 元 素 (这 因为 根 
据 康 托 尔 定理 : cardX < cardP(X)), 所 以 不 存在 所 有 集 之 “ 集 ". 须知 , 这 正 是 罗素 悖 论 立足 之 
< 集 "! 

为 了 令 述 下 面 的 公理 , 我 们 引进 一 个 集合 X 的 后 续集 X+ 概念 . 定义 X+ = XU{X}), 简 言 
之 , 就 是 在 X 上 添加 一 个 单元 素 集 {X}- 

此 外 , 我 们 称 集合 为 归纳 集 , 假如 它 包含 空 集 以 及 其 中 任何 一 集 的 后 续集 . 

6? 无 穷 公理 ”归纳 全 存在 

根据 无 穷 性 公理 , 连同 公理 1” ~ 4?,( 按 冯 . 诺 依 曼 (Neumann) @ 的 建议 ) 可 以 建立 自然 
数 集 No 的 标准 模型 , 方法 是 把 No 定义 为 一 切 归纳 集 的 交 , 即 最 小 归纳 集 . No 的 元 素 是 集合 


2, 2+=2U{2}={9}, {2}* = {2}U{{2)}, 


它们 就 是 我 们 用 符号 0,1,2, .… 表示 并 称 之 为 自然 数 的 那些 东西 的 模型 . 

7° 置换 公理 设 F(z,y) 是 这 样 的 一 个 命题 (更 确切 地 说 , 是 公式 ), 使 得 对 于 集 X 中 的 任 
何 zo, 存在 唯一 的 对 象 yo, 使 得 下 (zo,yo) 成 立 . 这 时 , 存在 ze X, 使 得 大 (7,g) 成 立 的 那些 1 
能 组 成 集合 . 

建立 分 析 学 时 , 我 们 并 不 用 这 一 公理 . 

公理 1 ~ 7 组 成 了 集合 论 公理 系统 , 即 著名 的 策 梅 洛 -弗兰克 尔 (Zermelo- FraenkelD)@ 公 
理 系统 . 

对 于 它们 , 通常 还 要 增加 一 个 与 公理 1 ~ 7” 独立 , 且 在 分 析 中 经 常用 到 的 

8° 选择 公理 ”对 于 任意 不 空 集 的 族 , 存在 一 集合 C, 使 对 所 给 族 中 的 每 个 集合 X， 集 合 CC 
恰好 只 含 一 个 元 素 . 

换 句 话说 , 恰好 可 从 族 的 每 个 集中 选 出 一 个 代表 , 由 它们 组 成 集合 C. 

选择 公理 , 即 数学 中 著名 的 策 梅 洛 公理 , 在 当时 引起 了 专家 们 的 激烈 的 争论 . 


3. 关于 数学 命题 的 有 逻辑 结构 及 其 用 集合 论语 言 的 写法 的 注 记 ”在 集合 论 的 语 
言 中 , 有 两 个 基本 的 或 者 说 是 原子 型 的 数学 命题: 一 个 是 re 4, 它 是 说 客体 z 是 集 
合 4 的 元 素 ; 另 一 个 是 4 = B, 它 是 说 集合 4 与 集合 B 相同 . (可 是 , 注意 到 容积 公 
理 , 就 知 第 二 个 断 语 是 第 一 型 断 语 的 组 合 ((z e 4) 人 (z & B)))- 

复杂 的 命题 或 复杂 的 逻辑 式 , 由 原子 型 的 命题 借助 逻辑 运算 并 利用 括号 ( ) 构 
成 , 这 些 运算 是 : 连接 词 ~-,A,V, 一 , 和 量词 ,3. 同时 , 无 论 多 么 复杂 的 命题 的 表示 
及 其 写法 , 都 可 归结 为 完成 下 面 的 一 些 初等 逻辑 运算 : 

四 冯 . 诺 依 曼 (1903 一 1957) 一 一 美国 数学 家 . 他 从 事 泛 函 分 析 , 量子 力学 的 数学 基础 , 拓扑 群 ， 


博弈 论 和 数理 逻辑 研究 工作 , 领导 建造 了 第 一 架 电子 计算 机 . 
@ 策 梅 洛 (Zermelo, E. F. F.) (1871 一 1953) 是 德国 数学 家 ; Fraenkel, A (1891 一 1965) 是 德国 , 后 是 


以 色 列 数学 家 . 
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a) 在 某 些 命题 之 前 放 上 和 否定 号 并 把 所 得 结果 用 括号 括 起 来 作成 新 命题 . 

b) 在 两 个 命题 间 放 上 必要 的 连接 词 ^,v, ~ 等 , 再 把 结果 括 起 来 作成 新 命题 . 

0) 构成 命题 “对 任何 z 都 有 性 质 P”( 这 句 话 写成 YzP(z)) 或 构成 命题 “存在 具 
有 性 质 P 的 z".( 写 成 3zP(z)). 

例如 

3z((P(z)) A (vy((P(Y)) = (y = 7)))), 
就 是 说 , 存在 那样 的 客体 z, 它 具 有 性 质 已, 并 且 , 如 果 y 是 具有 性 质 P 的 任何 客体 ， 
则 y= z. 简 言 之 , 这 就 是 说 存在 唯一 客体 > 具有 性 质 P. 通常 把 这 一 命题 简短 地 表 
示 作 31zP(z), 我 们 以 后 也 利用 这 一 缩 记 法 . 

为 了 缩短 命题 的 写法 , 正 像 已 经 看 到 的 那样 , 要 在 不 丧失 写法 一 意 性 的 前 提 下 ， 
尽量 减少 括号 的 数量 ; 为 此 , 除了 早先 指出 的 运算 -, 信 ,Vv, = 的 优先 原则 之 外 , 还 认 
为 公式 中 最 占 先 的 是 €, =, 其 次 是 3,Y; 最 后 才 是 -, 信 ,Vv, 地 

作 了 这 些 约定 之 后 , 就 可 以 写 出 : 


3lzP(z) := 3z(P(z) Vy(P(Yy) = y = 7)). 
关于 以 下 广泛 使 用 的 缩 记 法 , 我 们 还 约定 : 


(vr € X)P:=Vz(z € X= P(r)), 
(3r € X)P := 3z(z € X AP(z)), 
(Yr >a)P:=Vvr(z E RAz >a= P(7)), 
(ar > a)jP:=3ar(zeRAz>aAP(z)). 


在 这 里 , 如 通常 一 样 , R 表示 实数 集 . 
利用 这 些 缩 记 法 和 构造 复杂 命题 的 规则 a),b),c), 可 以 用 


(lim f(z)=A4):= ve>035>0vr eR(O0<|z-al<5 
> |f(z) -Al<e) 
来 解释 数 4 是 函数 f : 民 一 民 在 点 ace R 的 极限 . 


本 节 所 说 的 一 切 , 对 我 们 最 重要 的 , 可 能 是 以 下 关于 构造 含有 量词 的 命题 的 否 
命题 的 法 则 . 

命题 “有 z 使 P(z) 成 立 ”的 否定 , 就 是 “无 论 z 如 何 , P(z) 不 成 立 ”; 而 命题 
“对 于 任何 z, P(z) 成 立 ” 的 否定 , 则 是 “存在 z 使 P(z) 不 成 立 ”. 

于 是 


-azP(z) $2 Yr-P(z), 
-yzP(z) © 3r-P(z). 
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我 们 还 应 注意 (参看 81 的 习题 ) 
-(PAQ)$ -PV -0, 
-PVQ)$ -PA-Q, 
-P= QS PA-Q. 
基于 所 说 的 这 些 , 即 可 推 知 , 比如 
-((yz > a)P) © (az > a)-P. 
当然 , 如 果 把 上 式 右 端 写成 (3z < a)-P 那 就 错 了 . 
事实 上 ， 
-((Vz > a)P): = -(vYz(z ERAz >a= P(z))) 
分 3r-(T ERAT>a= P(r)) 
3r((z ERAz > a) 和-P(7)) =: (3z > a)-P. 
如 果 看 一 看 上 面 所 指出 的 任何 命题 的 结构 , 那么 , 借助 于 已 经 得 到 的 这 些 最 简 


单 命题 的 否定 , 就 能 够 把 任何 一 个 具体 命题 的 否定 构造 出 来. 
例如 


(lim f(z) = A) 3 >0V5 > 03r ER(O < lz —al <6Alf(®) -A> 6). 


特别 地 , 正确 构造 否 命题 在 实践 上 的 重要 性 , 是 与 反 证 法 密切 联系 的 , 那 时 要 从 
断言 ~P 不 成 立 推出 断言 P 成 立 . 


练 习 


1.。 a) 利用 施 略 德 - 伯 恩 斯 坦 定理 及 直接 表 出 双 射 关系 两 种 方法 , 证 明 直线 上 的 闭 区 间 {z & 
RI0 < z < 1} 与 开 区 间 {z € RI0 < z < 1} 等 势 . 
b) 分 析 施 略 德 - 伯 恩 斯 坦 定理 


(cardX < cardY) A (cardY < cardX) = (cardX = cardY) 


的 下 述 证 明 . 
4 只 需 证 明 : 如 果 集合 X,Y,Z 满足 X 2 YD 2 且 cardX = cardZ, 则 cardX = 
cardY. 设 1 :XX 一 2 是 双 射 . 那么 , 可 用 下 面 的 方式 给 出 双 射 g: XX 一 Y 


f(z), 当 有 某 个 n 使 z € 1"(X)\f"(Y)， 

g(z)=4 . 
z， ”其 他 情形 . 

这 里 fr" = fo.…of 是 映射 f 的 mm 次 选 代 , 而 N 是 自然 数 集 . > 
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2， a) 从 对 的 定义 出 发, 验证 在 第 二 段 中 所 下 的 二 集合 X,Y 的 直 积 X x Y 的 定义 是 正确 的 ， 
即 集 P(P(X)UP(Y)) 包含 着 一 切 序 对 , 其 中 ze X,y EY. 
b) 试 证 , 由 一 个 固定 的 集合 X, 到 另 一 个 固定 的 集合 Y 内 的 一 切 可 能 的 映射 f : X 一 了 
本 身 也 组 成 集合 M(X,Y). 
c) 验证 , 如 果 及 是 序 对 ( 即 是 关系 ) 的 集合 , 那么 , 属于 集 及 的 序 对 的 第 一 个 元 素 (第 二 
个 元 素 ) 自身 构成 集合 . 


3. a) 利用 容积 公理 , 对 公理 , 分 出 公理 , 并 公理 与 无 穷 公理 , 验证 对 自然 数 集 No 的 元 素 ( 据 
冯 . 诺 依 曼 ), 以 下 的 断 语 是 正确 的 : 

= 

2° (Vz € No)(z+ # 2); 

rt=ytr=y; 

4° (Vr € No)(z #8 > (3y ee No)(z = y+)). ; 

利用 No 是 归纳 集 , 证 明 对 No 的 任何 元 素 z,y (而 它们 本 身 是 集合 ) 来 说 , 以 下 诸 关 系 
成 立 : 


1° card z < card z+; 


b, 


2° card GO < card z+; 
3° card z < card y + card z+ < card yt; 
4° card z < card zt; 
5° card rz < card y > card r+ < card y; 
6° 17=Yy$card z= cardy; 
7° (z CY) V (zy). 
c) 试 证 , 在 集 No 的 任何 子 集 X 中 存在 这 样 的 (最 小 ) 元 素 zm, 使 得 (Vz < X)(card zm < 
card z). (如 果 做 这 个 题 有 困难 , 可 以 在 学 完 第 二 章 后 再 做 ). 


4. 我 们 将 只 涉及 集合 . 既然 由 各 种 元 素 组 成 的 集合 , 本 身 又 可 能 是 其 他 集合 的 元 素 , 在 逻辑 上 ， 
所 有 集合 通常 都 用 小 写字 母 来 记 , 这 种 记 法 在 这 个 题目 中 是 很 方便 的 . 
a) 验证 写法 


Vr3yvz(z EYy 3w(z E wAw € 7)) 


表示 并 公理 , 据 此 公理 , 作为 集合 z 的 并 的 集合 y 是 存在 的 . 
b) 请 指出 以 下 所 写 诸 式 各 表示 集合 论 的 什么 公理 


Vrvyvz((z EI 分 ZEY) T=Y), 
VeVy3zvv(v ez $$ (v=£Vv=Y)), 
Vrayvz(z EY SO Vu(u € z = LE 7)), 
3z(vy(-~3z(z EY) SY ETNAVwwvEL 
VuVv(v Eu (v=wVvEY)) 
> uez))). 
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c) 验证 公式 


Vz(zEf 3 (3r3g(zi ETA EYyAz= 71) A 
Ayzi(zl Ez 3y13z(n EYyAz= (rT1,y) Az ef) A 
AVriVyiVvy2a(3z13z2(z1 €E f Az2 Ef Az1= (T1N) A 


Az2 = (Z1,82)) 3 Hh = yo)- 


逐步 对 集合 f 加 上 三 条 约束 :f 是 = x y 的 子 集 ; f 在 z 上 的 射影 与 > 重合 ; z 的 每 个 元 素 
zl, 恰好 对 应 着 y 中 的 一 个 元 素 ,使 (zuaa) e 了. 
因此 , 定义 了 一 个 映射 : 工 一 y. 
这 个 例子 再 一 次 说 明 : 形式 化 书写 的 命题 , 绝 不 总 是 比 口语 更 简短 更 明显 . 鉴于 这 种 情况 , 我 
们 在 以 后 , 只 是 在 能 使 叙述 更 加 紧凑 或 更 加 明显 时 , 才 使 用 好 辑 符号 . 
5. 设 :XX 一 Y 是 一 个 映射 , 试 写 出 下 面 每 个 命题 的 逻辑 否定 式 : 
a) 了 是 满 射 ; 
b) / 是 内 射 ; 
c) f 是 双 射 . 


6. 设 X 与 Y 都 是 集合 , fC X x Y, 试 写 出 一 个 不 是 函数 的 集 f 来 . 
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一 般 来 说 , 数学 理论 是 在 那些 能 把 原来 给 出 的 一 套数 据 加 工 成 中 间 计 算 目标 或 
最 终 计算 目标 所 需要 的 另 一 套数 据 的 地 方 寻找 自己 的 出 路 的 . 由 于 这 个 缘故 , 数值 
函数 在 数学 及 其 应 用 中 占有 特殊 的 地 位 , 它们 (确切 地 说 , 是 所 谓 可 微 数值 函数 ) 构 
成 了 古典 分 析 的 主要 研究 对 象 . 但 是 , 要 对 你 们 在 中 学 里 已 经 接触 到 并 且 不 久 将 更 
加 深信 的 这 些 函数 的 性 质 作 一 个 从 现代 数学 观点 看 稍微 完整 的 描述 , 若 不 先 精确 地 
定义 使 这 些 函数 起 作用 的 实数 集 , 那 是 不 可 能 的 . 

数学 中 的 数 , 就 像 物 理 中 的 时 间 一 样 ， 人 人 都 知道 , 唯 独 专家 们 不 这 样 理解 它 . 
这 是 数学 基本 抽象 之 一 . 看 来 , 它 仍 面临 本 质 的 演变 . 关于 它 的 故事 可 能 要 专门 写 一 
本 大 部 头 的 书 . 在 这 里 , 我 们 只 把 基本 上 是 读者 在 中 学 里 学 过 的 有 关 实 数 的 知识 加 
以 总 结 , 并 以 公理 的 形式 抽出 那些 基本 的 和 独立 的 数 的 性 质 ， 同 时 我 们 的 目的 在 于 
给 出 一 个 确切 的 而 且 在 以 后 用 起 来 方便 的 实数 定义 , 并 特别 注意 于 它 的 完备 性 或 连 
续 性 , 因为 它们 是 分 析 中 基本 的 非 算术 运算 , 即 极限 过 程 的 胚芽 . 


81. 实数 集 的 公理 系统 及 它 的 某 些 一 般 性 质 


1. 实数 集 的 定义 


定义 1 满足 以 下 四 组 条 件 的 集 及 叫 实 数 集 , 它 的 元 素 叫 实数 , 这 些 条 件 一 起 
构成 实数 集 的 公理 系统 : 


(D 加 法 公理 ”确定 了 一 个 映射 (加 法 运算 ) 


+:RxR—R, 
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使 得 对 于 及 中 任意 二 元 zx,y 之 序 对 (zx,y), 有 某 元 z 十 y E 有 R 与 之 对 应 , 称 zz 十 2 为 
ZT、Y 之 和 , 同时 此 映射 满足 以 下 条 件 : 
1+. 有 中 性 元 0 存在 (叫做 加 法 零 元 ), 使 对 任何 的 zxE 民 ， 
z+0=0+7z=7. 

24. 每 个 元 ze 民有 元 -ZE 下, 叫做 z 的 负 元 , 使 得 

z+(-7z)=(-7z)+z=0. 

3+. 运算 + 是 结合 的 , 即 民 中 任何 z,y,z 满足 条 件 

T+(y+2) = (T+Y) + 
4+. 运算 十 是 交换 的 , 即 及 中 的 任何 z,3 满足 
了 十 2 = 2 十 Z. 

如 果 在 任何 集 G 上 确定 了 满足 公理 1+,2+,3+ 的 一 个 运算 , 就 说 在 G 上 给 定 了 
一 个 群 结构 , 或 说 G 是 群 . 如 果 称 此 运算 为 加 法 , 那么 就 称 这 个 群 为 加 群 . 如 果 这 运 
算 又 是 交换 的 , 即 满足 条 件 4+, 那么 这 个 群 叫做 交换 群 或 阿 贝尔 群 @. 

于 是 , 公理 1+ 一 4+ 说 明 , R 是 阿 贝尔 群 . 

(ID) 乘法 公理 ”确定 了 一 个 映射 (乘法 运算 ) 

e:RxR—R, 
使 得 对 于 肥 中 任意 二 元 z、y 之 序 对 (z,y), 有 某 元 rz. E 避 与 之 对 应 , 称 .2 为 工 


与 y 之 积 , 并 且 满足 以 下 条 件 : 
1。. 存在 中 性 元 1 e 职 \0( 乘 法 的 中 性 元 叫 单位 元 ) 使 得 Vz e 及， 


2。. 每 个 元 rzE RR\0 有 元 z-1 E RR\0, 叫做 z 的 北 元 ,满足 


1 1 


TT =7 :r=1. 


3。 运算 。 是 结合 的 , 即 任何 z,y,z ERR 满足 
Ty 2) = (29) 2. 
4。. 运算 。 是 交换 的 , 即 任何 Zz,y E 民 满足 
TY=Y:7. 


可 以 验证 , 集 R/0 关于 乘法 运算 是 一 个 (乘法 ) 群 . 
四 阿 贝尔 (N. H. Abel)(1802 一 1829) 一 著名 挪威 数学 家 , 他 证 明了 高 于 四 次 的 代数 方程 不 能 用 
根 式 解 出 . 
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{(LID 加 法 与 乘法 的 联系 ”乘法 对 加 法 有 分 配 性 , 即 Yz,y,z ER， 
(z+ :2=7:z+Yz. 


注意 , 由 于 乘法 有 可 交换 性 , 最 后 这 个 等 式 , 在 改变 等 号 两 端 乘法 顺序 后 , 仍然 
成 立 . 

如 果 集 G 上 定义 了 两 种 运算 , 它们 满足 上 面 所 有 的 公理 , 就 称 G 是 一 个 代数 
域 或 简称 域 . 


(III) 序 公理 RR 的 元 素 间 有 关系 <, 即 对 职 的 元 素 z 与 y, 或 满足 工 <Y, 或 不 
满足 . 同时 应 满足 以 下 条 件 : 

Og. vr €R(z < 7). 

ls. (z SY Ay < 7) > (z=). 

2<. (z SY AYy Sz) (7 < 2). 

3<. Vz €E RYy €E R(z < y) V (y < 7). 

及 中 的 关系 < 叫做 不 等 关系 . 

大 家 都 知道 , 如 果 某 个 集合 的 某 些 元 素 之 间 有 满足 公理 0<, 1<, 2< 的 关系 , 就 称 
这 集合 为 偏 序 集 ; 如 果 除 此 之 外 又 满足 3<, 即 集合 中 的 任 二 元 素 均 能 比较 大 小 , 就 
称 此 集合 为 线性 序 集 . 

因此 , 实数 集 对 于 它 的 元 素 间 的 不 等 关系 来 说 , 是 线性 序 集 . 


(LIIT) R 中 的 加 法 与 序 关系 的 联系 ”如 果 Zz,y,z 是 民 的 元 素 , 那么 ， 
(2 <Y) (r+z<Yy+2). 
(IDIID R 中 的 乘法 与 序 关 系 的 联系 ”如 果 Zz,y 是 及 的 元 素 , 那么 ， 
(0<7)AO Y= (0 < ry). 


(IV) 完备 (连续) 公理 如 果 义 与 Y 是 民 的 非 空子 集 , 且 具有 性 质 : 对 于 任 
何 TEX,yEY, 有 Zz<Yy, 那么 ,存在 ceE 民 ,使 对 任何 zeEX,yEY 有 ZT<c<y. 

这 些 就 是 公理 一 览 表 , 满足 这 些 公理 的 任何 集合 及 , 都 可 以 被 认为 是 实数 集 的 
具体 实现 , 或 通常 所 说 的 实数 模型 . 

这 个 定义 形式 上 并 不 假定 事先 知道 关于 数 的 任何 知识 , 应 当做 的 是 “开动 数学 
思维 的 机 器 ", 从 这 个 定义 出 发 , 把 实数 的 其 他 性 质 作为 定理 , 形式 地 推导 出 来 . 对 于 
这 种 公理 形式 主义 , 我 们 想 作 些 非 形式 主义 的 说 明 . 

设想 我 们 没有 经 过 数 苹果 , 玩 积 木 或 其 他 具体 导致 抽象 自然 数 加 法 的 数 数 阶段 ; 
我 们 没有 度量 过 线段 , 从 而 不 曾 接触 过 有 理 数 ; 我 们 不 知道 古代 关于 正方 形 对 角 线 
与 其 边 无 公 度 的 伟大 发 现 , 从 而 也 不 知道 单位 边 长 的 正方 形 的 ) 对 角 线 的 长 不 能 是 
有 理 数 , 即 引进 无 理 数 的 必要 性 ; 我 们 没有 产生 于 测量 过 程 中 的 “大 于 ”(“ 小 于 ”) 概 
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念 ; 我 们 不 能 , 比如 说 , 用 数 轴 的 形象 来 解释 顺序 关系 . 假如 所 有 这 些 , 我 们 事先 真 不 
知道 的 话 , 那么 所 列 出 的 这 一 套 公 理 , 就 不 仅 不 能 作为 思想 发 展 的 一 个 总 结 为 我 们 
所 接受 , 而 且 至 少 显 得 古怪 , 从 而 完全 成 为 一 种 腾 造 出 来 的 东西 . 

对 于 任何 抽象 公理 系统 , 至 少 有 两 个 问题 , 马上 会 想到 . 

第 一 , 这 组 公理 是 否 相 容 , 即 是 否 存在 着 满足 列 出 的 所 有 条 件 的 集合 . 这 是 公理 
系统 的 无 矛盾 性 问题 . 

第 二 , 这 组 公理 所 确定 的 数学 对 象 是 否 是 唯一 的 , 即 如 逻辑 学 所 说 , 这 组 公理 是 
不 是 范畴 的 . 在 这 里 , 对 唯一 性 必须 作 如 下 理解 . 比如 A 和 B 两 人 彼此 独立 地 建立 了 
满足 公理 的 数 系 模型 Ra 和 及 6, 那么 集合 RR4 与 Rs 间 可 以 建立 双 射 f: RA 一 及 B， 
它 保持 算 术 运算 与 序 关系 , 即 

f(z +y) = f(z) + f(y), 
f(z:y) = f(z): f(9), 
TSy$ f(r) < fy) 

这 时 , 从 数学 的 观点 来 看 , 有 R4 与 Re 只 是 实数 的 不 同 的 (完全 平等 的 ) 实现 ( 模 
型 ) (例如 及 A 是 无 穷 十 进 小 数 , 而 Rs 是 数 轴 上 的 点 ) 这 些 实现 叫做 同 构 实现 , 而 
映射 太 则 叫做 同 构 . 这 样 , 数学 研究 的 结果 , 就 不 只 适用 于 个 别 的 实现 , 而 且 对 该 公 
理 系统 的 同 构 模 型 类 中 每 个 模型 都 是 适用 的 . 

我 们 这 里 不 去 讨论 上 面 提出 的 问题 , 而 只 限于 叙述 它 的 答案 . 

关于 无 矛盾 性 公理 问题 的 答案 , 总 带 有 一 些 假定 性 的 特点 . 对 于 数 来 说 , 大 致 是 
这 样 做 的 : 从 被 我 们 所 接受 的 集合 论 公 理 系统 出 发 (参看 第 一 章 84 第 2 段 ) 可 建立 
自然 数 集 , 然后 是 有 理 数 集 , 最 后 是 满足 以 上 所 有 性 质 的 整个 实数 集合 . 

至 于 实数 公理 系统 的 范畴 性 问题 , 答案 也 是 肯定 的 有 兴趣 的 读者 能 自己 得 到 
这 个 结果 , 为 此 只 要 做 下 节 末 的 练习 23,24. 

2. 实数 的 某 些 一 般 的 代数 性 质 “我们 用 例子 说 明 , 那些 众所周知 的 数 的 性 质 是 
怎样 从 上 面 引进 的 公理 得 出 来 的 . 

a, 加 法 公理 的 推论 

1° 实数 集中 有 唯一 的 零 元 . 

< 如果 01 与 02 都 是 R 中 的 零 , 由 零 的 定义 得 到 

01=01+02=02+01=02.> 


2。 实数 集中 的 每 个 元 素 有 唯一 的 负 元 . 
< 如 果 zi 与 za 都 是 ze R 的 负 元 , 那么 ， 
zl 一 Zi 十 0=zli+(z+zz)= (zl 十 z) 十 z2 
=7z2+(T+71)=72+0=72.P 
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在 这 里 , 我 们 依次 用 了 零 的 定义 , 负 元 的 定义 , 加 法 的 结合 性 , 再 一 次 用 了 负 元 
的 定义 , 最 后 又 用 了 零 的 定义 . 

3° 方程 a 二 z=b 在 民 中 有 唯一 解 z=b+ (一 ao). 

4 这 由 每 个 元 ce R 有 唯一 的 负 元 得 到 : 


(at+z=0) 人 (r+a)+(-a)=6b+(-a)) 
人 (T+(a+(-a))=b+(-a))S (r+0=b+(-a)) 
T=b+(-a).p 


式 子 b 十 (-a) 也 可 写成 b 一 a 的 形式 . 通常 我 们 用 的 就 是 这 种 简短 的 习惯 写法 . 


b. 乘法 公理 的 推论 
1° 实数 集中 有 唯一 的 单位 元 . 
2° 对 于 每 个 数 z 关 0, 有 唯一 的 逆 元 z-1. 
3。 方程 a.z=b, 当 aE 民 \0 时 , 有 唯一 的 解 zx 一 ba-1. 
这 些 断 语 的 证 明显 然 是 对 加 法 相应 断 语 证 明 的 重复 (只 要 把 符号 和 运算 名 称 换 
一 下 就 行 了 ), 所 以 略 去 . 
<. 加 法 与 乘法 联系 的 公理 的 推论 引进 了 联系 加 法 与 乘法 的 附加 公理 (DID 之 
后 , 就 得 到 进一步 的 推论 . 
1° 对 于 任何 ze 下 
zr:0=0:7=0. 
ar.0=z:(0+0)=z:0+z:0) 人 一 (z:0=z:0+(-(z:0))=0)e 
顺便 得 到 , 如 果 z e R\0, 则 z-1 e R\0. 
2° (zx:y=0)=> (z=0)Vv (y=0). 
< 假如 y 关 0, 那么 , 由 关于 zx 的 方程 zy = 0 的 解 的 唯一 性 得 z = 0.y-!=0.> 
3° 对 于 任何 ZE 及 
—z=(-1):z. 
az+(-D:.z=(L+(-Dz=o.z=z:0=0， 
再 由 负 元 的 唯一 性 就 推出 所 要 证 的 论断 . > 
4 对 于 任何 ZE 了 下 
(DCa=z 
< 由 3° 及-z 的 负 元 z 的 唯一 性 即 得 . > 
5° 对 于 任何 TERR 
(-7z)(-—72) = £7. 
4 (-7)(-z) = ((-D) :2)(-7) = (2:(-D))(-z) = 2((-1)(-z)) = 2.7. 
这 里 依次 用 了 前 面 的 两 个 断 语 , 还 用 了 乘法 的 交换 律 与 结合 律 . > 
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d. 序 公理 的 推论 ”首先 注意 , 关系 z < y( 读 作 “z 小 于 或 等 于 y*) 也 可 以 写成 
y > z(% 大 于 或 等 于 2”); 当 z 关 y 时 , 关系 xz <y 写成 z < y ( 读 作 “z 小 于 妈 ) 或 
4 > z (大 于 zx”), 并 称 之 为 严格 不 等 式 . 

1° 对 于 任何 z,y E 由 在 


TT<Y T=YT>Y 
中 , 恰 有 一 种 关系 成 立 . 
< 这 从 刚 引 入 的 严格 不 等 式 的 定义 , 以 及 公理 1< 与 3< 推 知 . > 
2° 对 于 任何 xz,y,z ER 
(<WAYy <z)= (7<2), 
(<AYy <z) (rT < 2). 
< 比如 我 们 来 证 第 二 个 断 语 . 
据 不 等 式 关系 之 传递 性 即 公理 2< 推 知 
(2 SYMY SHOTS A YS zy #2 (7 < 2). 
现在 只 需 验 证 z > 就 行 了 . 如 果 不 然 , 就 有 
(SUMY <z) SH SYA yy <z) 
(zyY Sz) AY A) 
由 此 据 公理 1< 推 知 
(y=2)A(y #2). 
这 是 个 矛盾 . > 
e. 序 与 加 法 及 乘法 联系 的 公理 的 推论 ”如 果 与 加 法 、 乘 法 及 序 公理 一 起 , 还 应 
用 联系 序 与 算术 运算 的 公理 (LIID),(ILIID), 则 可 得 到 下 面 的 断 语 : 
1° 对 于 任何 zx,y,z,w € 民 ， : 
(z < (r+2) < (y+2), 
(0<z)>= (-z < 0), 
(z <WAz SY) rT+z EY +), 
(z <WAz < T+z <Y+w). 
< 验证 第 一 个 断 语 . 
按 严格 不 等 式 的 定义 及 公理 (LIID, 得 


(z< 切 全 (zz 和 切 汪 (zz+z 芭 十 
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现在 只 要 验证 z + zy 十 z. 事实 上 ， 
((z+z)=(y+2)= (r=(y+z) -z=y+(: -2z)=), 


这 与 前 提 z < y 矛盾 . > 
2° 如 果 Zz,y,z E 民 , 那么 


(0<z)A(0<Y) = (0< zy)， 
(z<O0 ly <0)= (0< zy), 
(z<0)A(0<Y) = (ry < 0), 
(<YAO <2z)S (rz < yz), 
(z<Y)A(z<0)= (yz < 72). 
4 我 们 来 验证 第 一 个 断 语 . 据 严格 不 等 式 的 定义 及 公理 (ILIITD) 
(0<z)A(0<Y)=0<7)A0 SY = 0< 2y). 
又 因 前 已 证 明 
(z:y=0)= (z=0)v(y=0), 
所 以 0 关 zy. 
再 验证 第 三 个 断 语 : 
(z<OAO0<Y) 0< -7)A(0<Y) 
(0<(-z) :Y= (0< (D2)y) 
> (0<-1: (zy))= (0< -(zy)) 
全 (zy <0).P 
读者 可 自己 去 证 明 其 余 的 关系 式 . 并 且 同 样 能 验证 , 如 果 上 面 诸 断 语 左边 括号 
中 的 一 个 成 为 不 严格 的 不 等 式 时 , 那么 , 右边 也 要 换 成 不 严格 的 不 等 式 . 
3?"0 < 1. 


a1leR\0, 即 0#1. 
假如 1 < 0, 那么 由 刚才 证 明 的 结论 得 知 


(1<O)A(1<0)=(0<1:1)= (0<1). 


然而 我 们 知道 , 任意 一 对 元 素 z,y e R, 在 z <y,z =y, 及 z>y 三 种 情况 中 ,有 和 且 
仅 有 一 种 可 能 实现 . 因为 0 关 1, 又 假定 1 < 0, 故 必 导 致 与 它 矛 盾 的 关系 0 < 1, 那 
么 , 剩 下 了 一 种 可 能 , 这 就 是 断 语 所 说 的 那 种 可 能 . > 
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4 (0<z)> (0<z-, 且 
(0<z)A(z< 切 全 (0< yA < xz) 


< 先 证 第 一 个 论断 - 
首先 , z-! 关 0. 假如 z-! < 0, 就 得 


(z-1<0)A(0<z) 一 (zz <0)= (1 <0). 


这 与 前 面 所 证 的 矛盾 . > 
我 们 都 知道 , 大 于 零 的 数 叫 正 数 , 而 小 于 零 的 数 叫 负数 . 
因此 , 我 们 已 经 证 明了 单位 元 是 正 数 , 正 数 与 负数 的 乘积 是 负数 , 正 数 的 倒数 也 
是 正 数 . 
3. 完备 公理 与 数 集 的 上 (下 ) 确 界 的 存在 性 
定义 2 设 X c R 是 一 集合 ; 如 果 存在 一 数 ce RR, 使 一 切 > e X 都 满足 
Zz < c(c < z), 就 说 集合 六 是 上 (下 ) 有 界 集 . 
这 时 , 数 c 就 叫做 X 的 一 个 上 (下 ) 界 . 
定义 3 既 有 上 界 又 有 下 界 的 集合 叫做 有 界 集 . 
定义 4 元 素 a eX 叫做 闵 CR 的 最 大 元 或 极 大 元 (最 小 元 或 极 小 元 ), 如 果 
对 于 一 切 zeX 有 z<a (或 ao<z). 
现在 引进 极 大 元 与 极 小 元 定义 的 表示 法 , 顺便 也 就 导出 它 的 形式 写法 : 
(a=maxX):= (a€E XAVr EX(r < a)), 
(a=minX):=(a€E XAVz EX(a < 7)). 


maxX 读 作 “X 的 极 大 元 "， minX 读 作 “X 的 极 小 元 ”; 我 们 也 用 mex 和 
mi 来 表示 X 的 极 大 元 和 极 小 元 . 

由 序 公理 1< 立刻 得 知 , 如 一 个 数 集 有 极 大 ( 极 小 ) 元 , 那么 它 只 能 有 一 个 . 

但 是 , 并 非 在 任何 情况 , 甚至 在 有 界 集 的 情况 下 , 都 一 定 有 极 大 元 ( 极 小 元 ). 

例如 , 集 X = {z e RI0 < z < 1} 有 极 小 元 , 但 易 知 它 没有 极 大 元 . 

定义 5 集合 XC R 的 上 界 中 的 最 小 者 , 叫做 天 的 上 确 界 , 写作 supX 或 


sup Z. 
EX 


这 是 本 段 的 基本 定义 . 于 是 


(s=supX):=vr EX((z < s) A (Vs' < sr eX(s <z))). 
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在 上 式 中 , 被 定义 概念 右边 的 第 一 个 括号 说 明 s 是 X 的 上 界 , 而 第 二 个 括号 说 
明 s 是 具有 这 种 性 质 的 数 中 的 最 小 者 . 更 确切 些 说 , 第 二 个 括号 说 明 , 比 s 小 的 数 不 
再 是 X 的 上 界 . 

类 似 地 可 以 引进 集合 X 的 下 确 界 概念 , 即 集合 X 的 下 界 中 的 最 大 者 . 

定义 6 (i=inf X):=YreX((G<z)A(Yi<ziazeX(z <i))). 
对 于 集合 X 的 下 确 界 , 同 记号 inf X 一 样 也 可 以 用 记号 ji 


于 是 , 我 们 已 经 给 出 了 下 面 的 两 个 定义 : 


supX := min{c € RIvr € X(z < c)}, 
inf X := max{c € RIVz € X(c < 2)}. 


然而 , 上 面 我 们 说 过 , 并 非 每 个 集合 一 定 有 极 小 元 或 极 大 元 , 所 以 上 述 采用 的 数 
集 的 上 、 下 确 界 的 定义 需要 以 下 论证 . 


引 理 (上 确 界 原理 ) 实数 集 的 任何 非 空 有 上 界 的 子 集 有 唯一 的 上 确 界 . 


< 因为 我 们 已 经 知道 了 数 集 最 小 元 的 唯一 性 , 所 以 只 要 证 明 上 确 界 存在 就 行 了 . 

设 X c R 是 给 定 的 子 集 , 而 Y = {y e RIVz e X(z < y)} 是 X 的 上 界 构成 的 
集合 . 由 题 设 X 关 @,Y # @. 这 时 根据 完备 公理 , 存在 数 ce R, 使 得 Yz e X,Vy e 
Y(z < c < yy). 因此 数 c 是 XX 的 上 界 , 也 是 Y 的 下 界 . 作为 X 的 上 界 , 是 Y 中 的 
元 素 , 而 作为 Y 的 下 界 , c 是 Y 的 极 小 元 . 于 是 c= minY = sup X. > 

当然 , 类 似 地 可 证 , 下 有 界 的 数 集 有 唯一 的 下 确 界 , 即 


引 理 (X 下 有 界 ) 一 (3linf X). 


证 明 从 略 . 

现在 来 看 集 X = {z e RI0 < z < 1}. 由 所 证 的 引 理 , 它 应 有 上 确 界 . 据 集 X 的 
定义 及 上 确 界 之 定义 , 显然 supX < 1. 

这 样 一 来 , 为 了 证 明 supX = 1, 必须 验证 对 任何 数 9 < 1, 能 找到 数 >e X 使 
得 9 < z, 简单 地 说 就 是 q 与 1 之 间 还 有 数 . 证 明 这 一 点 当然 很 容易 (例如 可 以 证 明 
g < 2-1(q 十 1) < 1), 但 是 我 们 现在 不 打算 去 证 它 , 因为 在 下 节 中 , 我 们 将 对 类 似 的 问 
题 逐 步 而 详细 地 予以 讨论 . 

至 于 下 确 界 , 则 当 集 合 有 极 小 元 时 , 它 的 下 确 界 必 与 集合 的 极 小 元 一 致 . 把 刚才 
的 这 一 判断 用 到 我 们 的 例子 里 , 就 得 到 inf X = 0. 

利用 这 里 所 引进 概念 的 内 容 更 丰富 的 其 他 例子 将 在 下 节 中 见 到 . 
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82. 最 重要 的 实数 类 及 实数 计算 方面 的 一 些 问题 
1， 自 然 数 与 数学 归纳 原理 


a， 自然 数 集 的 定义 ” 形 如 1,1+1,(1+1)+1, 等 等 的 数 , 相应 地 记 作 1,2,3, 等 等 ， 
叫做 自然 数 . 

这 样 一 个 定义 , 只 有 那样 一 些 人 才能 接受 , 他 们 在 看 到 这 个 定义 之 前 , 对 自然 数 
(包括 它们 的 记 法 , 例如 十 进 制 记 法 ), 就 已 经 有 了 完整 的 概念 . 

一 个 过 程 的 延伸 , 并 非 总 是 一 意 的 , 所 以 , 到 处 使 用 的 “等 等 ", 必须 加 以 明确 . 这 
可 用 数学 归纳 基本 原理 去 完成 . 

定义 1 如 果 对 于 集合 XC RR 的 每 个 数 ze X, 同时 有 z + 1 EX, 就 称 关 为 
一 个 归纳 集 . 

例如 , RR 是 归纳 集 ; 所 有 正 数 之 集 也 是 归纳 集 . 

任意 多 个 归纳 集 X。 之 交 X = 门 Xe, 如 果 不 空 , 也 是 归纳 集 . 


aEA 
实际 上 ， 


(sex= Mx) > ee ex) 


aEA 
> (Vae A((T +1)€ Xa)) 


= (+e Nl 六- 如. 
aEA 

现在 引进 下 面 的 

定义 2 包含 数 1 的 最 小 的 归纳 集 , 即 含 数 1 的 一 切 归纳 集 之 交 , 叫 自然 数 集 . 

自然 数 集 用 N 表示 , 它 的 元 素 叫 自然 数 . 

从 集合 论 的 观点 看 , 可 能 把 自然 数 集 理 解 成 从 0 开始 更 好 些 , 即 把 自然 数 集 作 
为 含有 0 的 最 小 归纳 集 . 然而 对 我 们 来 说 , 从 1 开始 记 数 更 合适 . 

下 面 基本 而 又 有 广泛 应 用 的 原理 , 是 自然 数 集 定义 的 直接 推论 . 

b. 数学 归纳 原理 ”如 果 刀 是 自然 数 集 瑟 的 子 集 , 1 e EE, 并 且 当 zE 已 时 ,Z+1 
也 属于 已 , 那么 妃 = RN. 

因此 ， 


(ECN)A(1€EE)A(Yre E(reEE=(r+1)eE)=E=N. 


我 们 来 解释 这 原理 的 作用 , 借助 它 证 明 一 些 有 益 的 且 在 以 后 经 常用 到 的 自然 数 
的 性 质 . 
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1° 自然 数 的 和 与 积 是 自然 数 . 

4 设 m,neN, 今 证 (m+n)€ N. 用 已 表示 这 样 的 自然 数 n 之 集 , 使 对 于 任何 
mEN 有 (m+n) eR. 于 是 1€ E, 这 是 因为 对 于 任何 me N, (me N) => ((m+1)e 
N). 如 果 ne EE, 即 (m 十 n) € N, 那么 由 (m+ (n+1)) = ((m+n)+1)eN 知 
(n 十 1) € 忆 . 按 归纳 原理 就 得 EE = N, 因而 证 明了 加 法 不 会 超出 N 的 范围 . 

类 似 地 , 用 EE 表示 那些 自然 数 n 之 集 , 对 任何 me N 有 (mn) eN. 于 是 1e RN 
这 因为 m1=m; 另外 , 如 果 neE, 从 而 m:neN, 那 么 m:(n+1)=mn+m 是 
二 自然 数 之 和 , 据 刚才 已 证 明了 的 断言 , 它 属于 N. 于 是 (ne E) > ((n+1) € B), 据 
归纳 原理 , E = N. > 

2° (neN)A(nz1) = ((n-1)eN). 

4 考察 形 如 n 一 1 的 自然 数 之 集 媚 , 这 里 n 是 自然 数 , 但 n 不 是 1. 我 们 来 证 
E=N. 

因为 1€ N, 那么 2 := (1+1) € N, 而 这 表明 1=2-1e 互 . 

如 果 m e EE, 那么 m = n 一 1, 这 里 的 ne N; 这 时 m+1= (n+1)--1, 由 
(n+1)eEN 有 m+1e 忆 . 据 归纳 原理 推 知 =N.> 

3。 对 于 任何 ne N, 集合 {z E Nin < z} 有 极 小 元 , 并 且 

min{fz e NIn <7z}=n+1. 
4 设 忆 为 使 得 上 面 的 断 语 为 真 的 那些 " e N 的 集合 . 我 们 来 证 明 EB 与 N 一 致 
首先 验证 1 e 已 , 即 
min{z € N|1 < z+} = 2. 
这 个 断 语 也 要 用 归纳 原理 来 验证 . 令 
M= {zeNl(z=1)v(2<2)}, 

据 M 的 定义 , 1 e M. 又 如 果 ze M, 那么 或 是 z= 1 这 时 z+1=2eMi; 或 
是 2< z, 这 时 2 < (z 十 1) 从 而 也 得 到 (z +1) e M. 于 是 M = N, 这 就 是 说 , 如 果 
(z 关 1 人 (z € N), 那么 2 < z, 这 实际 上 就 是 min{z e NI1 < z} = 2. 因此 , 1 e 已 

现在 来 证 , 如 果 ne E, 那么 n+1e 忆 . 

首先 , 注意 ze {fzeNln+1 < zj}, 那么 

(z-1)=ye {ye Nn<), 
因为 已 经 证 明了 所 有 自然 数 都 不 小 于 1, 所 以 m+1<z) 僵 (1<z) 盖 z 关 1 因此 ， 
根据 断 语 2" 得 (z 一 1) =yeN. 

现在 设 ne BE, 亦 即 min{y e Nin < 让 =n+1l1. 这 时 ,2-1>y>n+1 且 
zn+2. 这 就 是 说 


(ze{reNIn+1<7z}) = (zn+2), 
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因 之 , min{z ENiIn+1<z}=n+2, 即 (n+l)eBE. 

根据 归纳 原理 , 5 = N, 断 语 3° 得 证 . > 

下 面 的 自然 数 的 性 质 4°,5°,6°, 都 是 断 语 2*、 及 3° 的 直接 推论 : 

4 (meN)A(neNAn< m= (n+l m). 

5° 数 (n+1)EN 是 N 中 紧 跟 着 nn 的 一 个 自然 数 , 亦 即 , 当 neN 时 ,没有 任何 
自然 数 z 能 满足 条 件 n<z<ntl. 

6° 如 果 neEN, 且 n 关 1, 那么 数 n 一 1eN, 并 且 它 是 中 在 史前 面 的 紧 挨 着 
nn 的 自然 数 , 即 没有 任何 自然 数 z 能 满足 条 件 nn 一 1 < 工 <n. 

7° 自然 数 集 的 任何 非 空子 集 有 最 小 元 、 

4 设 MCN. 如 果 1eM, 则 因 vneN(1<n), 所 以 minM=1. 

今 设 1g M, 即 1€ =N\M, 在 巨 中 必 能 找到 这 样 的 自然 数 ne E, 使 得 不 
超过 n 的 自然 数 都 在 巨 中 , 而 (n+1) e M. 这 是 因为 假如 这 样 的 n 不 存在 , 那么 ， 
集 巨 CN 含 单位 元 , 并 且 当 ne EB 时 , 已 也 包含 (n + 1), 从 而 据 归 纳 原理 已 与 N 
一 致 . 这 不 可 能 , 因为 N\ 已 = M #%. 

求 得 的 数 n+ 1 e M 必 是 M 中 的 最 小 元 , 因为 前 已 看 到 , n 与 n+ 1 之 间 已 不 
再 有 自然 数 了 . > 


2. 有 理 数 与 无 理 数 


a. 整数 
定义 3 自然 数 集 、 自 然 数 的 相反 数 之 集 , 与 零 的 并 集 , 叫做 整数 集 , 记 作 Z. 


由 于 前 面 已 经 证 明了 自然 数 加 法 与 乘法 运算 不 超出 N 之 范围 , 所 以 , 对 整数 进 
行 这 些 运算 也 不 超出 Z 的 范围 . 

< 实际 上 , 如 果 m,n e Z, 那么 或 者 其 中 有 一 个 为 零 , 这 时 , 和 m + n 就 等 于 
另外 的 那 一 个 , 即 m+n e Z, 而 积 m .n = 0 e Z; 或 者 它们 都 不 是 零 , 这 时 ,或 者 
mneN, 从 而 (m+n)eENCZ, 且 (m:n) ENcCcZ; 或 者 (-m),(-n) e N, 从 而 
mn = ((--])-m)((-1).n) es RN; 或 者 (-m),n e N, 这 时 , (m:n)EN, 即 m:ne 2Z; 
或 者 , 最 后 m, -ne N, 这 时 , (-m:n)eN, 仍 有 m:neZ.> 

于 是 , Z 关于 加 法 运算 构成 阿 贝尔 群 , 但 对 乘法 运算 , 集 Z 不 是 群 , 甚至 Z\0 也 
不 是 群 , 因为 整数 的 逆 (倒数 ) 并 不 属于 Z (1 与 -1 的 倒数 除外 ) 

< 实际 上 , 如 果 m eZ 且 mm 关 0,1 那么 , 先 认 为 meRN, 于 是 0<1<m， 
因 m.m-! = 1 > 0 所 以 应 有 0 < m-! < 1 (参看 上 一 节 中 序 公理 的 推论 ). 因此 ， 
mm-1 和 2 当 m 的 负 整数 且 异 于 -1 时 , 可 直接 归 为 已 讨论 过 的 情形 . > 

当 二 数 m,neZ, 而 k=m-:n-!€2Z, 即 当 m =k-n, 其 中 上 EZ 时 , 就 说 整数 
m 能 被 n 整除 , 或 它 是 n 的 倍数 , 或 说 n 是 m 的 因数 . 
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整数 的 除法 , 至 多 加 个 负 号 即 乘 以 -1 之 后 , 就 变 成 了 相应 的 自然 数 的 除法 , 这 
些 在 算术 课 中 都 已 讨论 过 了 . 

我 们 回顾 一 下 所 谓 的 算术 基本 定理 , 但 不 给 予 证 明 , 在 下 面 讨论 某 些 例子 时 , 要 
用 到 它 . 

设 pe N,p 关 1. 如 果 在 N 中 除 1 和 p 外 , 不 再 有 因数 , 我 们 就 把 p 叫做 素数 . 

算术 基本 定理 每 个 自然 数 能 唯一 地 (不 计 因 数 顺 序 的 区 别 ) 表 成 乘积 的 形式 : 


a Ei 


其 中 p1,… ,pk 都 是 素数 . 

数 m,n eZ 叫做 互 素数 . 假如 它们 除 1, -1 之 外 没有 公 因 数 . 

特别 地 , 由 上 述 定理 能 看 出 , 如 果 两 个 互 素数 m 与 n 的 乘积 m .n 能 被 素数 p 
整除 , 那么 , 数 m,n 之 一 也 能 被 p 整除 . 

b. 有 理 数 

定义 4 形 如 mn-! 的 数 叫 有 理 数 , 其 中 m,n € Z. 

有 理 数 集 用 Q 表示 @. 

因此 , 当 n 才 0 时 , 整数 序 对 (m,n) 确定 了 一 个 有 理 数 . 

数 g=m.n-! 也 可 以 写成 m 与 m 之 比 , 即 所 谓 有 理 分 数 荆 的 形式 . 

从 有 理 数 的 定义 及 实数 公理 , 马上 就 能 得 到 在 中 学 学 过 的 与 有 理 数 分 数 表示 有 
关 的 那些 有 理 数 运算 规则 . 特别 有 “将 分 数 的 分 子 与 分 母 乘 以 同一 个 不 为 零 的 整数 ， 
分 数 的 值 不 变 ", 即 分 数 这 与 呈 表 示 同 一 个 有 理 数 . 实际 上 , 因为 (nk)(k™1n- 1) = 
1 即 (mn .有 -1 =k-1 nl 所 以 (mk)(nk)-! = (mh)(kT in) = mn 

因此 , 不 同 的 序 对 (mn) 与 (mk,nk) 给 出 同一 个 有 理 数 . 因此 , 在 把 任 一 分 数 
进行 相应 约 简 之 后 , 有 理 数 能 够 用 互 素 的 整数 序 对 给 出 . 

另 一 方面 , 如 果 序 对 (mayma) 与 (m2,n2) 给 出 同一 个 有 理 数 , 即 ma ' ni! = 
ma .nz1, 那么 mana = mzni; 如 果 (比如 说 ) ma 与 mi 互 素 , 那么 由 算术 基本 定理 的 
推论 , 即 知 na nT! = ma .mi 一 大 EDZ. 

这 样 , 我 们 证 明了 两 个 序 对 (ma,ma), (m2,n2) 给 出 同一 个 有 理 数 的 充 要 条 件 是 
它们 成 比例 , 即 存在 数 ke Z, 使 得 (比如 说 ) ma = krmz 且 ma = km 


c. 无 理 数 
定义 5 不 是 有 理 数 的 实数 叫 无 理 数 . 


V3 就 是 这 样 一 个 数 s < RR,s > 0 且 s? = 2, 它 是 无 理 实数 的 古典 例子 . 由 毕 氏 
定理 知 , V3 的 无 理性 恰 与 “正方 形 的 边 与 其 对 角 线 无 公 度 ” 这 一 命题 等 价 . 
@ Q@ 是 英语 quotient ( 商 ) 的 第 一 个 字母 . 
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这 样 , 我 们 需 验证 :第 一 , 存在 正 实数 se 及 , 其 平方 等 于 2, 第 二 , s # Q. 
4 设 X 与 了 是 由 这 样 的 正 实数 构成 的 集合 :yz e X(z? < 2),Vy € Y(2 < $2). 
因为 1 e X,2eY, 所 以 X 与 了 都 不 空 . 又 因 对 于 任何 正 实数 z 与 y 来 说 ， 


(< Sr <), 


所 以 任何 z e X 小 于 任何 ye Y. 据 完 备 公理 , 存在 着 一 数 se R, 使 得 Vz € X,Yy Ee 
Y 有 zs<s<y. 

现在 来 证 s? = 2. 2 

假如 s2 < 2. 那么 ,s+ 2 二 就 大 于 s, 但 它 的 平方 却 小 于 2. 实际 上 , 因为 
1eX, 所 以 12<s2<2. 因 而 0<A=2-s2<1. 这 就 是 说 


全 ) =2 A EE) 2 。A 
(s+ 全 =s 十 2 可 十 可 <s +3.3 


=s2+A=2. 
因此 , (s+ 会) eX, 这 与 ' 当 ze X 时 ,必定 z< 这 件 事 不 相 容 - 
假如 2 < 2， 那么 ,s - 于 二 2 就 小 于 。% 但 它 的 平方 却 大 于 2 实际 上 , 由 于 


2ey, 所 以 2<s<22, 或 0<A=s-2<3， 从 而 0< 全 <1 由 此 推 知 


这 又 与 。 是 集 了 ne 

于 是 , 只 剩 下 一 种 可 能 , 即 s? = 2. 

最 后 证 明 s # Q. 假如 se Q@, 设 荆 是 s 的 既 约 分 数 . 于 是 m? = 2n2, 因此 m? 
能 被 2 整除 , 从 而 m 能 被 2 整除 . 设 n = 2K, 于 是 2k? = m2. 根据 同样 的 理由 , 扒 
知 也 能 被 2 整除 , 从 而 与 分 数 的 既 约 性 矛盾 . > 

现在 我 们 致力 于 证 明 存 在 着 很 多 的 无 理 数 . 不 久 就 会 看 到 , 在 某 种 意义 下 , 几乎 
所 有 的 实数 都 是 无 理 数 . 我们 要 证 明 , 无 理 数 集 的 势 , 大 于 有 理 数 集 的 势 , 而 与 一 切 
实数 之 集 的 势 相同 . 

无 理 数 又 可 分 为 所 谓 代数 无 理 数 与 超越 数 . 

一 个 实数 , 如 果 它 是 某 个 有 理 系数 (或 等 价 地 说 成 是 整 系数 的 ) 代数 方程 


aozm 十 alzn 十 … 十 an-17Z 十 an 一 0 


的 根 , 就 叫做 代数 数 . 
反之 , 就 叫 超越 数 . 
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我 们 将 看 到 , 代数 数 集 的 势 与 有 理 数 集 的 势 相同 , 而 超越 数 集 的 势 与 实数 集 的 
势 相同 . 因此 , 乍 看 起 来 , 举 出 一 个 具体 的 超越 数 , 或 更 确切 地 说 , 证 明 一 个 具体 的 数 
的 超越 性 也 会 有 很 大 困难 , 似乎 不 合 情 理 , 也 不 自然 . 

然而 , 直到 1882 年 才 证 明了 著名 的 几何 数 x 是 超越 数 @, 而 希 尔 伯 特 @ 问题 之 
一 就 是 证 明 af 的 超越 性 , 其 中 的 a 是 个 代数 数 (a 0) (a1), 而 6 是 代数 无 理 
数 (例如 , a = 2,8 = V3). 


3. 阿 基 米 德 @ 原 理 ”现在 来 讨论 阿 基 米 德 原理 , 无 论 从 理论 方面 , 还 是 从 数 在 
测量 和 计算 的 具体 应 用 方面 看 , 它 都 是 重要 的 . 我 们 将 依据 完备 公理 (更 确切 地 说 ， 
是 依据 与 之 等 价 的 上 确 界 引 理 ) 来 证 明 它 . 在 其 他 实数 集 的 公理 系统 中 , 也 常 把 这 一 
基本 原理 作为 公理 . 

请 注意 , 到 现在 为 止 , 我 们 已 证 的 有 关 自 然 数 和 整数 的 定理 , 完全 没有 用 到 完备 
公理 . 以 后 将 会 看 到 , 阿 基 米 德 原理 , 实际 上 反映 了 与 完备 公理 相 联 系 的 自然 数 和 整 
数 的 性 质 . 我 们 将 由 此 入 手 . 

1° 自然 数 集 的 任何 不 空 有 界 集 中 有 最 大 元 . 

< 设 CN 是 任 一 不 空 有 界 集 . 根据 上 确 界 引 理 lsup 已 = se 下. 据 上 确 界 之 
定义 , 在 互 中 存在 自然 数 ne EE, 满足 条 件 s - 1 <n< s. 这 时 m = max 忆 , 这 是 因 
为 大 于 n 的 自然 数 必 不 小 于 n+1, 而 n+1>s.> 

推论 ,2。 自然 数 集 没 有 上 界 . 

< 如 果 不 然 , 那么 , 必 存 在 极 大 的 自然 数 7. 但 n<n+l1.> 

3。 整数 集 的 任何 上 有 界 不 空子 集 有 极 大 元 . 

< 在 断 语 1° 的 证 明 中 , 把 N 换 成 Z, 再 重复 一 饥 就 行 了 . > 

49 自然 数 集 的 任何 不 空 有 界 子 集 有 极 小 元 . 

< 比如 , 把 N 换 成 Z, 把 引用 上 确 界 引 理 改 为 引用 下 确 界 引 理 , 再 重复 断 语 1° 
的 证 明 就 行 了 . 

也 可 以 变 成 相反 数 (“ 改 变 符号 ?) 并 利用 3° 中 已 证 明 的 结果 . > 

5° 整数 集 既 没 有 上 界 又 没有 下 界 . 

< 由 3°,4°, 或 直接 由 2° 推 知 . > 

现在 叙述 

@@ 是 一 个 数 , 它 等 于 欧 氏 几何 中 圆周 长 与 直径 之 比 . 因此 , 从 18 世纪 起 人 们 就 采用 repteepa 
(希腊 文 , 圆周 之 意 ) 的 第 一 个 字母 来 表示 这 个 数 . r 的 超越 性 是 由 德国 数学 家 林 达 曼 (Lindemann) 
证 明 的 , 特别 地 , 由 r 的 超越 性 可 得 出 用 直 尺 和 圆规 作 长 度 为 x 的 线段 (圆周 拉 直 的 问题 ) 是 不 
可 能 的 , 同样 地 , 用 这 些 工具 化 圆 为 方 (这 是 中 世纪 的 一 个 问题 ) 也 是 不 可 能 的 . 

@ D. Hilbert (1862 一 1943) 一 — 卓越 的 德国 数学 家 , 在 1900 年 巴黎 数学 国际 会 议 上 提出 了 23 个 
涉及 数学 各 个 领域 的 问题 , 这 些 问题 后 来 就 叫做 “Hilbert 问题 ". 本 文中 所 提 到 的 问题 (Hilbert 第 
七 问题 ) 在 1934 年 被 苏联 数学 家 盖 尔 芳 德 (A. 0. Tensgoun) (1906 一 1968) 以 肯定 的 结论 解决 了 . 

@ Archimedes (公元 前 287 一 前 212) 一 一 天 才 的 希腊 学 者 . 分 析 葛 基 人 之 一 的 莱 布 尼 欧 , 在 谈 到 
他 时 说 : “研究 了 阿 基 米 德 的 著作 后 , 就 不 再 对 现代 数学 的 成 就 感到 惊奇 了 ”. 
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6° 阿 基 米 德 原理 ”如 果 hh 是 任意 一 个 固定 的 正 数 , 那么 , 对 于 任何 实数 z, 必 能 
找到 唯一 的 整数 ,使 得 (一 1)) 和 < kh. 

< 内 为 乙 没有 上 界 ,集合 {ne Z| 各 <n} 是 整数 集 的 一 个 不 空 下 有 界 了 集 . 这 
时 (由 各) 其 中 有 最 小 元 即 (一 1) < 大 < 上 因为 > 0, 这 些 不 等 式 与 阿 基 米 德 
原理 中 所 说 的 不 等 式 等 价 . 满足 上 面 两 个 不 等 式 的 整数 上 是 唯一 的 , 由 数 集 的 极 小 
元 的 唯一 性 推 知 (参看 $1, 第 3 小 段 ). > 

几 个 推论 : 

7° 对 于 任意 的 正 数 6， 丰 在 着 自然 数 nn 使 得 0< 工 < 

< 据 阿 基 米 德 原理 , 存在 ne ZZ 使 得 1<e.n. 因为 0<1, 且 0<e, 所 以 0<n. 
于 是 ,ne N, 且 0<= <ep 


8* 如 果 zER,z 之 0, 且 对 于 任何 neN 有 z< 汪 ,那么 z=0. 

< 据 断 语 7", 不 可 能 有 z > 0. > 

9。 对 于 满足 a <b 的 任意 数 a,5E 及, 存在 有 理 数 + EQ@, 使 得 ae < < 站 

< 回顾 ,可 选 出 某 个 ne N, 使 得 0 < 二 < 5 一 a， 据 阿 基 米 德 原理 ， 存 


在 者 数 m 也 使 得 于 < a < 加. 这 时 全 < ， 这 是 因为 若 不 然 , 就 有 


<a<b<, 由 此 得 >b-a. 因此 ,r= 号 eQ 且 a< 时 <by 

10° 对 于 任何 了 有， 存在 唯一 的 整数 ke 2， 使 得 大 和 z< 大 十 1 

< 由 阿 基 米 德 原理 直接 推 知 . > 

10。 中 的 这 个 数 大 用 四] 来 记 , 叫做 z 的 整数 部 分 . 量 {z} := z 一 四] 叫做 x 的 
小 数 部 分 . 因此 , z = [z] + {z} 并 且 {z} > 0. 


4. 实数 集 的 几何 解释 与 实数 计算 方面 的 一 些 问题 


a， 数 轴 ”对 于 实数 经 常 使 用 形象 的 几何 语言 , 这 在 中 学 里 就 大 体 上 已 经 知道 
了 . 根据 几何 公理 , 直线 LL 上 的 点 与 实数 集 及 的 数 之 间 能 建立 一 一 对 应 f : 工 一 RR， 
并 且 这 个 对 应 与 直线 的 运动 有 关 , 如 果 T 是 直线 L 沿 自身 的 一 个 平行 位 移 , 那么 存 
在 一 个 (只 与 T 有 关 的 ) 数 te R, 使 得 对 于 任何 点 ze 有 f(T(z)) = f(z) + 

与 点 ze 工 相对 应 的 数 f(z) 叫做 点 z 的 坐标 . 由 于 映射 了 : 工 一 及 是 一 一 的 ， 
所 以 也 常 直接 把 点 的 坐标 叫做 点 , 例如 把 “我 们 标 出 坐标 为 1 的 点 ”说 成 “我 们 标 
出 点 1*. 当 存在 上 面 所 说 的 对 应 : L 一 RR 时 , 称 直 线 为 坐标 轴 , 数 轴 或 数 直线 . 由 
于 / 是 双 射 , 实数 集 RR 本 身 也 常 叫做 数 直线 , 而 它 的 元 素 , 叫做 数 直线 上 的 点 . 

我 们 已 经 看 到 , 给 出 L 上 坐标 的 双 射 f : 工 一 及 , 当 平移 7 了 时 , 直线 LL 上 的 点 的 
像 的 坐标 与 该 点 的 坐标 相差 的 是 同一 个 量 te 及 . 因此 , 一 旦 坐标 为 1 的 点 和 坐标 为 
0 的 点 被 确定 , 映射 就 完全 确定 了 , 简单 地 说 , f 被 零点 ( 称 为 坐标 原点 ) 及 点 1 完 
全 确定 . 由 这 二 点 所 确定 的 线段 叫 单位 线段 . 从 原点 出 发 而 含有 点 1 的 射线 所 定 的 
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方向 叫 正方 向 ,而 沿 这 个 方向 (从 0 向 1) 的 运动 叫做 自 左 向 右 的 运动 , 按照 这 种 约 
定 , 就 说 1 位 于 0 的 右边 , 而 0 位 于 1 的 左边 . 

在 坐标 原点 zo 变 到 坐标 为 1 的 点 zl = T(zo) 的 这 个 平移 下 , 所 有 点 的 像 的 从 
标 都 较 原 像 的 坐标 增 大 了 1. 因 此 , 我 们 发 现 坐标 为 2 的 点 是 za = 了 (z1), 坐标 为 3 
的 点 是 za = 了 (zo),… ,坐标 为 m 十 的 点 是 rn+i = T(zn), 以 及 坐标 为 -1 的 点 是 
z-1 = 了 -1(zo),… 坐标 为 -n 一 1 的 点 是 z-。-1 = 了 -1(zn). 于 是 , 我 们 得 到 了 坐标 
为 整数 me Z 的 一 切 点 . 

我 们 会 把 单位 线段 增 至 二 倍 , 三 倍 , .…, 根据 泰勒 斯 (Thales) 定理 也 就 能 把 音 
位 线段 分 成 相应 的 n 个 合同 的 线 妈 取 其 中 有 一 个 端点 为 原点 的 线段 ， 则 另 一 端的 
坐标 z 满足 等 式 n.z =1, 即 > = 二. 由 此 即 可 求 得 具有 有 理 坐标 亚 < @ 的 一 切 点 . 

然而 在 工 上 还 有 其 他 的 点 ,因为 有 的 线段 是 与 单位 线段 无 公 度 的 ， 每 个 这 样 的 
点 (就 像 直线 上 的 其 他 点 一 样 ) 把 直线 分 成 了 两 个 射线 , 在 每 个 射线 上 有 一 些 以 整数 
(有 理 数 ) 为 坐标 的 点 (这 是 阿 基 米 德 原来 的 几何 原理 的 推论) 这 样 一 来 , 点 产生 出 了 
分 割 ,或 如 通常 所 说 , 产生 出 了 Q 的 分 划 , 把 Q@ 分 成 两 个 非 空 集 X 与 Y, 分 别 对 应 着 
左 、 右 射线 上 的 有 理 点 (以 有 理 数 为 坐标 的 点 ) 据 完备 公理 , 存在 将 X 和 分 开 的 
数 c, 即 Yz EX 及 Yy EY 有 z<c<y. 因为 XUY = Q, 所 以 supX=s=i=infY, 
这 是 由 于 车 不 如 此 , 就 有 s < i, 从 而 在 。 与 让 之 间 就 找到 一 个 既 不 在 X 中 又 不 在 Y 
中 的 有 理 数 . 因此 , s =i = c. 这 个 唯一 确定 的 数 。 就 对 应 于 直线 上 指定 的 点 . 

上 述 直线 上 的 点 与 其 坐标 的 对 应 , 给 出 了 的 一 个 模型 ,无论 从 的 序 关系 广 
面 ( 据 此 得 到 “线性 序 " 这 个 名 称 ), 还 是 从 R 的 完备 (连续 ) 公理 方面 看 , 这 个 模型 
都 是 很 直观 的 . R 的 完备 (连续 ) 公理 用 几何 语言 说 就 是 , 直线 L 上 “没有 洞 " 能 把 
L 分 成 没有 公共 点 的 两 块 (这 样 的 分 划 只 能 用 直线 自己 的 点 实现 ). 

下 面 , 我 们 不 去 深入 讨论 映射 /: L 一 R 的 结构 的 细节 , 因为 我 们 介绍 实数 集 
的 几何 解释 只 是 为 了 更 加 直观 , 更 能 激发 读者 的 极为 有 益 的 几何 直觉 .至 于 形式 化 
证 明 , 仍 像 往常 一 样 或 者 根据 一 组 已 经 从 公理 得 到 的 事实 , 或 者 根据 这 个 公理 系统 
进行 

往 后 我 们 要 经 常 使 用 几何 语言 

今 对 以 下 所 列 出 的 集合 引进 记号 和 名 称 : 


Ja, bl:= {z € Rla < z <}— 开 区 间 ab; 
[a 可:= {z eRla < zx < 四 一 闭 区 间 ab; 
J]a,b:= {ze Rla<z<b)— 含 端点 pb 的 半 开 区 间 ab; 
[wb := {Zz E Rla < zx < 外 一 含 端点 a 的 半 开 区 间 ab. 


定义 6 开 区 间 、 闭 区 间 、 半 开 区 间 都 叫 数 区 间或 简称 区 间 , 确定 区 间 的 数 叫 做 
它 的 端点 . 
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量 5 一 a 叫做 区 间 ab 的 长 . 如 果 工 是 某 个 区 间 , 那么 , 就 用 |I| 表示 它 的 长 (这 
个 记 法 的 来 由 , 很 快 就 会 知道 )-. 


集合 
]a, +oo[:= {z € Rla < 7}, 
la, +oo[ := {2 € Rla < zx}, 
]-%,b[:= {rz € Rlz < ©b)}, 
]-00,9 := {z € Rlz < 0), 
]-oo, +oo[ := R, 
都 是 无 界 集 叫 无 界 区 间 . 


与 符号 +oo ( 读 作 “ 正 无 穷 ") 及 -co ( 读 作 “ 负 无 穷 ") 的 用 法 相 适 应 , 为 了 表达 
数 集 X 的 上 (下 ) 无 界 性 , 也 采用 supX = +oo(inf X = -co) 这 种 写法 . 


定义 7 称 含有 ze R 的 开 区 间 为 z 的 一 个 邻 域 . 


特别 当 5 > 0 时 , 开 区 间 ]z - 5 z+ 5[ 叫做 点 z 的 一 个 5 邻 域 , 它 的 长 是 25. 

数 z,y e RR 之 间 的 距离 , 就 是 以 z,y 为 端点 的 区 间 之 长 . 

为 了 不 必 区 别 “ 哪 点 在 左 , 哪 点 在 右 ”, 即 z <y 或 y < z, 其 长 度 等 于 y 一 或 
z 一 可 以 使 用 下 面 这 个 很 方便 的 函数 


z, 当 z > 0， 
lzl|=4 0， 当 z=0， 
-z， 当 z<0， 
这 函数 称 为 数 z 的 模 或 绝对 值 . 
定义 8 称 lz- 外 为 ,ye 了 之 间 的 距离 . 
距离 是 非 负 的 , 而 且 , 当 且 仅 当 z 与 y 重合 时 , 它 才 等 于 零 . 从 z 到 4 的 距离 与 
从 vy 到 z 的 距离 是 一 样 的 , 这 是 因为 |z -y| = ly 一 z|. 最 后 , 如 果 zs 及 ,那么 
le- 外 和 lz 一 二 十 lz 一 中， 


即 所 谓 三 角形 不 等 式 成 立 . 
三 角形 不 等 式 可 由 数 的 绝对 值 的 性 质 推出 来 , 这 个 性 质 也 叫 三 角形 不 等 式 (在 
上 面 那个 不 等 式 中 , 令 z = 0, 及 以 -y 代 y 即 可 得 到 ), 即 对 于 任何 数 z,y, 下 面 不 等 
式 成 立 : 
lz+yl < lz| + lyl, 
并 且 等 式 成 立 的 条 件 是 z 与 9 同时 非 负 或 同时 非 正 . 
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< 如 果 0<z 且 0<y, 那 么 0<z+y,lz+y|=z+y,|z|=z,|y| =y, 这 时 等 
式 成 立 . 

如 果 z <0,y<0, 那 么 z+y<<0,lz+y| = 一 (z+9) = -zy|z|= -zly| = ~y, 
这 时 也 是 等 式 成 立 . 

今 设 z,y 二 数 中 有 一 个 是 负 的 , 另 一 个 是 正 的 , 例如 , z < 0 < y. 这 时 , 或 者 
ZT<z+y < 0; 或 者 0< z+y<y. 第 一 种 情况 时 lz+y| < |zl, 第 二 种 情况 时 ， 
lz 十 外 < lyl, 从 而 , 不 管 在 哪 种 情况 都 有 |z +y| < |z| 十 |yl. > 

利用 归纳 原理 可 以 验证 


lza 十 … 十 zn| < |z1|+ + |enl, 


并 且 等 式 成 立 的 充 要 条 件 是 所 有 数 z1,… ,zn 同时 非 负 或 同时 非 正 . 

数 2 叫做 ob 的 中 点 , 或 叫做 以 a,b 为 端点 的 区 间 的 中 心 , 因为 它 距 区 间 的 
两 端点 等 远 . 

特别 地 , 点 z € R 是 它 的 5 邻 域 jr- 56,z+5[ 的 中 心 ,而 5 邻 域 中 的 一 切 点 与 = 
的 距离 小 于 6. 


b. 用 到 近 序列 给 出 数 ”测量 一 个 实际 的 物理 量 就 得 到 一 个 数 , 通常 在 重复 进行 
测量 时 , 这 个 测 得 的 数 会 有 变动 ， 当 测量 工具 和 测量 方法 改变 时 尤其 如 此 ， 因此, 测 
量 的 结果 通常 是 所 求 量 的 一 个 近似 值 . 测量 的 好 坏 或 精确 度 , 可 以 用 (例如 ) 量 的 真 
正 的 值 与 测 得 的 值 的 可 能 有 的 偏差 量 来 刻画 . 同时 , 可 能 出 现 总 也 测 不 到 该 量 精确 
值 (如 果 它 原则 上 是 存在 的 话 ) 的 情况 . 然而, 从 更 加 构造 性 的 观点 出 发 , 如 果 我 们 
有 能 力 以 任意 的 精确 度 进行 测量 的 话 , 就 可 以 (或 应 当 ) 认为 完全 知道 所 求 的 量 . 这 
种 观点 就 是 把 一 个 数 与 它 的 经 测量 得 到 的 越 来 越 精确 的 近似 值 序列 看 成 是 同一 的 @ . 
但 是 , 为 了 测量 , 首先 要 选 定 一 个 标准 尺度 . 我 们 称 标准 尺度 的 与 整个 标准 尺度 可 公 
度 的 部 分 为 标准 尺度 的 有 理 部 分 . 易 见 , 任何 测量 都 是 与 标准 尺度 , 或 与 标准 尺度 的 
有 理 部 分 所 作 的 有 限 次 比较 , 因此 , 测量 的 结果 用 自然 数 , 整数 , 一 般 地 , 用 有 理 数 来 
表示 . 这 就 是 说 , 经 过 必须 的 分 析 , 建立 了 实数 集 的 数学 拷贝 , 说 得 更 明确 些 , 是 建立 
了 那样 一 个 模型 , 它 使 我 们 在 处 理 实数 时 丝毫 也 不 怀疑 它们 的 公理 化 描述 . 此 后 , 原 
则 上 就 能 用 有 理 数列 来 描述 整个 实数 集 . 而 待 测 的 未 知 数 的 加 法 与 乘法 , 则 用 它们 
的 近似 值 来 代替 .( 的 确 , 并 非 总 能 说 清楚 , 这 样 运算 的 结果 与 将 这 些 运算 施 于 精确 值 
时 所 得 的 结果 之 间 有 什么 关系 . 下 面 我 们 将 讨论 这 一 问题 ) 

在 把 数 等 同 于 它 的 近似 值 序列 后 , 为 (比如 ) 把 两 数 相 加 , 应 当 去 加 它们 的 近似 
值 序列 , 这 时 必须 把 所 得 到 的 新 序列 看 成 一 个 新 数 , 它 叫做 前 面 那 两 数 之 和 . 然而 这 
是 不 是 一 个 数 呢 ? 微妙 之 处 在 于 , 并 非 每 个 随便 构造 的 序列 都 能 作为 某 个 量 的 任意 
精确 的 近似 值 序列 . 因此 , 还 需 研究 如 何 根据 序列 本 身 来 判断 它 是 不 是 一 个 数 . 在 数 


@ 若 n 是 测量 的 序号 , 而 zn 是 测量 结果 , 那么 对 应 n 一 zn 按 序列 之 定义 , 不 过 是 自然 数 变量 
的 一 个 函数 1 : N 一 R (在 所 给 的 情况 是 数列 ). 在 第 三 章 $1 中 将 对 数列 作 详 细 的 讨论 . 
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学 模拟 近似 数 运算 时 , 产生 的 另 一 个 问题 是 , 不 同 序列 可 能 是 同一 个 量 的 近似 序列 . 
确定 一 个 数 的 那些 近似 值 序 列 与 数 本 身 之 间 的 关系 , 大 体 就 像 图 上 的 点 与 指示 该 点 
的 教 窗 之 间 的 关系 一 样 . 教鞭 指出 了 点 的 位 置 , 而 点 确定 的 只 是 教鞭 端点 的 位 置 , 它 
不 会 影响 你 使 用 另外 一 个 更 方便 的 教 车 . 

对 这 些 问题 , 柯 西 SG 作 了 精确 的 描述 , 并 大 体 上 实现 了 这 里 所 提出 的 建立 实数 
模型 的 纲要 . 可 以 期 望 , 在 学 习 了 极限 理论 之 后 , 你 们 将 能 独立 地 重复 出 柯 西 的 这 些 
结构 . 

当然 , 到 现在 为 止 , 所 说 的 一 切 并 没 追 求 数学 的 严格 性 . 这 些 看 似 离 题 的 议论 的 
目的 是 , 提醒 读者 注意 , 原则 上 可 同时 存在 实数 的 各 种 自然 科学 模型 ; 我 还 试图 给 出 
有 关 数 与 我 们 周围 事物 关系 的 一 些 概念 , 并 阐明 自然 数 与 有 理 数 的 基本 作用 ; 最 后 ， 
想 解释 一 下 近似 计算 的 必然 性 与 必要 性 . 

本 段 后 半 部 分 讲述 有 关 近 似 值 算术 运算 的 简单 而 重要 的 误差 估计 问题 , 这 些 知 
识 今后 将 会 用 到 , 也 有 自己 独立 的 趣味 . 


现在 转 人 对 这 些 问题 的 确切 叙述 . 
定义 9 设 z 是 某 个 量 的 精确 值 , # 是 该 量 的 已 知 近似 值 , 就 把 
AG) := lz 一 刊 ， 5(G) := 全 加 


z| 
分 别 叫做 近似 值 8 的 绝对 误差 与 相对 误差 . 当 z= 0 时 , 相对 误差 没有 定义 . 
因为 值 x 未知 , 所 以 A(z) 与 5(z) 也 不 知道 . 然而 通常 这 些 量 的 上 估计 A(z) < 
A,6(j) < 6, 是 知道 的 . 这 时 我 们 说 近似 值 i 的 绝对 误差 与 相对 误差 分 别 不 超过 人 
与 5. 实践 中 常用 的 只 是 误差 的 估 值 , 所 以 常常 把 A 与 5 叫做 近似 值 的 绝对 误差 与 
相对 误差 , 但 是 我 们 不 这 样 称呼 它们 . 
记 法 >=5 土 A 表 示 却 -AS<z<k5+A. 


例如 ， 

万 有 引力 常数 G = (6.672 59 土 0.000 85).10- 牛顿 . 米 2/ 千 克 ?， 
真空 中 的 光速 c= 299 792 458 米 / 秒 (精确 )， 

普 朗 克 常数 hh== (6.626 075 5 土 0.000 004 0) . 10-34 焦耳 : 秒 ， 
电子 的 (基本 ) 电荷 e = (1.602 177 33 士 0.000 000 49) . 10-19 库仑 ， 
电子 的 ( 静 ) 质量 me = (9.109 389 7 土 0.000 005 4) . 10-31 千克 . 


近似 值 的 相对 误差 是 测量 精确 度 的 一 个 基本 标志 , 通常 用 百分数 表示 它 - 
例如 , 前 面 诸 例 中 的 相对 误差 分 别 不 超过 


13.10-5; 0; 6.10-7; 31:10-8; 6.10-7 


@ 柯 西 (Cauchy)(1789 一 1857) 一 法 国 数学 家 , 分 析 的 现代 语言 与 机 器 的 最 积极 的 创作 者 之 一 . 


82， 最 重要 的 实数 类 及 实数 计算 方面 的 一 些 问题 


或 写成 百分数 时 , 就 是 
13. 10-3%， 0%; 6.10-5%; 31.10-5%; 6.10-5%. 


现在 估计 用 近似 值 做 算术 运算 时 产生 的 误差 . 


命题 如 果 
lz—z|=A(z), ly— 让 = 人 A, 


A(3+D) :=| +Y) — (E+ < A(z) + AD, 
A(z:D) := lr.y -£9 < AY) + lA(z) 十 和 二) A(D); 


y#09¥0 且 50)=AD <1， 
2_E 


加 
A (2) := 
y y 2 
y 


z=j+oy=9+B, 则 


< [EADW+VAG)._ 1 
人 到 1— 56D) 


A 
心 


AG+ 引 =lc+ 切 一 G+ 细 =la+ 有 
< lal +18| = A(z) + AD), 
zy 201 = (z+ (+6) -0 
= lz8 + a+ ol < lallel + [ollal + lel 
= [aIA(D) + glA(E) + A() -A(D), 


:OY- 


二 
Bt 

Se; 
1 


家 
san 


2 

< lel+ lel._1 

i 

_ lAD+MA®)._ 1 
更 车 


由 所 得 到 的 绝对 误差 的 估 值 , 可 得 相对 误差 的 以 下 估计 : 
A(z) + A(D) 
EE 
6(£: 0) < (£2) + 6(9) + 6(z)- 60), 


z+) < 


(1) 
(2) 
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这 6(G) 十 6( 纺 
G3) < 1 (3) 
在 实践 中 , 当 近 似 值 足够 好 时 , 有 A(z) - A(9) ~ 0,6(z) .6(9) ~ 0,16(9) ~ 1 

所 以 得 到 (2),(3),(2),(3') 的 有 用 的 简化 形式 : 


A(z:9) < I3A(D + A(z), 
A(2) < 站 


er 


G50) < d(8) + 5(D), 
6 (3) < 6(G) + 6(0). 


但 这 些 公式 并 不 是 由 (2),(3),(2),(3') 精确 地 转换 来 的 . 

公式 (3),(3') 说 明 , 当 了 或 1 一 5( 妇 的 绝对 值 很 小 时 , 必须 避免 用 近 于 零 或 十 分 
粗糙 的 近似 值 做 除法 的 除数 . 

公式 (1) 警告 我 们 , 在 做 近似 值 的 加 法 时 , 如 果 两 个 数 的 绝对 值 接近 但 符号 相 
反 , 就 要 特别 当心 , 因为 这 时 |# 十 下 近 于 零 . 

在 所 有 这 些 情形 下 , 误差 可 能 增 大 得 很 厉害 . 

例如 , 用 某 种 仪器 两 次 测量 你 的 身高 ， 设 测量 的 精确 度 为 二 0.5 cm, 第 二 次 测 
量 前 , 在 你 两 脚下 先 垫上 一 张 薄 纸 . 虽然 如 此 , 两 次 测量 结果 仍 可 能 是 Hi = (200 土 
0.5)cm 与 H2 = (199.8 土 0.5)cm. 

这 样 , 借 两 次 测量 之 差 #2 - Hi 以 求 纸 的 厚度 就 是 无 意义 的 事 了 , 因为 , 从 这 里 
只 能 得 出 厚度 不 超过 0.8 cm. 当然 , 对 纸 的 厚度 的 这 样 一 种 反映 (如 果 也 算是 一 种 
“反映 ”的 话 ), 就 显得 太 粗糙 了 . 

然而 值得 注意 的 是 另外 的 比较 乐观 的 计算 效应 , 由 于 这 种 效应 , 用 粗糙 工具 也 
可 以 进行 精细 的 测量 . 例如 , 还 用 那 件 刚才 为 你 测 身 高 的 仪器 , 测 了 一 冯 1 000 页 同 
样 的 纸 的 厚度 , 测 得 的 结果 是 (20 土 0.5)cm. 那么 , 据 公 式 (3) 得 知 * 一 张 纸 的 厚度 就 
是 (0.02 土 0.000 5)cm = (0.2 土 0.005)mm. 

这 就 是 说 一 张 纸 的 厚度 等 于 0.2 mm, 绝对 误差 不 超过 0.005 mm, 相对 误差 不 超 
过 0.025 或 2.5%. 


c. 位 置 记 数 法 ”上 面 说 到 每 个 数 可 用 它 的 有 理 近 似 序列 给 出 来. 

现在 介绍 一 种 在 计算 上 很 重要 的 方法 ,对 于 每 个 实数 , 能 建立 唯一 的 这 样 的 有 
理 近似 数列 . 这 种 方法 导致 了 位 置 记 数 法 的 建立 . 

引 理 如 果 固 定数 g > 1, 那么 , 对 于 任何 正 数 Z € 及, 必 有 唯一 的 整数 E ZZ， 
使 得 


dsr<a. 


* 译 者 注 . 原文 为 根据 公式 (1) 
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人 首先 证 明 形 如 qa*(k e NN) 的 数 没 有 上 界 . 如 若 不 然 , 它 就 有 上 确 界 s, 从 而 , 据 
上 确 界 之 定义 , 能 求 出 自然 数 m s N, 使 得 3 < gm < s. 这 时 s < gm+1, 因而 s 就 不 
能 是 我 们 这 个 集 的 上 确 界 了 . 

由 于 g > 1, 得 知 当 m <n, 且 mneZ 时 , 有 gm < om, 因此 ,我 们 一 并 证 明了 ， 
对 于 任何 ce R, 能 找到 自然 数 N e N, 使 得 对 任何 自然 数 n> N, 必 有 c < gq". 

由 此 推 知 , 对 任何 。 > 0, 能 求 得 M € N, 使 得 对 于 任何 自然 数 m > M, 有 
三 <e. 

实际 上 , 只 要 令 c= 二 N = M, 那么 , 当 贡 > M 时 ,就 有 工 < qm. 

于 是 , 对 z > 0, 满足 不 等 式 z < g 的 整数 m e Z 的 集合 有 下 界 . 这 时 , 这 集合 
有 最 小 元 k. 显然 , 这 个 就 是 所 求 的 整数 , 因为 对 于 它 成 立 ok-1 < z < %. 

这 样 的 整数 上 的 唯一 性 , 可 由 以 下 事实 推 知 : 如 果 m,n e Z, 比如 说 m < n, 那 
么 mn 一 1, 从 而 当 gqg >1 时 g™ < gq"-1. 

实际 上 , 因为 由 不 等 式 gm-!1 < z < om 及 qnr-1 和 z<gn 可 得 gl<z<gm， 
因此 , 由 上 面 这 个 注 记 看 到 , 如 果 m 关 n, 它们 必 不 能 同时 成 立 . > 

在 下 面 的 结构 中 , 要 用 到 这 个 引 理 . 

固定 q > 1, 取 任 意 的 正 数 re 下. 

根据 引 理 可 求 得 唯一 的 整数 pe Z, 使 得 


gq <r<gt. (1) 
定义 10 满足 关系 (1) 的 整数 p 叫做 数 z 关 于 记 数 法 的 基 g 的 阶 或 ( 当 把 4 固 
定时 ) 简称 为 数 z 的 阶 . 
根据 阿 基 米 德 原理 , 存在 唯一 的 自然 数 ap e N, 使 得 


apg ST < apg + qr (2) 


注意 到 (1) 式 , 即 可 断定 ap € {1,… ,g 一 1}. 

在 我 们 的 构造 中 , 后继 的 每 一 步 ,都 是 重复 马上 进行 的 从 (2) 式 出 发 的 如 下 
步骤 . 
由 关系 式 (2) 及 阿 基 米 德 原理 推 知 , 存在 着 唯一 的 数 ap-1 € {0,1,… ,gq 一 1), 
使 得 

apgP + ap-19P-I 和 Z< apgp 十 ap-19g2 -1 十 qP 1. (3) 


假如 已 经 做 完 这 样 的 n 步 , 并 得 到 


Apg? + ap-197 1 ++ ap ng " Sz<apg +ap-1g9° 1 
十 … 十 ap-ng "+ gr ™, 
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那么 , 根据 阿 基 米 德 原理 能 求 得 唯一 的 数 ap_，_! e {0,1,… ,g 一 十 使 得 


Qpg 十 … 十 ap-ngp +ap ng "ST<apg + 
+ ap_-ngPp 十 … 十 ap-n -lgp-m 1 十 gp 1 


于 是 制定 了 一 种 算法 , 根据 它 , 每 个 正 数 x 一 意 地 与 数列 ap,ap-1…… ,ap-m 
对 应 , 其 中 诸 a; 都 是 {0,1,… ,gq ~ 1} 中 的 数 . 或 者 用 不 太 形式 化 的 说 法 , 每 个 数 = 
一 意 地 与 具有 特别 形式 的 有 理 数 


Tn 一 apgp 十 … 十 ap-ngP " (4) 


的 序列 对 应 , 这 里 
eg (5) 


和 
换 句 话说 , 我 们 用 特殊 的 有 理 数 序列 (4) ,建立 了 z 的 越 来 越 好 的 不 足 近似 值 
与 过 剩 近似 值 . 符号 ap … ,ap-n,… 是 整个 序列 {rn} 的 密码 , 为 了 能 根据 这 个 密 
码 恢复 序列 {rn}, 必须 指出 z 的 阶 数 p. 
我 们 约定 , 当 p > 0 时 , 在 ao 后 面 放 上 小 数 点 或 逗 点 ; 当 p < 0 时 , 在 ap 的 左 
边 补 写 上 jp| 个 零 , 而 在 最 左边 的 零 后边 放 上 小数 点 或 逗 点 (注意 ap #0). 
例如 , 当 gq = 10 时 ， 


123.45 := 1.102 二 2.101+3.109 十 4.10-1 十 5.10-2， 
0.001 23 := 1.10-3 十 2.10-4 十 3.10-5; 


当 9= 2 时， 
1 000.001 := 1.23 十 1.2-3. 


因此 , 符号 ap,… ,ap-w…… 中 数码 的 值 , 依赖 于 它 相 对 于 小 数 点 或 逗 点 的 位 置 ， 

在 做 了 这 些 约定 之 后 ， 就 可 从 符号 ap,… ,Qo,… 一 意 地 恢复 整个 的 近似 序 
列 来 . 

由 (5) 式 看 出 (试验 证 !), 两 个 不 同 的 数 z 与 z' 对 应 着 不 同 的 序列 , 即 不 同 的 符 
号 ap 0 时 LA ,0 

现在 问 , 是 否 形 如 与 ap,… ,ao,… 的 每 个 符号 对 应 都 有 一 个 数 呢 ? 答案 竟然 是 
否定 的 . 

请 注意 , 根据 上 述 逐 次 得 到 ap_n € {0,1,… ,g 一 1} 的 算法 , 不 会 发 生 从 某 项 开 
始 以 后 所 有 的 ap-， 都 等 于 gq 一 1 的 情形 . 

实际 上 , 如 果 当 n > 上 时 , 有 


rn =Qpg + +apkg K+(g— 1)g K+) + +(q— lg ™", 
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即 


1 各 
mt (6) 
那么 , 由 (5) 式 得 
1 尘 1 
Mt mp T+ 


这 时 , 对 于 任何 > 大 
0< re 十 A -I< 
而 由 上 所 证 之 引 理 , 这 是 不 可 能 的 . 


还 应 注意 , 如 果 在 ap-k-1,… ,ap-n 中 即使 有 一 个 小 于 g 一 1, 那么 代替 (6) 式 
有 


gr 


亦 即 Y i 
mt "+s (7) 


现在 我 们 可 以 证 明 , 由 数 ak e {0,1,… ,gq 一 1} 组 成 的 任何 记号 ap,… , qo,…， 
如 果 其 中 无 论 哪 一 个 数码 后 面 总 有 不 是 g 一 1 的 , 则 它 必 对 应 于 某 个 数 x > 0. 

事实 上 , 根据 记号 ap,… ,ap-n,… 可 做 出 形 如 (4) 式 的 数列 {rn}. 由 于 ro < 
Tl1 <… < mm <… ,再 考虑 到 (6) 式 和 (7) 式 , 就 得 到 


1 1 1 
和 所 站 生生 (8) 


以 上 关系 中 严格 不 等 式 的 符号 , 应 这 样 来 理解 : 序列 左边 的 任何 元 小 于 序列 右 
边 的 任何 元 . 这 是 由 (7) 式 推 知 的 . 

如 果 取 

人 (- 品 (m+)， 

那么 序列 rn 将 满足 条 件 (4),(5), 即 记 号 ap,… , ap-n,… 对 应 于 所 得 的 数 z € R. 

因此 ， 我 们 已 把 正 数 z 一 一 地 对 应 于 这 样 的 记号 : 当 p > 0 时 ， 对 应 到 
op ao …; 当 p < 0 时 , 对 应 到 0.0.…0ap…， 它 叫做 z 的 q 进 位 记 法 ， 记 号 

pl 个 零 

中 所 用 到 的 数字 叫 数 码 ， 数码 相对 于 小 数 点 的 位 置 叫 数码 的 位 ， 

我 们 约定 , 数 = < 0 对 应 于 正 数 -zx 的 记号 联 上 一 个 减 号 , 而 把 数 0 对 应 于 
0.0.…0.… . 

这 样 就 建成 了 实数 的 g 进位 记 数 系统 . 

在 日 常生 活 中 最 常用 的 是 十 进位 记 数 系统 , 但 是 按照 技术 原理 来 说 , 常用 的 则 
是 二 进位 记 数 法 (在 电子 计算 机 中 ). 三 进位 与 八 进 位 记 数 法 在 计算 技术 部 分 中 也 有 
用 , 但 是 用 得 不 多 . 
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公式 (4) 、(5) 说 明 , 如 果 数 z 在 9 进位 记 法 中 只 保留 有 限 位 数字 (或 者 , 如 果 愿 
意 的 话 , 把 其 余 的 写成 零 ), 那么 , 这 时 z 的 近似 值 (4) 的 绝对 误差 , 不 超过 最 后 保留 
的 那 一 位 的 一 个 单位 . 

根据 这 些 观察 , 我 们 能 用 第 b 小 段 所 得 公式 , 去 估计 在 算术 运算 中 由 于 把 精确 
值 代 之 以 形 如 (4) 式 的 相应 近似 值 所 产生 的 误差 . 

这 个 注 记 也 有 一 定 的 理论 价值 . 这 就 是 , 如 果 按 第 b 小 段 我 们 把 实数 z 与 它 的 
4 进位 记 法 等 同 起 来 . 那么 , 一 旦 学 会 了 对 4 进位 记号 直接 进行 算术 运算 , 也 就 建立 
了 一 个 新 的 实数 模型 . 看 来 , 从 计算 观点 看 , 这 是 最 有 价值 的 实数 模型 . 

这 样 做 时 , 需要 解决 的 基本 问题 如 下 . 

需 把 两 个 9 进位 记号 对 应 于 一 新 的 4 进位 记号 一 一 原来 两 个 记号 的 和 . 当然 ， 
它 是 一 步 一 步 构造 出 来 的 , 即 把 已 知 数 的 越 来 越 精确 的 有 理 近 似 值 相 加 ， 随 之 得 到 
它们 的 和 的 相应 的 有 理 近似 值 . 利用 上 面 的 注 记 , 可 以 证 明 随 着 两 个 加 数 的 近似 值 精 
确 程度 的 增加 , 和 数 将 有 越 来 越 多 的 9 进位 数码 不 再 随 着 加 数 近似 值 的 精确 度 的 进 
一 步 增加 而 变化 . 

对 于 乘法 也 需要 解决 这 样 的 问题 . 

另 一 种 从 有 理 数 得 出 所 有 实数 的 不 太 具 有 构造 性 的 方法 是 属于 戴 德 金 的 . 

戴 德 金 把 实数 与 有 理 数 集 Q 的 一 个 分 割 等 同 起 来 , 这 就 是 把 Q 分 成 没有 共同 
元 素 的 两 个 集合 4, B, 使 得 va e 4Yb e B(a < 0). 这 样 处 理 实数 时 , 我 们 所 采用 的 
完备 公理 变 成 了 著名 的 戴 德 金 定理 . 由 于 这 个 缘故 , 常 把 我 们 所 采用 的 完备 公理 称 
为 戴 德 金 公理 . 

这 样 , 在 本 节 中 引出 了 一 些 重要 的 数 类 . 指出 了 自然 数 与 有 理 数 的 基础 作用 . 指 
出 了 怎样 由 我 们 采用 的 公理 系统 , 推出 这 些 数 的 基本 性 质 . 给 出 有 关 实 数 集 的 各 种 
模型 的 基本 知识 . 讨论 了 实数 理论 的 计算 方面 的 问题 : 当 用 近似 值 做 算术 运算 时 的 
误差 估计 ; 9 进位 计数 系统 . 


练 习 


1. 依据 归纳 原理 证 明 : 

a) 实数 之 和 zi + … 十 zn 与 加 括号 时 的 位 置 无 关 ; 

b) 对 乘积 zi: . … + zn 也 如 此 ; 

©) lz 十 :… 十 zn| < zi 十 … 十 |znl 

qd) za zn = zl lenl; 

ej (m,neN)A(m<n)= ((n-m)eN); 

f) 当 z > -1 且 neN 时, (1+z)”>1+nzi 同时 ,只 有 n= 1 或 z = 0 时 等 号 成 立 
( 伯 努 利 不 等 式 ); 

8) (a+0)" =a" + on!b+ Me Donap 4+...+ 
项 式 ). 


n(n—1).…2 


i Dr ab"! + b"( 牛 顿 二 
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A 


a) 验证 Z 与 Q 都 是 归纳 集 ; 
b) 举 出 一 个 异 于 N、Z、Q、R 的 归纳 集 的 例子 . 


， 试 证 , 任何 归纳 集 无 上 界 . 
a) 任何 归纳 集 是 无 穷 集 ( 即 它 与 自己 的 一 个 真子 集 等 势 ). 
b) 集 En = {zeHlz < n} 是 有 限 集 (用 n 来 记 cardEn). 
a) 欧 几 里 得 轰 转 除法 . 设 m,n e N 且 m > n. 最 大 公约 数 (HCF(m,n) = de N) 可 用 以 
下 由 一 串 带 余 除 法 构成 的 欧 几 里 得 驾 转 除法 , 经 有 限 步 算出 : 
m= gmnti+r (ri<n), 
n=gqrtra (r2<n), 


T1= gsr2+r73 (ra < r2)， 


Tk—1 = qk+1T7k + 0, 
而 d = mk. 
b) 如 果 d = HCF(m,n), 那么 , 必 能 找到 p,q e Z 使 得 pm + gn = d; 特别 当 mm 互 素 
时 , 则 得 pm 十 gn = 1. 
。 试 独立 地 证 明 算术 基本 定理 (公式 在 82 第 2.a 段 ) 


.如 果 自 然 数 的 乘积 m .mn 能 被 素数 p 整除 , 即 mm .=P .KE N, 那么 , 或 m 或 n 能 被 p 
整除 . 


8. 由 算术 基本 定理 推出 素数 集 是 无 穷 集 . 


10. 


11. 


。 试 证 , 如 果 自 然 数 n 不 是 km 这 种 形式 , 这 里 的 上,m E N, 那么 方程 z” = nn 没有 有 理 根 . 
试 证 , 在 任何 4 进位 记 数 法 中 , 有 理 数 必 是 循环 的 , 即 从 茶 一 位 开始 , 由 周期 重复 的 一 组 数码 
构成 
设 a e 有 为 无 更 数 , 如 果 对 于 任何 自然 数 n, NE N, 存在 有 再 数 了 ,使 |- 引 < 二 ,我 
们 就 说 a 能 用 有 理 数 通过 得 好 . 

a) 造 一 个 用 有 理 数 各 近 得 好 的 无 理 数 例子 

b) 证 明 用 有 理 数 通 近 得 好 的 无 理 数 ， 不 可 能 是 代数 数 ， 即 它 是 超越 数 。 (这 是 刘 维尔 

(Liouville)Q@ 定 理 ). 


， 据 分 数 定义 知道 亚 := mn.m-1, 这 里 m E Z,n e N. 试 导 出 分 数 加 法 , 乘法 , 除法 的 “规则 ”， 


以 及 两 个 分 数 相等 的 条 件 . 


。 验证 有 理 数 集 Q 满足 实数 集 的 一 切 公理 , 但 完备 公理 除外 
.采用 实数 集 的 几何 模型 , 即 数 轴 , 试 说 明 在 此 模型 中 怎样 作出 a 十 b,a 一 b,ab， $: 


a) 在 数 轴 上 解释 完备 公理 . 
b) 证 明 上 确 界 原理 与 完备 公理 等 价 . 


@ 刘 维 尔 (Liouville)(1809 一 1882) 一 一 法 国 数学 家 , 从 事 复 分 析 、 几 何 、 微 分 方程 、 数 论 、 力 学 研 


究 . 
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16. a) 如 果 AC BcCR, 那 么 sup A < supB, 而 inf A > inf B. 
b) 设 RDX#@, 且 RR2Y 关 5. 若 YzE X,Yy EY 满足 z<y. 那么 X 上 有 界 而 也 
下 有 界 , 并 且 supX < inf YY. 
c) 如 果 b) 中 的 X 与 Y 又 满足 XUY = RR, 那么 , supX = infY. 
d) 如 果 X,Y 是 c) 中 所 定义 的 集 , 那么 , 或 者 3maxX, 或 者 3minY( 这 是 戴 德 金 定理 ). 
e) ( 接 d)) 试 证 戴 德 金 定理 与 完备 公理 等 价 . 
17. 设 4+ 已 是 形 如 a+b 的 数 的 集合 , 4.B 是 形 如 ab 的 数 的 集合 ,其 中 ae 4C R,be BC R. 
试 检查 是 否 总 有 
a) sup(A+ 有) = sup4+sup Bi; 
b) sup(A. B) = sup A.supB. 
18. 设 -4 是 形 如 一 a 的 数 的 集合 , 这 里 ae 4 C 有 , 试 证 , sup( 一 A) = 一 inf A. 
19. a) 试 证 方程 2" =a 当 neN 且 a>0 时 有 正 根 ( 记 作 Wa 或 a#), 叫 n 次 算术 根 . 
b) 验证 , 当 a > 0,b>0 且 n,meN 时 ， 
Vab= Ya Vo 有 VYa= "a. 
oj (a )m = (a")# =: a 办 而 a .a 坟 二 a#+ 赤 . 
d) (oa 只)-1 = (0!)® =:a-D. 


6) 试 证 , 对 于 任何 rura e Q 


ar .ara = aritr 是 (ari)r = arar2. 


20. a) 试 证 集合 间 的 包含 关系 是 偏 序 关系 (但 不 是 全 序 关系 !). 
b) 设 4,B,C 满足 4CC,BCCANB 关 且 B\4 关 台 . 像 a) 中 那样 , 在 这 三 个 集 间 
引进 偏 序 . 试 指出 集合 {4, B,C} 中 的 极 大 元 与 极 小 元 (注意 其 不 唯一 性 !). 
21. a) 试 证 , 像 有 理 数 集 Q 一 样 , 形 如 a 十 bV 之 集 Q(V) 是 有 序 域 , 其 中 wb e Q, 而 n 
是 不 等 于 平方 整数 的 固定 的 自然 数 . Q(V7) 还 满足 阿 基 米 德 原理 , 但 不 满足 完备 公理 . 
b) 如 果 在 Q(VP) 中 保留 以 前 的 算术 运算 , 而 按 
(a+bVi < a +hVA):= (<) Vv (b=8) (a < 0))) 


规定 序 关系 , 检验 实数 公理 中 的 哪 一 些 对 Q(VF) 不 再 满足 . 这 时 对 于 Q(V7) 来 说 , 阿 
基 米 德 原理 是 否 还 对 ? 
c) 在 有 理 系数 或 实 系数 多 项 式 集合 P[z] 中 建立 序 关系 使 
ao+az 十 .… 十 amzn 三 0, 若 on >0. 


d) 试 证 , 系数 ai,b; 属于 Q 或 属于 RR 的 所 有 有 理 分 式 


SS Qao+aiz+… 二 amz™ 
二 二 


的 集合 Q[z], 在 按 Rm,n > 0, 若 秋 > 0 引入 序 关系 与 通常 的 算术 运算 之 后 , 构成 有 序 
域 , 但 不 是 阿 基 米 德 序 域 . 这 意味 着 , 阿 基 米 德 原理 不 能 抛 开 完 备 公理 从 及 的 其 他 公理 
推出 . 
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22. 设 neN 且 n>1. 在 集 EE 二 {0,1… ,n 一 1} 中 定义 二 数 之 和 与 积 为 将 该 二 数 在 及 中 
的 “普通 ”的 和 与 积 除 以 n 所 得 的 余数 . 在 EE 中 如 此 定义 了 加 乘 运 算 后 记 作 Zn. 
a) 试 证 , 如 果 n 不 是 素数 , 那么 在 Zn 中 存在 着 异 于 零 的 数 m, 大 , 使 得 m -kk = 0 (这 样 的 
数 叫做 零 因 子 ) 这 就 是 说 , 由 a. b= 二 cb, 即使 6 关 0, 在 Zs 中 也 推 不 出 = c 来 . 
b) 试 证 , 当 p 为 素数 时 , Zo 中 没有 零 因 子 , 而 Z 是 域 . 
ec) 试 证 , 对 任何 素数 p, 域 Z 不 能 给 以 一 种 顺序 , 使 它 与 Z 中 的 算术 运算 相 协 调 . 


23. 设 及 与 R' 是 实数 集 的 两 个 模型 , f : R 一 R' 是 对 于 任何 z,y € 及 满足 
f(z+y) = f(z) + f(y), f(z:Y) = fc) f(y) 


的 映射 . 试 证 : 
a) f(0) = 
b) 如 果 f(z) 夫 0, 则 f(1) = 1( 我 们 以 后 认为 这 个 条 件 成 立 ); 
oj f(m) =m, 这 里 meZ 而 m eZ 并 且 f:Z 一 Zi 是 双 射 且 保 序 ; 
d) 7 (全 ) = 加 ,这 里 m,n eZ nz¥0,m,n eZ,n #0,f(m) =m’,f(n) =n'. 因此 
f: 4— QQ 是 保 序 双 射 ; 
ej 了 :了 一 R' 是 保 序 双 射 . 


24. 据 上 题 及 完备 公理 , 试 证 实数 集 , 在 同 构 (实现 方法 ) 意义 下 , 由 实数 集 的 公理 系统 完全 确定 ， 
即 如 果 RR 与 R' 是 满足 (实数 ) 公理 的 两 个 集合 , 那么 , 存在 双方 单 值 映 射 了 : R 一 R', 且 保 
持 算术 运算 和 序 关 系 : 


f(z +y) = f(7) + f(9), F(z) = 7(z) FY UR(z < y) $ (f(z) < f(9)). 
25. 在 电子 计算 机 中 , 数 > 表 成 


的 形式, 其 中 p 是 = 的 阶 数 , M 一 bb = 的 尾数 ( < M < 1). 


同时 , 机 器 只 能 对 一 一 定 范围 内 的 数 进行 运算 : 当 g = 2 时 , 通常 |p| < 64, 而 上 = 35. 试 估计 
在 十 进位 制 中 机 器 的 工作 范围. 

26. a) 对 六 进位 制 列 出 一 个 (范围 为 6 x 6) 乘法 表 来 . 
b) 利用 问题 a) 的 结果 , 做 六 进位 制 的 “ 竖 式 ”乘法 : 


(532)e 
x(145)e 


再 用 十 进位 制 计算 , 以 验证 你 算 的 结果 . 
c) 以 “ 角 ” 式 做 除法 : 
(1 301)el(25)e 


再 用 十 进位 制 计 算 , 以 验证 之 . 
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d) 做 “ 竖 " 式 加 法 
(4 052)e 
+(3 125)e 
27. 将 (100)1o 写成 二 进位 及 三 进位 数 的 形式 . 
28.、 a) 试 证 : 与 整数 能 唯一 地 写成 
(anan-l ao)s as € {0,1,2} 


之 形式 的 同时 , 它 还 能 唯一 地 写成 
(BnBn-1:**bo)s pie {-1,0,1). 
的 形式 . 


b) 一 堆 硬 币 中 有 一 枚 是 假 的 , 它 只 是 在 重量 上 与 其 他 的 不 同 . 若 限 于 在 天 秤 上 最 多 称 三 次 
就 能 挑 出 其 中 的 假币 来 , 问题 这 堆 硬币 最 多 是 多 少 枚 ? 


29. 为 了 探 明 七 位 数 电 话 号 中 的 任 一 个 , 最 少 需 要 给 出 多 少 次 “是 ”与 “ 否 ”的 回答 ? 
30. a) 利用 二 十 个 十 进 数 码 (例如 , 全 部 十 个 数码 每 一 个 都 占 两 位 ). 可 以 给 出 多 少 个 不 同 的 数 ? 
对 于 二 进位 制 回答 同一 问题 , 从 比较 结果 看 , 这 两 种 进位 制 哪 一 种 比较 经 济 ? 
b) 试 估计 , 由 g 进 制 的 n 个 号 码 能 写 出 多 少 个 不 同 的 数 来.( 答 案 :(q)3.) 
c) 设 自 变量 z 为 自然 数 , 作出 函数 f(z) = z 的 图 像 , 并 比较 各 种 计数 法 的 经 济 性 . 


83. 与 实数 集 的 完备 性 有 关 的 基本 引 理 


在 这 里 , 我 们 建立 几 个 简单 、 有 益 的 原理 , 其 中 每 一 个 都 能 当 作 完备 公理 而 成 为 


建立 实数 理论 的 基础 D. 
我 们 之 所 以 称 这 些 原理 为 基本 引 理 是 因为 , 它们 在 分 析 学 定理 的 各 种 各 样 的 证 
明 中 有 广泛 应 用 . 


1. 闭 区 间 套 引 理 ( 柯 西 - 康 托 尔 原理 ) 


定义 1 以 自然 数 为 自 变量 的 函数 f : N 一 X 叫做 序列 , 更 完整 的 说 法 是 集合 
XX 中 的 元 素 序列 . 


与 ne N 相对 应 的 、 函 数 f 的 值 f(n), 常 记 作 zn, 并 称 为 序列 的 第 n 项 . 
定义 2 设 入 ,Xz,… ,Xn,… 是 集合 的 序列 . 如 果 
X1 I X2 I I Xn I ,BpYn € N(Xn D Xn+1), 


那么 , 就 说 它 是 集 列 套 . 
中 参看 节 末 问题 4. 


$3。 与 实数 集 的 完备 性 有 关 的 基本 引 理 . 59， 


引 理 对 于 任何 闭 区 间 套 * 
五 五 2…D 有 RD… 


存在 一 点 cE 及 , 属于 这 些 闭 区 间 的 每 一 个 . 
此 外 , 如 果 对 于 任何 。 > 0, 在 序列 中 能 找到 闭 区 间 ,使 其 长 |Ik| < s, 那么 c 
就 是 所 有 闭 区 间 的 唯一 公共 点 . 


< 首先 注意 , 对 我 们 序列 中 的 任何 两 个 15 = [am, bm]j, In = [an;bn], 必 有 am < 
bn. 因为 , 如 若 不 然 , 就 得 到 an < 如 < am < bm, 即 闭 区 间 Im, I, 没有 公共 点 , 但 同 
时 其 中 下 标 较 大 的 一 个 又 要 包含 在 另 一 个 之 中 . 

因此 数 集 4 = {am,m e N},B = {bn,n e N} 满足 完备 公理 的 条 件 . 据 此 存在 
一 数 ce R 使 得 Yam € 4,Ybm e B 满足 am < c < bn. 尤其 是 对 于 任何 me N 有 
an < c < bn. 这 就 是 说 , 点 c 位 于 一 切 闭 区 间 1 中 . 

今 设 cl 与 c2 为 具有 这 种 性 质 的 两 个 点 ,如果 它们 不 同 , 比如 说 c < cz, 那么 ， 
对 于 任何 me N,an < cl < co < bn. 所 以 0 < cz 一 c1 < bn 一 an, 因而 在 我 们 的 闭 区 
间 序 列 中 , 每 个 闭 区 间 的 长 度 不 能 小 于 c2 - ci. 这 就 是 说 , 如 果 在 序列 中 有 长 度 任意 
短 的 闭 区 间 , 那么 它们 的 公共 点 必定 是 唯一 的 . > 


2. 有 限 覆 盖 引 理 ( 博 雷 尔 - 勒 贝 格 原 理 ) 

定义 3 设 5={X} 是 由 一 些 集合 X 构成 的 集 族 . 如 果 Y Cc 灿 。 X( 即 集合 了 
的 每 个 元 素 y, 至 少 含 在 集 族 5 中 的 一 个 集合 X 中 ), 就 说 用 益 集 合 Ws 

集合 5 = {X} 的 子 集 也 是 一 个 集 族 , 叫做 5S 的 子 族 . 于 是 , 集 族 的 子 族 本 身 还 
是 同一 类 型 的 集 族 . 

引 理 在 禾 盖 一 个 闭 区 间 的 任何 开 区 间 族 中 ， 存 在 着 履 盖 这 一 闭 区 间 的 有 限 
子 族 . 

< 设 5 = {U} 是 覆盖 闭 区 间 [a,4] = 五 的 开 区 间 族 , UV 是 开 区 间 . 假如 闭 区 间 
五 不 能 用 5S 中 的 有 限 个 来 覆盖 , 那么 , 把 五 等 分 成 两 个 闭 区 间 时 , 至 少 有 一 个 不 能 
有 有 限 覆 盖 , 将 这 个 闭 区 间 记 作 五 . 对 I 进行 同样 的 对 半分 手续 就 得 到 1, 等 等 . 

这 样 , 就 得 到 一 个 闭 区 间 套 

1 Bee Dg 
它们 都 不 能 用 开 区 间 族 5 的 有 限 子 族 覆 盖 . 因为 这 样 做 n 步 时 所 得 到 的 线段 J, 之 
长 为 |mm| = 异 , 所以, 在 序列 {I,} 中 有 长 度 任意 小 的 闭 区 间 (参看 82,4c 之 引 理 ). 
@ 博 雷 尔 (Borel) (1871 一 1956), 勒 贝 格 (A.Lebesgue) (1875 一 1941) 一 一 著名 的 法 国 数学 家 , 函数 

论 专家 . 
* 译 者 注 . 请 读者 注意 , 根据 定义 ( 见 上 一 节 定义 6) 闭 区 间 , 与 无 界 区 间 不 同 , 是 有 界 集 . 
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据 闭 区 间 套 引 理 , 存在 一 点 c, 属于 每 一 个 闭 区 间 Ih,n e N. 因为 ce 五 = [a 
所 以 必 有 族 5S 中 的 一 个 开 区 间 ja,6[= U € 5 包含 着 点 c, 即 a < c < 8. 令 
E= min{c 一 ap -cj, 在 所 做 出 的 那 一 列 闭 区 间 中 找 出 一 个 五, 使 |1| < e. 因为 
cE I, 且 |In| < 因此 CcU =]a,BL 但 这 与 不 能 由 开 区 间 族 中 的 有 限 个 所 覆 
盖 这 件 事 矛 盾 . > 


3. 极限 点 引 理 ( 波 尔 察 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 9 原理 ) 我 们 记得 , 含有 点 ze RR 的 
开 区 间 , 我 们 称 它 为 z 的 邻 域 ; 而 开 区 间 ]z -6z+ 6[ 叫做 点 z 的 5 邻 域 . 


定义 4 假如 点 pe RR 的 任何 邻 域 都 包含 X c 及 的 一 个 无 穷 子 集 , 就 称 点 PEe 民 
为 集合 X 的 极限 点 . 


这 个 条 件 显然 与 以 下 的 条 件 等 价 : 在 点 p 的 任何 邻 域 中 , 至 少 含有 X 中 的 一 个 

不 与 p 重合 的 点 (请 验证 !). 

举 几 个 例子 

设 X= 位 eRneN)}, 则 只 有 点 0€ R 是 X 的 极限 点 . 

对 于 开 区 间 ]a,t[ 来 说 , 闭 区 间 [a, 相 的 每 一 点 是 极限 点 , 并 且 不 再 有 其 他 的 极 
限 点 . 
RR 的 每 一 点 是 有 理 数 集 Q 的 极限 点 , 因为 我 们 知道 , 在 实数 集 的 任何 开 区 间 中 
都 含有 有 理 数 . 


引 理 ( 波 尔 察 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 ) 每 个 无 穷 有 界 集 至 少 有 一 个 极限 点 ， 


< 设 X 是 给 定 的 R 的 子 集 ， 由 X 有 界 性 的 定义 推 知 , X 含 在 某 个 闭 区 间 
fo 电 = 工 CR 中 , 现在 证 明 , 闭 区 间 了 中 至 少 及 的 一 个 极限 点 . 

如 果 不 如 此 , 那么 每 点 z e T 有 邻 域 U(z), 其 中 或 者 不 含 X 的 点 , 或 者 只 有 有 
限 多 个 这 种 点 . 对 于 每 个 > e 了 所 构造 的 这 些 邻 域 的 总 体 {U(z)} 形成 闭 区 间 工 的 
一 个 开 区 间 覆 盖 ; 根据 有 限 覆 盖 引 理 , 能 从 其 中 取出 有 限 个 开 区 间 U(z1),… ,UV(zn) 
来 , 仍然 覆盖 闭 区 间 I. 但 是 X c 7, 所 以 这 有 限 个 区 间 也 覆盖 着 X. 然而 在 每 个 
U(zi) 中 只 含 X 的 有 限 个 点 , 所 以 在 它们 的 并 中 也 只 含 X 的 有 限 个 点 , 即 X 是 有 
限 集 . 这 与 假设 矛盾 , 从 而 完成 了 定理 的 证 明 . > 


练 习 
1. 试 证 
a) 如 果 了 是 任意 一 个 闭 区 间 套 , 那么 
sup{a € Rlla,H] € I} =a < B= inf{b € Rlla,d] € 1}, 


中 波 尔 察 诺 (B. Bolzano) (1781 一 1848) 一 一 捷克 数学 家 与 哲学 家 . 魏 尔 斯 特 拉 斯 (K. Weierstrass) 
(1815 一 1897) 一 一 德国 数学 家 , 他 非常 关注 数学 分 析 的 逻辑 基础 . 


§4， 可 数 集 与 不 可 数 集 “61. 


有 = 门 et 


[ae 加 ET 
昌 如 果 了 是 一 个 开 区 间 套 那么， 交集”) je,4l 可 能 是 空 集 . 
提示 obo 记 10, 工 
2. 试 证 
a) 覆盖 一 个 闭 区 间 的 闭 区 间 族 不 必 包 含 此 闭 区 间 的 有 限 子 覆 盖 . 
b) 覆盖 一 个 开 区 间 的 开 区 间 族 不 必 包 含 此 开 区 间 的 有 限于 覆盖 . 
c) 覆盖 开 区 间 的 闭 区 间 族 也 不 必 包 含 此 开 区 间 的 有 限 子 覆盖 . 
3. 试 证 , 如 果 将 所 有 实数 之 集 民 代 之 以 有 理 数 之 集 Q, 把 闭 区 间 , 开 区 间 与 点 7 & Q 之 邻 域 理 
解 成 @ 的 相应 的 子 集 , 那么 , 上 面 所 证 明 的 三 个 基本 引 理 的 任 一 个 都 不 再 成 立 . 
4. 试 证 , 如 果 把 
a) 波 尔 察 诺 _ 魏 尔 斯 特 拉 斯 原理 或 
b) 博 雷 尔 - 勒 贝 格 原理 
取 作为 实数 集 的 完备 公理 , 那么 就 得 到 与 前 面 等 价 的 、R 的 公理 系统 . 
提示 : 由 a) 推出 阿 基 米 德 原理 及 原来 形式 的 完备 公理 . 
c) 用 柯 西 - 康 托 尔 原 理 代替 公理 系统 中 的 完备 公理 , 另外 , 再 假定 阿 基 米 德 原理 , 这 样 得 到 
的 公理 系统 与 厌 公理 系统 等 价 (参看 上 节 问题 21). 


§4. 可 数 集 与 不 可 数 集 


现在 , 我 们 对 于 在 第 一 章 中 已 经 谈 到 的 有 关 集合 的 知识 , 做 些 不 大 的 但 对 以 后 
很 有 用 的 补充 . 


1. 可 数 集 


定义 1 如 果 集合 X 与 自然 数 集 N 等 势 , 即 card X = card N, 就 称 X 为 可 
数 集 . 


命题 a) 可 数 集 的 无 穷 子 集 是 可 数 集 . 
b) 有 限 个 或 可 数 个 可 数 集 的 并 是 可 数 集 . 


< a) 只 需 验证 自然 数 集 N 的 每 个 无 穷 子 集 EF 与 N 等 势 . 我 们 用 下 面 的 方式 来 
建立 所 需要 的 双 射 :N 一 . 有 最 小 元 , 使 它 与 1 e N 对 应 , 并 记 作 el e 5. 集 
忆 是 无 穷 集 , 所 以 Bz = EE\{e1} 不 空 , 使 BB 的 最 小 元 与 数 2 对 应 , 记 作 ez e Bo. 然 
后 考察 Bs = EE\{e1,ez}, 等 等 . 因为 E 是 无 穷 集 , 所 以 这 种 做 法 不 能 到 第 n 步 就 完 
了 . 因此 , 据 归 纳 原理 , 对 于 每 个 ne N, 有 某 个 数 en e 已 与 之 对 应 , 所 建立 的 映射 
f :RN 一 已 显然 是 内 射 . 
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现在 只 需 验 证 映射 了 是 满 射 , 即 f(N) = E. 设 ee E. 集合 {ne RNln < e} 是 有 
限 集 , 它 的 子 集 {n e Eln < e} 更 是 有 限 集 了 . 设 在 此 子 集 里 有 个 元 素 . 这 时 , 根 
据 我 们 的 做 法 , e = ex. 

b) 如 果 Xi1,… , Xn,… 是 可 数 集 族 , 并 且 每 个 集合 


Xm = {zh Tm} 
本 身 也 是 可 数 集 , 那么 , 由 元 素 zn%(m,n e N) 组 成 的 集 X = Xm 的 势 不 小 于 每 


个 Xs 的 势 , 所 以 X 是 无 穷 集 .可 以 把 元 素 zh < Xw 与 自然 小 序 对 (mm) 等 同 起 
来 . 因此 , X 的 势 不 大 于 这 些 序 对 之 集 的 势 . 然而 用 公式 
[ (mt)m tnt+ 1) Ey 

所 给 出 的 映射 f : N x N 一 N, 很 容易 验证 为 双 射 . ( 它 的 直观 意义 是 : 我 们 这 样 来 给 
平面 上 坐标 为 (m,n) 的 点 编号 , 从 mm 十 n 为 常数 的 一 条 对 角 线 , 过 渡 到 另 一 条 对 角 
线 , 在 这 后 一 条 对 角 线 上 , m +m 比 前 一 条 对 角 线 多 1.) 

因此 , 自然 数 序 对 是 可 数 的 . 因而 card X < card N. 又 因 X 是 无 穷 集 , 根据 a)， 
推 知 card X = card N. 

由 以 上 命题 推 知 , 可 数 集 的 任何 子 集 , 或 有 限 , 或 可 数 .如 果 知 道 了 某 个 集合 或 
为 有 限 , 或 为 可 数 , 就 说 它 是 至 多 可 数 集 (等 价 的 写法 :card X < card N). 

特别 地 , 现在 可 以 断定 ,至 多 可 数 个 至 多 可 数 集 的 并 是 至 多 可 数 的 . 


推论 1) card Z = card N. 

2) card N? = card N. 

这 个 结论 说 的 是 , 可 数 集 的 直 积 是 可 数 集 
3) card Q = card N, 即 有 理 数 集 是 可 数 的 . 


< 有理数 二 由 整数 序 对 (m,n) 给 出 . 

两 个 序 对 (m,n), (m',m/) 给 出 同一 有 理 数 的 充 要 条 件 是 它们 成 比例 . 因此 , 对 每 
个 有 理 数 r, 可 到 ne N 使 存在 me Z, 喷 =r 且 n 是 满足 这 些 条 件 的 最 小 者 . 易 见 ， 
对 每 个 re Q@, 这 样 的 整数 对 (m,n) 是 只 -的 . 于 是 , 得 知 , 集 Q 等 势 于 集 Z x Z 的 
某 个 无 穷 子 集 . 但 是 card Z2 = card N, 因此 , card Q = card N.> 

4) 代数 数 集 是 可 数 集 

< 首先 注意 , 由 cardQxQ = card N, 据 归纳 法 得 知 , 对 任何 ke N, 有 card Q* = 
card N. 

元 素 r e Q* 是 上 个 有 理 数 的 序 组 (71,… ,rk). 

有 理 系数 的 上 次 代数 方程 可 以 写成 


Trrt +..+re=0 


8$4。 可 数 集 与 不 可 数 集 ” 63. 


的 形式 , 其 中 最 高 次 寡 的 系数 等 于 1. 这 样 , 有 多 少 个 不 同 的 次 代数 方程 , 就 有 多 
少 个 有 理 数 序 组 , 即 次 有 理 系数 代数 方程 构成 可 数 集 . 

一 切 有 理 系数 代数 方程 也 组 成 可 数 集 ， 因 为 它 是 可 数 集 的 可 数 并 (k 次 有 理 系 
数 代 数 方程 之 集 关 于 次 数 k e N 的 并 ). 每 个 这 样 的 方程 只 有 有 限 个 根 , 因此 , 代数 
数 之 集 最 多 可 数 , 然而 它 是 无 限 集 , 所 以 必 是 可 数 集 . > 


2. 连续 统 的 势 
定义 2 实数 集 R 也 叫做 数 的 连续 统 @, 而 它 的 势 叫做 连续 统 的 势 . 
定理 ( 康 托 尔 ) card N < card R. 


定理 断定 无 穷 集 R 的 势 大 于 无 穷 集 N 的 势 . 

< 我 们 来 证 闭 区 间 [0, 1] 上 的 点 就 已 是 不 可 数 的 了 . 

假如 它 可 数 , 即 它 能 写成 序列 z1,z2,… ,zn,… 的 形式 ， 在 闭 区 间 [0,1] = 夯 
上 , 取 定 一 闭 区 间 五 , 使 五 之 长 不 为 零 , 且 五 不 含 z1; 在 五 中 取 定 闭 区 间 1, 使 
Iz| 才 0, 并 且 环 不 含 点 z2; 如 果 已 经 做 出 了 闭 区 间 I 使 |1| 去 0, 且 1 不 包含 rw 
那么 , 从 其 中 即 可 截取 [+1 使 11mi| 关 0, 且 zn+l Int1. 据 闭 区 间 套 原理 , 存在 一 
点 co, 它 属于 一 切 闭 区 间 10, 卫 ,… , I,…. 但 是 按照 我 们 的 做 法 , 闭 区 间 Jo = [0, 1] 
的 这 个 点 , 不 能 是 点 列 z1,z2,… ,zn,… 中 的 任何 一 点 . > 


推论 1) Q@ 关 民 且 无 理 数 存在 . 
2) 因为 代数 数 之 集 可 数 , 所 以 存在 超越 孝 . 


(在 解答 了 本 节 末 的 问题 3 以 后 , 读者 大 概 希 望 把 上 面 的 断 语 改 成 :“ 在 实数 集中 ， 
代数 数 也 是 有 时 会 遇 到 的 数 *”.) 

早 在 集合 论 一 开始 , 就 出 现 了 是 否 存 在 着 可 数 集 势 与 连续 统 势 的 中 间 势 的 集 这 
个 问题 , 并 提出 了 叫做 “连续 统 假定 ”的 命题 , 它 断定 不 存在 中 间 势 

这 个 问题 深刻 地 涉及 数学 的 基础 , 它 被 美国 数学 家 科恩 (P. Cohen) 在 1963 年 
完全 解决 . 科恩 证 明了 连续 统 假定 是 不 可 解 的 , 并 指出 , 无 论 是 它 本 身 还 是 它 的 否定 
与 公理 化 集合 论 都 没有 矛盾 , 所 以 连续 统 假定 在 这 公理 系统 框架 内 既 不 能 被 证 明 , 也 
不 能 被 否定 . 这 与 欧 几 里 得 关于 平行 线 的 第 五 公设 独立 于 其 他 几何 公理 的 情况 完全 
类 似 . 


练 习 
1. 试 证 所 有 实数 之 集 与 开 区 间 ] 一 1, 1[ 之 点 的 集 等 势 . 
2. 在 以 下 各 对 点 集 之 间 直 接 建立 双方 单 值 对 应 关系 . 
@ Continuum (拉丁 文 ) 一 连续 的 , 不 间断 的 - 
* 译 者 注 : 意 指 在 实数 集中 并 不 经 常 遇 到 代数 数 . 
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a) 两 个 开 区 间 ; 

b) 两 个 闭 区 间 ; 

c) 闭 区 间 与 开 区 间 ; 

d) 闭 区 间 [0, 1] 与 实数 集 及 . 


3. 试 证 
a) 任何 无 穷 集 含有 可 数 子 集 ; 
b) 偶数 集 与 所 有 自然 数 之 集 N 等 势 ; 
ec) 无 穷 集 与 一 个 至 多 可 数 集 的 并 的 势 与 原来 那个 无 穷 集 的 势 一 样 ; 
d) 无 理 数 集 具 有 连续 统 势 ; 
e) 超越 数 之 集 具有 连续 统 势 . 


4. 试 证 
a) 递增 自然 数列 之 集 与 形 如 0. qraz.… 之 二 进 小 数 之 集 等 势 ; 
b) 可 数 集 的 一 切 子 集 之 集合 , 具有 连续 统 的 势 . 


5. 试 证 
a) 集合 X 的 一 切 子 集 的 集合 P(X), 与 一 切 在 X 上 定义 而 取 值 为 0 或 1 的 函数 ( 即 一 切 
映射 了 : X 一 {0, 1}) 之 集 等 势 ; 
b) 设 X 是 mn 元 素 之 有 限 集 , 那么 card P(X) = 2"; 
c) 注意 到 问题 4b) 与 5a) 之 结论 , 可 以 得 到 card P(X) = 2c*rd *, 特别 地 , card P(N) = 
2eard N ~ card R; 
d) 对 于 任何 集合 X, 有 


card X < 2cardX， 


特别 地 , 对 一 切 ne N, 有 n < 2". 
提示 : 参看 第 一 章 84 第 1 段 的 康 托 尔 定理 . 


6. 设 XY，… ,Xm 是 有 限 个 有 限 集 , 试 证 


card @ *) = Dcard Xa - > card(Xa N Xis) 


i Prez 
+ 》 card(Xa NX NXi) 一 … 
ci 


+(—D)™ card(X1 NN Xm), 


并 且 求 和 是 对 于 在 1,… ,m 范围 内 满足 和 号 下 的 不 等 式 的 一 切 可 能 的 选取 来 做 的 . 
7. 在 闭 区 间 [0, 1] C R 上 , 夯 出 那样 的 数 z 的 集合 :z & [0, 1, 其 三 进位 记 法 > = 0.aaazas … 
(as e {0,1,2}) 具 下 列 三 性 质 之 一 : 
a) aa 天 了 
b) (a # DA (a #D); 
cj) vi e Na 了 1)( 康 托 尔 集 ). 


84。 可 数 集 与 不 可 数 集 65 


8，( 续 问题 7) 试 证 
a) 在 三 进位 记 法 中 不 含有 1 的 那些 数 = e [0, 1] 的 集 , 与 二 进位 记 法 中 表示 成 0.61P2,…… 
的 所 有 数 的 集 等 势 ; 
b) 康 托 尔 集 与 闭 区 间 [0, 1] 的 所 有 点 之 集 等 势 . 
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在 对 实数 概念 的 全 面 讨论 中 , 我 们 特别 指出 了 , 在 测量 实际 物理 量 时 , 得 到 的 是 
它们 的 近似 值 序列 , 随后 还 必须 对 这 些 近似 值 序列 进行 研究 . 

这 种 情况 马上 会 产生 至 少 三 个 问题 : 

1) 得 到 的 这 个 近似 序列 与 被 测 的 量 之 间 有 什么 联系 ? 我 们 从 数学 上 考虑 这 个 问 
题 , 就 是 说 , 我 们 希望 准确 地 知道 “近似 值 序列 ”这 个 词 一 般 是 什么 意思 ; 它 能 在 何 
种 程度 上 刻画 被 测量 的 值 ; 这 种 刻画 是 否 唯一 , 或 者 说 , 同一 序列 能 对 应 着 所 测量 的 
不 同 值 吗 ? 

2) 近似 值 的 运算 与 精确 值 的 同样 的 运算 有 什么 关系 , 能 把 精确 值 换 成 近似 值 的 
运算 的 特征 是 什么 ? 

3) 如 何 根据 数列 本 身 来 确定 它 是 不 是 能 任意 逼近 某 个 量 的 数列 ? 

函数 极限 概念 一 这 是 分 析 的 基本 概念 之 一 一 一 对 这 些 问题 以 及 一 些 与 之 相 
近 的 问题 提供 了 答案 . 

我 们 从 考察 以 自然 数 为 自 变 量 的 函数 (序列 ) 开始 来 阐述 极限 理论 , 因为 已 经 弄 
清 了 这 些 函 数 的 基本 作用 , 而 且 , 实际 上 , 极限 论 的 所 有 基本 事实 , 在 这 个 最 简单 的 
情形 , 就 已 经 能 清楚 地 看 到 了 . 
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1 定义 和 例子 ”我们 回想 一 下 下 面 的 
定义 1 定义 域 为 自然 数 集 的 函数 f : N 一 X 叫做 序列 . 
函数 f 的 值 f(n) 叫做 序列 的 项 , 它们 用 映射 到 达 集 X 的 元 素 , 并 附加 自 变 
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量 作为 下 标 来 表示 : zw := f(n) . 因此 , 序列 本 身 用 符号 {zn} 表示 , 也 可 写成 
zl za ,Zn，… 的 形式 并 称 之 为 六 中 的 序列 或 集合 X 中 元 素 列 . 

元 素 zn 叫做 序列 的 第 m 项 . 

在 下 面 的 几 节 中 , 我 们 只 讨论 实数 列 有: N 一 RR. 


定义 2 称 数 A & 民 为 数列 {zn} 的 极限 ， 如果 对 于 点 4 的 任何 邻 域 V(4), 存 
在 号 码 N (其 选取 与 V(4) 有 关 ), 使 得 数列 之 所 有 标号 大 于 N 的 项 , 包含 在 点 4 的 
这 个 邻 域 V(4) 之 中 . 

下 面 将 对 这 个 定义 引 人 形 式 逻 辑 的 记 法 ,然而 , 我 们 先 指出 数列 极限 定义 的 另 
一 种 流行 的 表述 : 

称 数 A e R 为 数列 {zw} 的 极限 , 如 果 对 于 任何 = > 0, 存在 着 号 码 N, 使 得 对 于 
一 切 n>N, 有 |zn 一 A|l<e. 

如 果 注 意 到 点 4 的 任何 邻 域 V(4) 都 包含 这 点 的 一 个 。 邻 域 , 就 容易 验证 这 两 
种 说 法 的 等 价 性 (请 验证 ). 

极限 定义 的 这 后 一 种 说 法 是 说 , 不 论 给 出 怎样 的 精确 度 = > 0, 总 能 找到 号 码 N， 
使 以 数列 {zw} 的 项 去 逼近 数 4 时 , 只 要 n > NN, 绝对 误差 就 小 于 <. 

现在 用 逻辑 符号 写 出 极限 的 形式 化 的 定义 , 并 约定 用 式 子 “ lim zn = A” 表示 
数列 {zn} 的 极限 是 4. 于 是 


(lim, zn 二 4) := (A)I3N € NYn > N(zn EV(A)). 


而 相应 地 有 
(lim zn =4) :=Ve > 03N € NYn > N(|zn — Al<e). 


定义 3 如 果 lim z= 4, 就 说 数列 {zn] 收 修 于 4 或 说 趋 于 4, 并 记 成 “ 当 
一 00 时 zs AY 有 极限 的 序列 叫做 收 化 数列 . 没有 极限 的 序列 叫做 发 数 数 列 . 

讨论 几 个 例子 . 

例 1 ,lim t=0. 因为 当 n>N= 自 PR 

例 2 lim, "+! 一 1 因为 当 nm> 四 中 | 哇 :- 二 上 <。 成 立 . 


例 3 i = ] 轩 | 1+ OY)-1|- 
工 < 成 立 . 


@@ 回 是 z 的 整数 部 分 (参看 第 二 章 82 第 3 段 阿 基 米 德 原 理 的 推论 10?). 
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例 4 Jam ma =0. 因为 当 n> N= [i 时 ， 加? -0|< 二 < 成 立 


2 
例 5 二 =0 如 果 |q| > 1. 
我 们 根据 极限 的 定义 来 验证 它 . 像 在 第 二 章 $2 第 4c 小 节 中 所 证 的 那样 , 对 于 
任何 。 > 0, 能 够 找到 一 个 数 N e N 使 得 二 < < 因为 |g| > 1, 所 以 对 于 任何 


m > N 将 有 


1 1 上 
六 - 呈 - 床 < 证 < 
于 是 极限 定义 被 满足 了 . 

例 6 数列 12,3,4, 二 ,6,…, 其 第 nn 项 = nC "ne 是 发 散 的 . 


实际 上 , 如 果 4 是 数列 的 极限 , 根据 极限 的 定义 , 在 4 的 任何 邻 域内 , 至 多 有 有 
限 项 不 含 于 其 中 . 起 

数 4 关 0, 不 可 能 是 给 定 序列 的 极限 . 因为 取 = = | 腊 > 0, 则 在 4 的 。 邻 域 之 
外 , 有 数列 中 一 切 形 如 未 二 的 项 ,这 里 大 是 满足 二 了 < 区 的 自然 数 

数 4=0 也 不 可 能 是 这 个 数列 的 极限 , 因为, 在 以 0 为 中 心 的 单位 邻 域 之 外 , 显然 也 
有 序列 的 无 穷 多 项 . 

例 7 类 似 地 可 验证 数列 1, 一 1,1, 一 1,… (zn = (一 1)") 没有 极限 . 

2. 数列 极限 的 性 质 

a. 普遍 性 质 下 面 得 到 的 一 组 性 质 , 虽然 只 是 对 数列 讨论 的 , 但 是 我 们 将 来 可 
以 看 到 , 这 些 性 质 , 不 止 对 数列 成 立 , 而 且 有 普遍 的 意义 . 

一 个 数列 , 如 果 它 只 取 一 个 值 ,就 叫做 常数 列 . 

定义 4 如 果 存 在 一 个 数 4 与 号 码 N, 使 得 当 n > N 时 zw = 4, 就 说 数列 
{znj 为 最 终 常数 列 . 

定义 5 如 果 存 在 一 数 M, 使 得 对 于 任何 ne N,|zn| < M 成 立 , 就 说 数列 {zn} 
是 有 界 数 列 . 

定理 1 a) 最 终 为 常数 的 数列 收敛 . 

b) 数列 极限 的 任何 邻 域 , 包含 着 数列 中 除了 有 限 多 个 数 之 外 的 所 有 项 . 

c) 数列 不 能 有 两 个 不 同 的 极限 . 

d) 收 伊 数列 必 有 界 . 

< a) 如 果 当 > N 时 , zn = 4, 那么 对 于 点 4 的 任何 邻 域 V(4), 当 n > 入 
时 , zn EV(4), 即 ,im zn = A 

b) 此 结论 由 数列 极限 的 定义 直接 得 到 . 
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人 ) 这 是 本 定理 的 重点 . 设 lim zn = 41 上 且 ,lim_zn = ho. 如果 hi # hz. 那么 
就 能 定 出 A414 的 两 个 不 相交 的 令 试 V( Ai), (4 

例如 ,可 以 取 41, 4s 的 5 邻 域 ,这 里 取 5 = 3 |41 - hl. 据 极限 之 定义 , 求 得 
Na 与 Nz, 使 得 


Vn > Ni(zn eV(4i))，vn > Na(zn eV(42)). 


因此 , 当 n > max{Ni, Nz} 时 ,有 zn EV(41)nV(42). 但 因 V(41)nNV(42) = Ci, 所 
以 , 这 是 不 可 能 的 . 

dj 设 lim zn = 4. 在 极限 定义 中 , 令 e=1, 就 有 NN 使 得 Yn > N(lzn-4l| < 1 
这 就 是 说 , 当 n > N 时 有 |zn| <14|+1. 取 


M > max {lil, lzoh ee ,lenl, Al+ 
就 得 知 Yn > N(zn < M).> 
b. 极限 过 程 与 算术 运算 
定义 6 设 {zn}, fn} 是 两 个 数列 , 那么 分 别称 数列 
Tn 
{en + yn) {engn)} ,{ (2)} 


为 它们 的 和 、 积 与 商 (与 函数 的 和 、 积 与 商 的 一 般 定 义 相 符 ). 

当然 , 只 有 当 yn 关 0,n e N 时 , 商 才 有 定义 . 

定理 2 设 {zn}, {yn} 是 数列 , 如 果 im zn = A, lim yn 二 B, 那么 

a) lim (zn+yn)= A+B; 

b) im。 Zn 加 =4.B; 

9 lim。 加 一 入 ,如果 yn #0(n 一 4 2,…) 且 B#0. 

< 我 们 要 利用 已 经 知道 的 ( 见 第 二 章 82 第 4 段 ) 用 近似 值 进行 算术 运算 时 , 所 
产生 的 绝对 误差 的 估计 式 . 

命 |4 一 zn| = A(zn),1B 一 yn| = 人 A(yn). 这 时 , 对 于 a), 我 们 有 


I(4+B)— (zn +yn)| < Al(zn) + Alyn). 


设 给 定 。> 0. 因为 ,lim_ zn = 4, 存在 号 码 N', 使 得 Yn > N (Alzn) < 引 . 
因为 lim yn = B， 存在 号 码 N” 使 得 vn > N” (Al(yn) < 3 所 以 , 当 n > N = 
max{N” NW"} 时 , 就 得 到 


I((4+B)— (zn +yn)| <e. 
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据 极 限 的 定义 , 断 语 a) 得 证 . 
b) 已 知 


14 .已 一 zn yn| < |znlA(yn) 二 lynlA(zn) +A(zn) Alyn). 


对 于 给 定 的 。 > 0, 存在 着 数 N' 与 W“, 使 得 


vn>N’ (Ac <min {1, 二 和 


wa > N/ (Ac < min 人 ) 
所 以 , 当 m > N = max{N',N”} 时 , 就 有 
lesl<14|+Atzn) < 14|+1, 
lyn| < IBI+ A(yn) < 1BI+1, 
Alzn) Alyn) < min {1,3} -mi n {1, 引 < 全 


3 3 3 
于 是 , 当 n>N 时 
lonlAlyn) < (4I+D' ET 于 
lunlAlen) < (Bl+D 0B = 3 
Alzn) Alyn) < 3 
因此 , 当 n> N 时 , |4B - znyn| < <. 
oj 利用 估计 式 
| _ zn| < lenlAlyn)+lynl -Alzn) .1 
互 加 | 和 加 In) 
这 里 it) = 个 2， 
对 于 给 定 的 = > 0, 存在 数 N' 及 N”, 使 得 
yn > N' (Ac < min 型) Cs 
IB| _e-B? 
> "(Aen) < win { ,65))- 


所 以 , 当 n > max{N',N"} 时 , 得 到 


lzn| <|A|+A(zn) <|AI+1, 
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B BI 
lml>IBl-AeoJ>Il- 加 > 出， 
1 2 
a 
0< ly) = HME) < (BL 3, 


2 IB/2 3 
1— 6(yn) > Ee 
因此 ， 


|zn| 喜人 (wn) < (lA4I+D). 直 “160A TD 4 


1 2 elBl 
| Aco < 两 28 = 和 
1 


0 址 5 <2, 
于 是 , 得 : 当 n > N 时 , 有 
SW 
Bh <ePp 


注 这 样 表述 的 定理 也 可 用 另外 的 、 较 少 构造 性 的 方法 去 证 明 , 大 概 , 这 是 读者 
从 中 学 课本 的 分 析 初 步 就 已 经 知道 的 . 后 面 讲 到 任意 函数 的 极限 时 , 我 们 将 重 温 这 
种 方法 , 而 在 这 里 , 在 我 们 讨论 数列 的 极限 时 , 我 们 想 关注 一 下 , 根据 对 算术 运算 结 
果 的 误差 要 求 , 寻找 参与 运算 的 量 的 容许 误差 的 问题 . 


c, 极限 过 程 与 不 等 式 

定理 3 a) 设 {zn}, {yn} 是 两 个 收 化 数列 ,并且 lim zn = A, lim yn = B. 如 
果 A < B, 就 有 号 码 N e N, 使 得 对 于 任何 n> N, 不 等 式 Zn < yn 成 立 . 

b) 设 {zn}, {yn}, {zn} 是 这 样 三 个 数列 : 当 n> N EN 时 , zn < Yn < zn. 如 果 
{zn} 与 {zn} 收 伊 于 同一 极限 ,那么 数列 {yn} 也 收 伊 于 这 个 极限 . 

< a) 取 一 数 C 使 4 < C < B. 根据 极限 的 定义 , 存在 数 N' 与 N”, 使 得 
当 n > N' 时 , |zn 一 4|<C-4, 并 且 当 n> N% 时 , |yn -BI|<B-C, 这 样 , 当 
n>N = max{N',N"} 时 , 就 得 到 


zn<A+(C-A)=C=B-(B-C)<y: 
虽 设 lim zn = ,lim zn = 4. 对 于 e>0， 找 出 N',N”, 使 得 当 n > N' 时 ， 


A-e<zn, 当 n>N" 时 , zn < A+e. 于 是 , 当 n > N = max{N'N”} 时 , 得 到 
A-e<zn <yn zn < At+e, 或 |yn— 4j<=. 因此 4= lim yn.> 
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推论 设 limzn = 4,limyn = B. 如 果 存 在 号 码 N, 使 得 当 n>N 时 . 
a) zn > gm 那么 A> B; 
b) zn 之 vn, 那么 A>B; 
cj zn>B, 那 么 A>B; 
dj) zn 之 B, 那 么 A4>B. 


< 用 反 证 法 , 从 定理 的 第 a) 条 直接 推出 al 和 b) 来 . 第 三 、 四 断 语 是 前 两 个 断 
语 在 ys = B 时 的 特殊 情况 . w 
请 注意 ， 一 个 严格 不 等 式 ， 在 求 极限 后 可 能 变 成 等 式 . 例如 ， 对 于 一 切 的 


neN,=>0, 但 lim -=0. 
n 用 一 oo 也 
3. 数列 极限 的 存在 问题 


a. 柯 西 准则 
定义 7 数列 {zn}. 叫 做 基本 列 (或 柯 西 列 ), 如 果 对 于 任何 数 es > 0, 存在 号 码 
N e N, 使 得 由 n > Nm > NN 推 知 |zm 一 zn| <<.@ 


定理 4 (数列 收敛 的 柯 西 准则 ) 数列 收敛 的 充 要 条 件 是 它 是 基本 列 ， 


< 设 lim zn = 4. 对 于 < > 0, 求 出 号 码 N, 使 得 当 n > N 时 , |zn 4| < 5 如 
果 m,n> N, 那么 
€ 


2 


lom —zn| < lzm— Al+lzn—Al<3+ 


因此 , 验证 了 收敛 数列 必 是 基本 数列 . 
今 设 {zk} 是 基本 列 . 对 于 给 定 的 。 > 0, 存在 号 码 N 使 得 当 m > N 及 大 > N 
时 , 有 |zm 一 zh| < 也 把 mm 固定 成 mm 一 N， 那么 , 对 一 切 上 > N 有 


€ E 
ZN 一 <zk<ZN 十 可 (1) 


但 因数 列 {zk} 中 足 码 不 超过 N 的 只 有 有 限 项 , 因此 , 我 们 证 明了 基本 数列 是 有 界 


数列 . 
现在 , 对 于 一 切 neN, 令 


an := inf Zk, bn := Sup Tk- 
k>n k>n 


从 这 些 定义 明显 地 看 到 an < ant1 < bn+1 < bn( 因 为 集合 变 小 时 , 其 下 界 不 减 
小 , 上 界 不 增 大 ). 根据 闭 区 间 套 原理 , 闭 区 间 套 [an, bn] 有 公共 点 4. 
加 柯 西数 列 是 波 尔 察 诺 引进 的 . 他 没 去 处 理 实数 的 精确 概念 而 试图 证 明基 本 列 的 收敛 性 . 柯 西 
把 区 间 套 原理 看 成 是 显然 的 , 并 据 此 证 明了 这 个 收敛 性 . 而 区 间 套 原理 是 后 来 的 康 托 尔 才 找到 了 
它 的 依据 . 
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因为 对 于 任何 ne N, 总 有 
an < A<bn, 
而 且 , 当 上 >n 时 ,有 
n= i < rk < sup sk = bn, 
所 以 , 当 上 >n 时 , 得 到 
[4A—zkl < bn—an (2) 
但 由 (1) 式 推 知 , 当 n > NN 时 ， 


三 € 
ZN 一 工科 inf Tk=an<bn=suprk 入 ZN 十 二 
3 k>n k>n 


所 以 当 m > N 时 ， 


bn on< 和 <e (3) 


比较 (2) 与 (3) 式 , 得 到 , 当 kk > N 时 , 有 
14 一 zk| < e， 

这 就 证 明了 lim zk = 4.> 

例 8 数列 (-1)",(n = 1,2,…) 没有 极限 , 因为 它 不 是 基本 列 . 虽然 这 是 很 明 
显 的 , 我 们 还 是 正式 地 给 予 验证 . {zn} 是 基本 列 的 否 命题 就 是 : 

3e >0,YNEeNan > N,3m > N(|zm — Zn| > 6), 

即 存在 e > 0, 使 对 于 任何 N e N, 存在 着 大 于 N 的 n 与 m, 使 得 |zm -- zn| > e. 

在 本 例 中 , 只 要 取 。 = 1 即 可 . 这 时 , 对 于 任何 N e N, 将 有 

lzn+1—ZzN+2|=|1—(-1)l=2>1=€. 
例 9 令 
Z1 = 0.al, za = 0.0102,73 = 0.aala2a3， ,Zn 一 0.ala2 an 


是 一 个 有 限 二 进 小 数 的 数列 , 并 且 , 每 项 后 面 的 项 , 是 把 该 项 末尾 补充 一 个 数码 0 或 
1 得 来 的 . 我 们 来 证 明 这 样 的 数列 一 定 收敛 . 令 m > n, 并 估计 差 值 rn 一 zn; 


1 n+l 1 m+1l 
Qn+1l On 1 1 (3 -(3) 避 二 


DntT t+ gm < mrit+an = 1_1 pr 
2 


zm — Zn| = 
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于 是 , 对 于 给 定 的 =。 > 0, 取 数 N, 使 得 去 < = 所 以 , 当 m > n > N 时 , 就 得 
到 估计 什 
bm-znl< 玄 < 高 < 
这 就 证 明了 {zn} 是 基本 数列 . 
例 10 讨论 数列 {zw}, 这 里 


因为 对 于 任何 me N,， 


1 1 
|z2n 一 zn| = rh 二 >n 坟 = 
所 以 , 根据 柯 西 准则 , 这 数列 没有 极限 . 
b. 单调 数列 的 极限 存在 准则 


定义 8 设 有 数列 {zn}. 如 果 Yn e N(zn < zn+1), 就 说 {zn} 是 递增 列 ; 如 果 
Yn e N(zn < znt1) 就 称 之 为 不 降 列 ; 如 果 Yn e N(zn > zn+1), 就 称 之 为 不 增 列 ; 如 
果 Yn e N, (zn > zn+1) 就 称 之 为 递 降 列 . 这 四 种 数列 , 都 叫 单调 数列 . 


定义 9 称 数列 {zn} 为 上 有 界 列 , 如 果 存 在 着 数 M, 使 得 Yn e N(zn < M). 
类 似 地 可 定义 下 有 界 数列 . 
定理 5 ( 魏 尔 斯 特 拉 斯 ) 不 降 数列 有 极限 的 充 要 条 件 是 它 上 有 界 . 


4 因为 在 讨论 数列 的 普遍 性 质 时 , 已 经 证 明了 任何 收敛 数列 必定 是 有 界 数列 , 所 
以 , 只 需 证 明 条 件 是 充分 的 . 
据 题 设 , 数列 {zn} 上 有 界 , 因此 它 有 上 确 界 s = SR zn, 由 上 确 界 之 定义 , 对 于 


任意 的 。 > 0, 存在 元 素 zw e {zn), 使 得 一 = < zw < 的 因为 数列 {zn} 不 降 , 对 于 
任何 n> N, 得 到 
s—e<zN zn <s,Rpls—zn|=s— rn <e. 
这 证 明了 lim zn = s. > 
当然 , 对 于 下 有 界 的 不 增 数列 , 也 有 类 似 的 定理 , 这 时 lim_ zn = iaf zn. 
注 不 降 (不 增 ) 数列 的 上 (下 ) 有 界 性 , 显然 与 其 有 界 性 等 价 . 
我 们 来 讨论 几 个 有 用 的 例子 . 


例 11 当 g>1 时 , lim 0 


§1.。 序列 的 极限 “75. 


< 实际 上 , 如 果 za = 卫 ， 那么 zn41 = len EN. 因为 


-区 二 YI 四 1 We 
bn i ge 
所 以 , 存在 号 码 N, 使 得 当 n > N 时 ， < 因此 , 当 n> N 时 , zny1 < zn, 即 
在 zw 这 项 以 后 , 我 们 的 数列 就 单调 下 降 . 因为 由 定义 知道 , 数列 的 有 限 多 项 不 影响 
它 的 收敛 性 及 极限 值 , 所 以 , 现在 只 需求 出 数列 zwy1,zw42,.… 的 极限 . 
数列 各 项 都 是 正 的 , 从 而 是 下 有 界 的 , 这 说 明 它 有 极限 . 
令 z= lim zn. 由 znti = 2 推 知 


站 n+l1 Le 1 
T= lim zn+1 = lim lim zn = -Zz, 
一 oo n=o0\ ng neo Ng noo 9 


由 此 得 到 (1-1) z=0, 所 以 z=0.» 
gq 
推论 1 lim Vi=1. 
< 对 于 确定 的 = > 0, 据 例 11 必 能 找到 N e N, 使 得 当 n > N 时 ,1 <n< 
(1+e)", 因此 , 当 n> N 时 , 得 到 1 < Vn < 1+e. 这 就 是 说 lim Yin=1.> 
推论 2 对 于 任何 a>0, lim Va=1. 


< 设 a > 1. 对 于 任意 的 a > 0, 存在 着 N e N, 使 得 当 n > N 时 ,1 < a< (1l+e)"， 
因此 , 当 n>N 时 ,1< Va<1+e 即 lim Wa=1. 


如 果 0<a<1. 那么 1 < ,因而 


ee 1 
一 oo 认 认 
Se lim V 一 
a noo ya 


例 12 ,jim, 号 二 0, 这 里 4 是 任意 实数 ， neN,nl:=1.2.....n. 


< 如 果 9 = 0, 结论 是 显然 的 . 再 因 重 | -= 昌 人 中， 所 以 只 对 9 > 0 的 情形 证 明 就 
行 了 . 这 时 , 像 前 面 一 样 , 我 们 看 到 mu+l = 4 xn， 因为 自然 数 集 不 是 上 有 界 的 ， 


所 以 存在 着 号 码 N, 使 得 当 n > N 时 ,0 < a < 1, 因此 , 当 n > N 时 , zn+l < zn， 
再 注意 序列 的 项 都 是 正 的 , 就 保证 了 极限 lim zn = z 存在 , 而 这 时 有 


二 9 这 要 e i 
T= im rn+l = lm, FIT" = im im Zn 一 0.2 王 0 
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Cc. 数 已 

例 13 证 明 极限 Jim_ (: 十 2 存在 . 

我 们 讨论 的 这 个 极限 是 这 样 的 一 个 数 , 它 在 分 析 中 处 于 特殊 的 地 位 , 就 像 算术 
中 的 1 和 几何 中 的 那样 , 追随 欧 拉 , 我 们 把 这 极限 记 作 e. 我 们 还 将 因 各 种 极 不 相 


同 的 理由 、 不 止 一 次 地 回 到 这 个 极限 上 来 . 
先 来 验证 下 面 的 不 等 式 : 


(1+a)" >1+na, 其 中 n€ N,a> -1. 


(有 时 把 这 个 不 等 式 叫做 伯 努 利 9 不 等 式 ). 
<n = 1 时 , 等 式 成 立 . 如 果 对 ne N, 不 等 式 成 立 , 那么 对 n+ 1 不 等 式 也 成 立 ， 
因为 这 时 有 


(1+a)"tl=(1+a)(l+a)" > (1+a)(l+na) 
=1+(n+l)at+no? >1+(n+1)a. 
据 归纳 法 原理 , 不 等 式 对 任何 me N 成 立 . 
顺便 指出 ， 由 上 面 的 推 证 看 出 , 当 Qa 关 0 且 n> 1 时 ,成 立 严 格 的 不 等 式 . > 
现在 证 明 数列 y= (1+ 十) ”是 递 隆 列 
4 设 ”> 2. 利用 刚才 证 明 的 不 等 式 , 得 到 
1 \= 
Yn-l _ G+ 二 5) nn n 


人 ( ny TD n+i 
二 业 元 


St) 

> (1+ 1) > +i) = 
因为 是 正 项 数列 , 所 以 极限 ,lm_ (1+ 二 ”存在 . 而 这 时 有 
加 (4 = 如 (12) (+) 


IN 全 NE Nt 
1m (4) 
址 (+ 由 3 -下 人 
于 是 有 


@ 雅 各 布 . 伯 努 利 (Jacob Bernoulli) (1654 一 1705) 一 一 瑞士 数学 家 . 著名 的 伯 努 利 学 者 家 族 的 
代表 . 变 分 法 与 概率 论 的 启蒙 者 . 
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定义 10 


e :一 lm (1+1). 


d. 子 列 与 数列 的 部 分 极限 
定义 11 设 z1,7z2,… ,zn,… 是 一 数列 , 而 nl < na <… < mk < … 是 自然 
数 的 一 个 递增 列 , 则 称 zw, zn，… ,zn,，,… 为 数列 {zn} 的 一 个 子 列 ， 


例如 , 当 把 奇 自然 数 1, 3, 5,… 按 其 天 然 的 顺序 来 取 时 , 就 是 数列 1,2,3,… 的 
一 个 子 列 . 但 是 数列 3, 1, 5,7,9,… 不 是 数列 1,2, 3,… 的 子 列 . 


引 理 1 ( 波 尔 察 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 引 理 ) 每 个 有 界 实数 列 含有 收敛 的 子 列 . 


4 设 已 是 有 界 数列 {zn} 的 值 集 如 果 已 是 有 限 集 , 那么 至 少 存在 一 点 re 加 
及 号 码 数列 ni < na < … 使 得 


En = ne 一 … 荆 0 


子 数列 faw} 是 常数 列 ,所 以 它 收 全 

如 果 巨 是 无 限 集 ,那么 , 按 波 尔 察 庄 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 原理 . 它 至 少 有 一 个 极限 点 
z. 因为 z 是 到 的 极限 点 , 必 能 选 得 一 个 m e N, 使 得 zm, z| < 1 如 果 已 经 选 得 
了 ns e N, 使 得 [zn -zl < 大 那么, 由 于 = 是 已 的 极限 点 , 必 能 选 得 ntti e RN, 使 


1 
得 mw <ngti 且 |znn 一 z| < FT 


因为 jim_ 主 =0, 所 以 , 所 作出 的 数列 zn,, zm,… ,ne 必 收 敛 于 .> 

定义 12 给 定数 列 {zn}、 如 果 对 于 每 个 数 <, 存在 号 码 Ne N, 使 得 当 m > N 
时 zn > c, 就 说 数列 {zn} 趋 于 正 无 穷 , 并 记 作 zn 一 +oo. 

现在 把 这 个 定义 以 及 另外 两 个 类 似 的 定义 , 用 逻辑 符号 表示 出 来: 


mn 一 +oo:=VvcEeR, INENVYn>N (c< rn), 
zn— —00:=Vc€ER, I3NEN Vn>N (rn <o), 
zn — 00:=VYcER, 3N EN Yn>N (lc < len)). 


在 后 面 两 种 情形 , 就 分 别 说 数列 {zn} 趋 于 负 无 穷 及 数列 {zn} 趋 于 无 穷 . 

注意 , 一 个 无 穷 数 列 可 能 是 无 界 的 , 但 既 不 趋 于 正 无 穷 , 又 不 趋 于 负 无 穷 , 也 不 
趋向 无 穷 . 例如 zn = mn-0”. 

趋 于 无 穷 的 数列 , 我 们 并 不 认为 是 收敛 列 . 

容易 看 出 , 有 了 这 些 定义 , 可 对 上 面 证 明 的 引 理 作 些 补充 , 叙述 稍 有 不 同 . 
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引 理 2 从 任何 实数 列 中 , 或 者 能 选 出 一 个 收敛 子 数列 , 或 者 能 选 出 一 个 趋 于 无 
穷 的 子 数列 . 


< 只 要 对 无 界 数列 来 讨论 就 行 了 ， 这 时 , 对 于 每 个 Ke N, 取 mk e N, 使 得 
|zw| > k, 并 且 mk < nk+l, 于 是 得 到 了 趋 于 无 穷 的 子 数列 {zn.}. > 

设 {zk} 是 任何 实数 列 ， 如果 它 下 有 界 , 那么 就 能 做 出 i。= i 之 数列 
{in}( 在 柯 西 准则 的 证 明 中 曾经 看 到 过 这 个 数列 ), 因为 对 于 任何 me N 有 in < int1 
所 以 数列 {in} 或 者 具有 有 限 的 极限 iim in =1, 或 者 in 一 +00. 


定义 13 数 1= lim, jaf zx 叫做 数列 {zk} 的 下 极限 , 并 记 作 
mw 或 liminfzx 
如 果 i 一 +oo, 就 说 数列 {zx} 的 下 极限 等 于 正 无 穷 , 并 记 作 
lim zk=+oo 或 iminfzk = 二 oo. 


如 果 数 列 {zk} 无 下 界 , 那么 , 对 于 任何 ne N 都 有 in = 让 [mk = -oo. 这 时 就 说 数 
列 的 下 极限 等 于 负 无 穷 , 并 记 作 


lim zk = -oo 或 liminfzk = 一 oo. 
ko0 


于 是 , 考虑 到 上 面 列举 的 所 有 可 能 , 现在 把 数列 {zk} 的 下 极限 的 定义 简短 地 记 


lim zxk := im iat, Zk. 


作 : 
Koo 


类 似 地 , 讨论 数列 sn = sup zk 就 得 到 数列 {zk} 的 上 极限 的 定义 


定义 14 
lim zk := lim sup Zk- 
大 一 oo no0 k>n 
举 几 个 例子 . 
例 14 
zk = (—1)*,keN. 
A _ 1 
Ne 


Hm zk = lim supzk = lim sup(—1) = lim (+1)=1. 
大 一 oo nmo0 k>n no0 k>n n—00 
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例 15 
zk = 有 DER 
lim kC 六 = lim inf k= lim 0=0, 
by no0 k>n nmo0 
Tm kD = lim supk(-)* = lim (+00) = 
py no kn 
例 16 
zk = k,kEeN. 
lim k= lim inf k= lim n= +oo. 
| no0 k>n no0 
ph lim n(+00)= 
例 17 
1)k 
Tk 一 ( ,k€N. 
人 
由 
-1, n=2m+1 
= lim ”1 =0, 
i 
a T'Sn =2m 
和 1)* 
Tm D = lim Ey 1) 
大 一 co no0 k>n 
1 Wn = 2m 
= lm) "1 和 
iT n=2m+1 
例 18 
zk = —k?,keN. 
bn 2) — jy 
二 有 ) im ot( 天) 00. 
例 19 


zk = (—1)*k,k EN. 
i; —1)tk= I i 1)*k= 也 一 一 一 : 
De) 


i ki 一 1 1)tk= 二 二 
CD ko Ho sop 
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为 了 弄 清楚 数列 的 “上 ”极限 与 “下 ”极限 这 两 个 术语 的 来 源 , 我 们 引进 下 面 的 


定义 15 如 果 数 列 {zn} 有 一 子 列 收敛 到 某 数 z( 或 趋 于 +oo, 或 趋 于 -oo) , 我 
们 就 说 z( 或 +eo, 或 -oo) 是 这 个 数列 {zn} 的 一 个 部 分 极限 . 


命题 1 有 界 数 列 的 下 极限 与 上 极限 ， 分 别 是 其 部 分 极限 中 的 最 小 者 与 
最 大 者 @. 

4 我 们 以 下 极限 i = i zk 为 例 来 证 明 这 个 命题 . 已 经 知道 数列 in = ja x 
是 不 降 列 , 并 且 ,lim in = iE RR. 对 于 每 个 neR， 利用 下 确 界 的 定义 ， 所 归纳 法 选 出 
数 愉 EN ,使 得 各 < zk, < 训 + 汪 ， 以 及 kn < kn+1. 因为 


， 1 
lim in= lim (lin+=)=%, 
no0 oo n 


所 以 , 根据 极限 的 性 质 可 知 lim zx = 这 样 , 就 证 明了 i 是 {zx} 的 一 个 部 分 极限 . 
它 还 是 最 小 的 部 分 极限 , 因为 对 于 每 个 = > 0, 存在 数 ne N, 使 得 ;一 e < in, 即 当 
k> ny,i-e<in= ipt sk < zk 

不 等 式 i 一 e < zk 在 大 > 时 成 立 , 这 说 明 , 数列 {zk} 的 任何 部 分 极限 不 能 小 
于 i-e. 但 < 是 任意 的 , 所 以 这 个 部 分 极限 也 不 能 小 于 i. 

对 于 上 极限 , 显然 , 可 以 类 似 地 去 证 . > 

我 们 指出 , 如 果 数 列 无 下 界 , 那么 从 其 中 可 选 出 一 个 趋 于 -co 的 子 数列 来 , 这 时 
im mr = -oo, 从 而 可 以 认为 下 极限 仍 是 部 分 极限 中 最 小 的 . 而 这 时 的 上 极限 可 能 
是 有 限 的 , 从 而 据 上 所 证 , 它 是 部 分 极限 中 最 大 的 ; 它 也 可 能 是 无 限 . 如 果 fim zk = 
+oo, 那么 数列 没有 上 界 . 从 而 可 以 选 出 一 个 趋 于 +oo 的 子 数列 来 . 如 果 ,lim_z = 
一 00, 这 种 情况 也 是 可 能 出 现 的 , 这 表示 Sup Zk = sn 一 一 oo 也 就 是 数列 {zk} 本 身 
趋 于 -oo, 因为 s， > zk. 与 此 类 似 , 如 果 吉 = +oo, 那么 zk 一 +o0. 

总 结 上 面 的 讨论 , 即 得 下 面 结论 . 

命题 1 任何 数列 的 下 极限 , 是 它 的 部 分 极限 中 的 最 小 者 , 而 它 的 上 极限 , 是 它 
的 部 分 极限 中 的 最 大 者 . 


推论 1 数列 有 极限 或 趋 于 负 无 穷 或 趋 于 正 无 穷 , 其 充 要 条 件 是 其 上 、 下 极限 
重合 . 


@ 同时 , 我 们 认为 数 z e R 与 记号 -oo0,+oo 之 间 满 足 自然 的 关系 -oo < z < +oo- 
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< 当 四 zk = dm nk = 十 co， 或 当 下 zk = dm n Tk = 一 co 之 情况 , 上 面 已 经 
讨论 过 了 . 所 以 ， 可 以 认为 i ZK 一 王 : ee A eR 因为 


in = 溃 冯 < zn < Sup Tk = sn 
且 根据 题 设 有 lim in = ,lim sn = 4, 所 以 , 利用 极限 的 性 质 , 有 
dim zn=A.> 
推论 2 数列 收敛 的 充 要 条 件 是 它 的 每 个 子 数列 收敛 . 


如 子 数列 的 下 极限 与 上 极限 在 原 数列 的 下 极限 与 上 极限 之 间 ， 如 果 数 列 收敛 ， 
那么 , 它 的 下 、 上 极限 重合 . 这 时 子 列 的 下 、 上 极限 也 重合 , 由 此 推出 它 的 收敛 性 , 并 
且 所 有 子 列 有 相同 的 极限 . 

逆 命 题 是 显然 的 , 因为 数列 本 身 就 是 一 个 子 列 . > 


推论 3 波 尔 察 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 引 理 不 论 是 狭义 的 还 是 广义 的 形式 , 都 可 分 别 
由 命题 1 与 命题 1 推出 来. 


< 实际 上 , 如 果 数 列 {zk} 有 界 , 那么 , 点 
i= lim zk 与 = lim zk 
一 大 一 co 


都 有 限 , 并 且 它 们 都 是 数列 的 部 分 极限 . 只 有 当 i = s 时 , 数列 有 唯一 的 极限 点 ; 当 
i < s 时 , 就 至 少 有 两 个 了 . 

如 果 数 列 无 界 . 不 论 是 哪 边 无 界 , 都 存在 着 趋向 于 对 应 的 那个 无 穷 的 子 数列 . > 

结语 我 们 已 完成 了 (甚至 有 些 超额 ) 本 节 开 始 时 提出 的 三 件 事 : 对 数列 的 极限 
给 出 精确 的 定义 ; 证 明 极限 的 唯一 性 ; 阐明 极限 运算 与 实数 集结 构 之 间 的 联系 ; 得 到 
了 数列 收敛 的 判定 准则 . 

现在 我 们 来 讨论 数列 的 一 种 特殊 的 、 经 常 遇 到 而 且 非 常 有 用 的 形式 一 一 级 数 . 


4. 级 数 的 初步 知识 
a， 级 数 的 和 与 级 数 收敛 性 的 柯 西 准则 ” 设 {an} 是 实数 列 , 用 号. 记 和 式 


oo 十 + < 下 我 们 现在 对 于 由 数列 {on} 的 项 组 成 的 表达 式 ai 二 
oz 十 … 十 om 十 .… 赋予 确切 的 含义 , 它 隐 含 的 意思 是 数列 {an} 所 有 项 之 和 . 


定义 16 式 子 a +ao+.…+an 二.…, 用 记号 入 on 表示 , 叫做 级 数 或 无 穷 级 
数 (以 区 别 于 有 限 多 个 加 项 之 和 ). 
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定义 17 把 数列 {an} 的 元 素 看 做 是 级 数 的 元 素 , 并 称 之 为 级 数 的 项 ; 把 on 叫 
做 级 数 的 第 mm 项 . 

定义 18 称 和 sn = Dok 为 级 数 的 部 分 和 ; 为 了 指出 它 是 多 少 项 的 和 , 就 称 sw 
为 级 数 的 第 部 分 和 GO 


定义 19 如 果 级 数 的 部 分 和 组 成 的 数列 {sn} 收敛 , 就 说 级 数 收效 ; 如 果 数 列 
{sn} 没有 极限 , 就 说 级 数 发 散 . 


定义 20 如 果 部 分 和 数列 的 极限 存在 : lim sn = s, 就 称 它 为 级 数 的 和 - 
今后 我 们 就 是 在 这 个 意义 下 理解 式 子 . 
os 
n=1 
因为 级 数 的 收敛 等 价 于 其 部 分 和 数列 {sn} 的 收敛 , 所 以 把 柯 西 准则 应 用 于 {s%}， 
就 立刻 得 到 
定理 6 (级 数 收敛 的 柯 西 准则 ) 级 数 ai +a2 十 … 十 an 十 … 收敛 的 充 要 条 件 是 ， 
对 于 任何 & > 0, 存在 着 Ne N 使 得 当 m >n>NN 时 ， 
|an 十 … 十 am| <e. 
推论 4 如 果 在 级 数 中 只 更 换 有 限 多 项 , 如 果 原 来 的 级 数 收敛, 则 新 级 数 也 收 伍 ; 
如 果 原 来 的 级 数 发 散 ， 则 新 级 数 也 发 散 . 


< 为 了 证 明 这 个 推论 , 只 要 认为 柯 西 准则 中 出 现 的 号 码 N, 超过 了 所 更 换 项 的 
最 大 号 码 就 行 了 . > 
推论 5 级 数 al 十 … 十 an 十 .… 收 仇 的 一 个 必要 条 件 是 当 n 一 oo 时 , 它 的 ( 通 ) 
项 趋 于 零 , 即 必须 
im, an =0. 
< 这 只 要 在 准则 中 令 m = n, 并 利用 数列 极限 的 定义 即 知 . > 
另 证 : an = sn - sn-1. 既然 已 知 ,lim sn = s, 于 是 ， 


Jim, on = im (sn —sn-1)= im, sn — im sn-1 =s—s=0. 
例 20 级 数 1+q++g? 十 … 十 q? 十 … 通常 叫做 无 穷 几何 级 数 (或 等 比 级 数 ) 之 
和 . 现在 讨论 它 的 收敛 性 . 


@@ 这 样 ， 我 们 实际 上 是 把 级 数理 解 成 由 关系 Yn < N(sn = Se 联系 起 来 的 数列 对 
La 
({an}, {sn}). 
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因为 lq"| = lql", 所 以 当 |g| > 1 时 |q"| > 1, 这 时 , 级 数 不 满 足 收敛 的 必要 条 件 . 
今 设 lq| < 1. 这 时 


于 一 和 十 1 
sn=1+g+… 二 97 二 i 


而 ,mon = 了, 这 是 因为 当 | < 1 时, Jig,q*++ 一 0. 
因此 , 级 数 gn 收敛 的 充 要 条 件 是 |q| < 1, 这 时 , 它 的 和 是 Ts 
n=1 


例 21 级 数 1 + 了 +… 十 二 十 .… 叫做 调和 级 数 , 因为 这 级 数 的 每 一 项 (从 第 二 
项 开始 ) 都 是 它 相 邻 项 的 调和 平均 值 ( 参 看 本 节 林 的 习题 6). 


级 数 的 通 项 趋 于 零 , 但 其 部 分 和 
训 二 1 生生 二 
2 n 


的 数列 发 散 , 这 已 在 例 10 中 用 柯 西 准则 证 过 , 也 就 是 当 n 一 oo 时 sn 一 +00. 
所 以 调和 级 数 是 发 散 级 数 . 


例 22 讨论 下 例 . 


级 数 1 一 1+1 一 … 十 (一 1)"+1 十 … 发 散 , 这 可 从 它 的 部 分 和 数列 是 1,0, 1,0,… 
看 出 , 也 可 从 级 数 的 通 项 不 趋 于 零 看 出 . 
如 果 添 上 括号 , 并 讨论 这 个 新 级 数 


(1—-D)+(1—1)+.… 
括号 里 的 和 是 新 级 数 的 项 , 这 个 新 级 数 收敛, 并 且 其 和 为 0. 
如 果 换 一 种 方式 加 括号 , 而 讨论 级 数 
1+((-1)+1)+(-1+1)+… 


得 到 的 也 是 一 个 收敛 级 数 , 它 的 和 是 1. 
如 果 把 原来 级 数 的 项 重 排 , 使 等 于 -1 的 每 个 项 , 向 右 移 两 位 , 就 得 到 级 数 ， 


1+1-1+1- 1 
再 添上 括号 就 得 到 级 数 
(I+D+(-1+D)+(-1+D)+.…: 


它 的 和 是 2. 

这 种 现象 说 明 , 对 于 有 限 和 所 惯用 的 规则 , 一 般 不 能 推广 到 级 数 上 去 . 

然而 毕竟 有 一 类 重要 级 数 , 而 后 我 们 会 证 明 , 能 像 有 限 和 那样 去 处 理 它们 . 这 就 
是 所 谓 的 绝对 收敛 级 数 . 我 们 主要 要 讨论 的 正 是 这 种 级 数 . 
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b. 绝对 收 全 性 ; 比较 定理 及 其 推论 
定义 21 如 果 级 数 全 lon| 收 伍 , 就 说 级 数 》 an 绝对 收效 . 
n=1 


n=1 
因为 lan 十 … 十 am| < |an| 十 … 十 |aml, 由 柯 西 准则 推 知 , 如 果 一 个 级 数 绝对 收 
伍 , 那么 它 必 收敛 . 
一 般 来 说 , 它 的 逆 命 题 不 真 ， 即 绝对 收敛 的 要 求 ， 比 简单 的 收敛 性 的 要 求 更 强 ， 
可 以 用 例子 来 证 明 这 件 事 . 


例 23 级 数 


的 部 分 和 是 上 或 零 , 所 以 它 收 全 于 零 
当 把 它 的 项 换 成 绝对 值 时 , 所 得 的 级 数 


1 十 1 十 二 十 了 十 二 十 到 十 
2 


发 散 , 这 可 像 对 调和 级 数 那样 , 由 柯 西 准则 推出 : 


为 了 回答 级 数 是 否 绝对 收 伍 的 问题 , 只 要 研究 非 负 项 级 数 的 收敛 性 就 行 了 ， 对 
此 , 我们 有 

定理 7 ( 非 负 项 级 数 的 判 全 准则 ) 非 负 项 级 数 收 化 的 充 要 条 件 是 它 的 部 分 和 的 
数列 有 上 界 . 

< 这 从 级 数 收敛 的 定义 和 不 降 数列 收敛 的 准则 即 可 得 知 . 这 里 的 不 降 数 列 是 级 
数 的 部 分 和 数列 s1 < sz < …<sn<… .> 

由 这 一 准则 可 得 到 下 面 简单 却 非常 实用 的 判断 法 ， 

定理 8 (比较 定理 ) 设 ow, b 是 两 个 非 负 项 级 数 ， 如 果 存 在 着 号 码 

n=1 n=1 


N EN 使 得 当 n > N 时 an < bn 那么, 当 级 数 》 bn 收 化 时 ，》 an 亦 必 收 
n=1 n=1 


笋 ; 而 当 > an 发 散 时 ， 立 bn 亦 必 发 散 . 
n=1 


n=1 
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全 因为 级 数 的 有 限 多 项 不 影响 级 数 的 收敛 性 , 所 以 可 以 认为 对 一 切 ne N 都 有 
an < bn 而 不 失 普遍 性 . 这 时 ， 


he 


=1 k=1 


如 果 级 数 》 jn 收敛, 那么 不 降 数列 {Bn} 趋 于 极限 B. 这 时 , 对 于 任何 me N, 有 


n=1 


4n < Bn < B. 因此 , 级 数 To, 的 部 分 和 数列 {4,} 有 界 . 根据 非 负 项 级 数 的 判 敛 


n=1 
准则 知 全 on 收 化. 
定理 的 第 二 个 断 语 , 由 反 证 法 即 可 从 第 一 断 语 推出 . > 
例 24 因为 当 n>2 时 , 成立 
1 1 I 
ntl) mn 


据 比较 定理 可 知 ,级 数 学 让 与 bE 二 同时 收 人 或 同时 发 做 


和 
然而 ， Ha A RT 二 二 级 数 


m2 
能 直接 求 和 ， PE m+ 级 数 人 证 也 收敛 . 有 起 的 是 全 = 了 写 ， 
以 后 我 们 将 证 明 这 一 点 
例 25 应 注意 , 比较 定理 只 是 关于 非 负 项 级 数 的 ， 实 际 上 , 例如 令 on = -nm 
如 = 0 则 on < bn, 并且 》bn 收敛 但 是 > on 发 人 


推论 1 ( 瑶 尔 斯 特 拉 斯 比较 检验 法 ) 设 六 a 与 Dbo 是 两 个 级 数 ， 设 存在 


n=1 Ee 
着 号 码 N ， 使 得 当 几 > N 时 lan| < 如. 那么 只 要 级 数 了 bn 收效 ,了 an 就 绝对 
收效 . n=1 n=1 
< 实际 上 , 由 比较 定理 知 级 数 ?|an| 收敛 , 这 就 是 说 5 an 绝对 收敛 . > 


n= n=1 
这 个 重要 的 有 关 绝 对 收 全 的 充分 检验 法 ， 时 常 简 述 为 : 如 果 一 级 数 的 项 ( 按 绝对 
值 ) 受 控 于 收敛 数 项 级 数 的 项 , 则 原 级 数 绝对 收敛 . 
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ne 


例 26 级 数 DD 绝对 收敛. 因为 | 一 
中 看 到 , 是 收敛 的 ” 


推论 2 ( 柯 西根 值 检验 法 ) 设 a 是 给 定 的 级 数 , 而 
n=1 


< 点 ,而 级 数 》 十 , 已 在 例 24 


n=1 


a= En Von 
2 


这 时 ,以 下 命题 成 立 : 
8) 如 果 a < 1 则 级 数 》 an 绝对 收 仇 ; 


n=1 
b) 如 果 a > 1 则 级 数 》， an 发 散 ; 


6) 在 使 a 二 1 的 级 数 中 既 有 绝对 收 北 的 ,也 有 发 散 的 . 
< a) 如 果 a < 1, 就 能 选 得 一 数 ge R, 使 得 a < g < 1. 固定 数 g, 根据 上 极限 
之 定义 , 能 求 得 号 码 NE N, 使 得 当 > N 时 , 有 Wan] < 4. 因此 , 当 n> N 时 ,将 


有 |an| < q", 又 因 当 lq| < 1 时 ， Yr 收敛 , 所 以 ( 据 比 较 定理 或 魏 尔 斯 特 拉 斯 比较 
n=1 


检验 法 ) 级 数 二 an 绝对 收敛 . 


b) 因为 < 是 数列 {an} 的 部 分 极限 (参看 命题 1), 找 出 使 lim "Ylan| = 的 
子 数 列 on 当 a > 1 时 , 可 求 得 号 码 K € RN， 使 当 k> 天 时 ,有 lans| > 1. 因此 
级 数 全 不 满足 收敛 性 的 必要 条 件 (on 一 0), 因而 它 发 散 . 


n=1 


。) 我 们 已 知道 级 数 了 上 发 散 ,而 级 数 十 收 做 ( 
n=1 


同时 ， 
也 兴 /i rp 
Vn 


全 - 吉 -( 寺 ) -ie 
Vm Vm TR/ 


例 27 讨论 当 z eR 取 什么 值 时 , 级 数 


1 
= 而 外 


2+(-Dn"z" 
n=1 


收敛 . 


81。 序 列 的 极限 本 


计算 a= ER VIG+C Da = kal 2 + (-1)"| = 3lol. 因此 当 ll <3 
时 级 数 收 伍 , 甚至 是 绝对 收敛 而 当 jz| > + 于 时 ,级 数 发 散 . 在 lz| = 二 时 , 需 特别 考 
虚 . 但 在 本 例 中 , 这 是 很 容易 的 , 因为, 当 四 计时 , 对 于 偶数 的 和 (2 十 (一 D)zk)2t。 
2k 
= 3 . (3) ==1, 这 说 明 级 数 不 满 足 收 人 的 必要 条 件 , 因而 级 数 发 艇 . 
推论 3 ( 达 朗 贝尔 @ 比 值 检验 法 ) 设 了 a 是 一 级 救 , 极限 


n=1 


存在 ,这 时 ， 以 下 命题 成 立 ， 

a) 当 a<1 时 ,级 数 Dan 绝对 收效; 

n=1 

b) 当 a > 1 时 ,级 数 》) an 发散 ; 

G] 在 使 a 二 1 的 级 数 审 既 有 绝对 收 北 的 也 有 发 数 的 ， 

aa) 设 ac<1l, 于 是 有 4 使 <g<l, 固 定 9g, 由 极限 的 性 质 , 存在 号 码 NeN， 
使 得 当 n > N 时 , 有 | < 4. 因为 改变 级 数 的 有 限 多 项 不 会 影响 级 数 的 收敛 性 
质 , 所 以 可 以 认为 对 于 一 切 的 meN 有 et < 4 而 不 失 普 遍 性 . 

因为 


Qn 
Qn-l 


所 以 lantal < laale". 但 级 数 Sar 收入 (其 和 显然 是 ), 所 以 级 数 也 on 绝 


对 收 信 Ye 
b) 如 果 a > 1, 那么 , 自 某 个 号 码 Ne N 开始 , 只 要 n > N 就 有 竺 >1 


Qn+1 
an 


..|% 
Q1 


_ |an+1 
al 


即 lon| < lentl. 因此 , 级 数 》、 an 不 满足 收 全 的 必要 条 件 an -0 
n=1 


像 在 柯 西 根 值 检验 法 中 那样 级 数 了 与 也 古 可 以 做 为 这 样 的 例子 > 
n=1 


n=1 


例 28 现在 来 阐明 ze 及 取 什 么 值 时 , 级 数 


@ 达 朗 贝尔 (D' Alembert)(1717 一 1783) 一 一 法 国学 者 , 但 他 首先 是 百科 全 书 派 的 力学 家 . 
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收敛 . 


当 z= 0 时 , 它 显然 收敛 , 甚至 是 绝对 收敛 . 
当 z 关 0 时 ，lim 办 |= i l= 
m 一 oo | an mn 一 co 人 十 1 
因此 , 这 级 数 对 于 一 切 >e R 都 绝对 收敛 . 
最 后 , 我 们 来 讨论 一 类 更 特殊 的 、 但 经 常 遇 到 的 级 数 : 其 项 组 成 单调 数列 的 级 
数 . 对 于 这 样 的 级 数 , 有 以 下 充 要 收敛 检验 法 . 


命题 3 ( 柯 西 ) 如 果 al > os > .… > 0, 那么 ,级 数 》、 an 收 北 的 充 要 条 件 是 
和 
级 数 


oo 


》 24oz 一 al 十 2az 二 4a4 二 8ags 十 … 


收 化 


aa2 和 al， 


as + a4 < 2a2, 


[9 
S 
Es 
人 人 人 


a5 十 a6 十 a7 十 as < 4a4, 


2na2n+: < an+1 十 a2n+2 十 … 十 aa2n+l < 2"a2n, 
将 这 些 不 等 式 相 加 就 得 到 
Bsnn —a1) < Aznt1 一 al < sn, 

其 中 Ak = al 十 …+akysn = al 十 2a2 十 … 十 2naz* 是 所 讨论 级 数 的 部 分 和 . 数列 
{Ak} 与 {sn} 都 是 不 降 的 , 所 以 由 得 到 的 这 个 不 等 式 可 以 推 知 , 它们 或 者 同时 有 界 ， 
或 者 同时 无 上 界 . 由 此 根据 非 负 项 级 数 的 判 敛 准则 可 以 推出 , 这 两 个 级 数 或 者 同时 
收敛 , 或 者 同时 发 散 . > 

由 此 得 到 有 用 的 

推论 当 p>1 时 级 数 了 点 收 全 ;而 当 p<1 时 发 衣 @、 

n=1 


< 如 果 p > 0, 那么 由 命题 2, 此 级 数 与 级 数 
= 1 之 导 
2 2 EC 一 bp 人 


k=0 
人 在 本 书 中 , 我 们 暂时 只 对 有 理 数 p 定义 了 nz, 所 以 读者 也 暂时 将 此 命题 理解 成 是 对 于 使 n? 
有 意义 的 p 来 说 的 . 
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同时 收敛 或 同时 发 散 ， 但 局 有 有 光 效 的 充 各 条 付 是 数 gq=2:-?<1, 即 p>1. 
如 果 p < 0, 那么 这 时 级 数 二 的 所 有 项 都 大 于 或 等 于 1, 因此 , 它 发 散 . > 


这 个 推论 的 重要 性 在 于 当 讨论 级 数 的 收敛 性 时 , 时 常用 级 数 也 二 来 作 基本 的 
对 比 级 数 . | 

c， 作 为 级 数 的 和 的 数 。 在 行将 结束 对 级 数 的 讨论 时 , 我 们 再 一 次 回 到 数 c 上 
来 , 并 将 得 到 一 个 为 计算 。 提供 了 相当 方便 的 方法 的 级 数 . 

在 把 (1 + 二) 展开 时 要 用 到 牛顿 二 项 公式 . 如 果 有 人 在 中 学 里 没有 学 过 这 个 
公式 , 也 没有 解答 过 第 二 章 $2 的 习题 1.g, 可 以 越过 现在 对 于 数 。 这 段 补充 , 这 并 不 
会 接 不 上 头 . 等 学 了 泰勒 公式 之 后 , 再 回 到 这 里 来, 因为 牛顿 二 项 公式 是 泰勒 公式 的 
一 个 特殊 情况 . > 

我 们 已 知 ,c= lim (1+ 1). 

据 牛 顿 二 项 公式 

人 1 -1) 1 
(1+2) =1+ 生 + 和 二 +… 
nn-D (nk+l) 1 1 
ble ee 


= 
-和 + 


人 $(+t) =enm 且 1+1+ 让 +… + 古 = sn 于 是 , en < sn(n = 1,2,…). 


另 一 方面 , 对 于 任何 固定 的 上 及 n>, 仍 从 上 面 的 展开 式 看 到 


1 1 k—1 
rat (rd) 
当 n 一 oo 时, 此 不 等 式 左 端 趋 于 sk, 而 右 端 趋 于 e, 因此 , 现在 推出 了 sk < e 
对 一 切 ke N 成 立 . 
但 这 时 由 关系 式 
en<sn<e 


令 m 一 oo 就 得 到 lim sn = e. 
根据 级 数 和 的 定义 , 就 能 写 出 
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e 的 这 个 表示 式 , 对 于 计算 e 的 值 来 说 , 是 完全 合用 的 . 
估计 差 值 e 一 sn: 

2 1 

Tr ra 

Pe [+ 1 1 1 + ] 
(n+1)! ni+2 (n+2)(n+3) 


0<e 一 sn 


业 1 1 
< 二 + 
1 1 _ nt+2 1 
+ 工 mn+D2 min 
n+2 


i 因此 当 用 数 s。 去 近似 代替 数 e 时 , 为 了 使 绝对 误差 , 例如 不 超过 10-?, 只 要 


00 就 行 了 . se 已 能 满足 这 个 条 件 . 


e 的 前 若干 (十 进 ) 位 是 


€ = 2.7182818284590.…. 


所 得 到 的 差 。 一 sn 的 估计 式 , 可 以 写成 等 式 的 形式 : 


On 
nin’ 


这 里 0 < 0n<1. 


e 一 sn 十 


从 数 e 的 这 种 表示 法 可 以 直接 得 出 它 的 无 理性 来 . 事实 上 , 如 果 e = pg EN, 
那么 gle 应 是 整数 , 并 且 


0 gq aq 
qe= (om+ 后) 一 + 和 + 斤 +…+ 全 + ， 


所 以 和 也 应 是 整数 , 而 这 是 不 可 能 的 . 
提请 读者 注意 , 数 e 不 只 是 无 理 数 , 它 还 是 超越 数 . 


练 习 


1. 试 证 : 数 z e R 是 有 理 数 的 充 要 条 件 是 , 它 在 任何 9 进位 记 数 法 中 是 循环 的 , 即 从 某 一 位 开 
始 , 就 由 一 组 数码 重复 循环 组 成 . 

2. 皮球 从 高 为 h 之 处 落下 时 , 反 跳 起 来 的 高 度 是 gh, 这 里 g 是 常数 系数 , 0 < 4 < 1. 求 它 完全 
落地 而 不 再 跳 起 来 所 需 的 时 间 , 以 及 直到 这 个 时 刻 前 , 皮球 所 经 过 的 路 程 . 
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3. 圆周 上 有 一 固定 点 , 把 圆周 转动 n 个 弧度 , n 取 一 切 自然 数 , 就 得 到 圆周 上 的 许多 点 . 试 求 这 
样 得 到 的 点 集 的 所 有 极限 点 . 


4. 式 子 


Pk-1 十 一 
nk 


叫做 有 限 链 式 分 数 或 叫 有 限 连 分 数 , 其 中 ni e N; 又 称 


1 
m+ 


I 
ma+ 一 一 


为 无 穷 连 分 数 . 把 一 个 连 分 数 自 某 个 链 开始 以 后 的 链 都 去 掉 所 得 的 分 数 , 叫做 这 个 连 分 数 的 
一 个 近似 分 数 . 无 穷 连 分 数 的 近似 分 数 数列 的 极限 , 就 作为 这 个 无 穷 连 分 数 的 值 
试 证 : 
a) 每 个 有 理 数 ,mn E N, 能 唯一 地 展 成 连 分 数 : 


严 - 

元 一 和 pe 
2 
人 


FE 
qn-1 pn 
提示 数 gq1,… ,qn 叫做 不 完全 商 , 它们 由 欧 几 里 得 轰 转 除法 


m= n:q+r 
n=ng+r2 


Ti1 三 7293 十 Ts 


m 1 入 
的 另 一 种 写法 元 a 


b) 近似 分 数 Ri = qu Ra = qi 十 二 满足 不 等 式 


二 … 得 到 . 


Ri<Rs<:<Roaki< 字 < Rok < Rar-2 <…< 有. 
¢) 近似 分 数 R 的 分 子 P 与 分 母 Qk, 按 以 下 的 规律 建立 : 


Pi = Pe-iqgk + Pe-2, Pa = qig2, Pi = qi 
Qk = Qk-19k + Qk-2,Q2 = q2, Q1 = 1. 
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d) 两 相 邻 近似 分 数 之 差 按 以 下 公式 计算 : 


Ey Cs 
Re— Re-i1= DO (k> 1). 


@) 每 个 无 穷 连 分 数 有 确定 的 值 . 
f) 无 穷 连 分 数 的 值 是 无 理 数 . 


8) 


h) 做 为 g) 中 近似 分 数 的 分 母 得 到 的 斐 波 纳 契 (Fibonacci) 数 1,1,2,3,5,8,…( 即 un = 
dn-1 十 Un-2 且 ui 二 uz = 1), 可 用 公式 


(8) (0) 


i) 上 边 g) 中 的 近似 分 数 Rs = 加 满足 


| 六 


i 


1 
> vB 


2 Qe 
试 比较 它 与 第 II 章 , 82, 习题 11 的 断言 . 
5. 试 证 : 
a) 当 n > 2 时 , 以 下 等 式 成 立 : 


1 i Pep 1 
2! ni nin ~ 1.2.2! mn— Dn-nl’ 


1 
1++ 


1 
b) oe=3- 2 mr om ana 
0) 当 近 似 地 计算 e 时 , 用 公式 


比 用 原来 的 公式 ii 
es1 十 天 +… 二 而 
好 得 多 (作出 误差 估计 , 作 一 个 计算 并 与 第 122 页 上 给 出 的 e 的 值 进行 比较 ). 
6. 如 果 a 与 5 是 正 数 , 而 p 是 任意 实数 , 就 称 
1 
Sp(a,b) = ( 守 *) 四 
为 a 与 5 的 p 次 平均 值 . 
特别 当 p = 1 时 得 到 算术 平均 值 ; p = 2 时 得 到 二 次 平均 值 或 均 方 值 ; 当 p = 一 1 时 , 得 
到 调和 平均 值 . 
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a) 试 证 任何 次 的 平均 值 Sp(a, 5) 界 于 a,b 之 间 . 
b) 求 平均 值 列 
{Sn(a, b)}, {S-n(a, 5b)}. 
的 极限 . 
7. 试 证 : 如 果 a > 0, 那么 数列 
Tnt+l = 3 (z+ 和 2) 
收敛 于 a 的 算术 平方 根 , 其 中 ri 取 0. 
估计 收敛 速度 , 即 估计 与 n 有 关 的 绝对 误差 | An | = |zn 一 al. 
8. 试 证 
a) So(n) = 10 十 … 二 no =n, 


n(n+l) 1 1 
2 三 27 + 2™ 
n(n+ D2n+l) _ 


Si(n) = 也 十 … 十 中 = 
站 3 m+ a + $n 
mntl)? _ 2 


3 nt n+ an 


如 果 记 Sk(n) = 1 十 … 十 n*, 太 EN, 那么 


Sa(n) = 12 十 … 十 nm2 = 
Ss(n) = 了 二 二 = 三 
Sk(n) = akHimet 十 


它 是 nn 的 上 十 1 次 多 项 式 . 
总 
b) lim, 


:十 am 十 ao 


82. 函数 的 极限 


1. 定义 和 例子 设 E 是 实数 集 及 的 一 个 子 集 , a 是 已 的 一 个 极限 点 ， 设 
了: 妃 一 及 是 定义 在 马上 的 一 个 实 值 函 数 . 

我 们 来 描述 当 点 z e EE 接近 于 a 时 , 函数 f 的 值 f(z) 接近 于 某 数 4 的 过 程 : 
这 时 自然 称 数 4 为 当 z 趋 于 a 时 函数 f 的 极限 值 或 极限 . 


定义 1 设 有 函数 三: 妃 一 及 ,4 Ee 民 . 如 果 对 于 任何 & > 0, 存在 一 数 5 > 0, 使 
得 对 于 满足 0< lz 一 al < 65 的 任何 z € 忆 , 关系 


If(z)—Al<e 


成 立 , 我 们 就 (跟随 柯 西 ) 说 当 zx 趋 于 a 时 ,函数 了 趋 于 h, 或 说 , A 是 函数 了 当 了 趋 
于 a 时 的 极限 . 


把 所 说 的 条 件 用 逻辑 符号 写 出 来 就 是 


Ve > 036 > Ovz € E(0 <|z —al<6=1f(7)— Al< ea). 
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如 果 当 z 沿 集合 EE 趋 于 a 时 4 是 函数 f(z) 的 极限 , 就 记 成 
f(z) 一 4, 当 rz 一 aze 已 或 。limeyf(c) =Ah. 


我 们 还 常 把 z 一 wz e E 写 的 更 简单 些 :已 3 z 一 a, 同时 , 把 ,lm f(z) 写成 
lim fa) | 


E3r—a 


例 1 设 已 =RN,JGc) =zsinl. 验证 


lim zsin =0. 
E3r— 了 
实际 上 , 对 给 定 的 es > 0, 取 5 = e, 这 时 , 当 0 < |z| < 5 = e 时 , 注意 到 
< |z|, 就 得 zsin <e. 

由 这 个 例题 , 顺便 看 到 , 当 E 3 z 一 a 时 , 即使 函数 了 :已 一 及 在 oa 点 没有 定 
义 , 它 也 能 有 极限 . 在 极限 计算 中 经 常 碰 到 的 正 是 这 种 情况 . 我 们 回 过 来 想 一 想 , 在 
用 不 等 式 0 < lz - al 的 形式 来 定义 极限 时 , 我 们 就 已 经 注意 到 这 一 点 了 . 

大 家 都 知道 , 一 点 ce R 的 邻 域 是 包含 这 个 点 的 一 个 任意 的 开 区 间 . 


定义 2 一 点 的 邻 域 , 去 掉 这 个 点 本 身 , 叫做 这 个 点 的 去 心 邻 域 . 


车 U(a) 表 示 点 a 的 一 个 邻 域 , 我 们 就 用 立 (a) 表 示 它 的 去 心 邻 域 . 
集合 


0 


A 
zsin— 
人 


Ug(a) := 巨 nU(a)， 
Use(a) := ENV(a) 


分 别 叫做 点 a 在 集合 巨 中 的 邻 域 与 去 心 邻 域 . 

如 果 a 是 5 的 极限 点 , 那么 , 不 论 对 a 的 哪个 邻 域 V(a), 总 有 De(a) zz 2. 

如 果 用 区 (oj 与 殿 (4) 这 种 累 歼 的 记号 表示 点 a 在 集合 巨 中 的 去 心 6 邻 域 与 
4 点 在 及 中 的 < 邻 域 , 上 面 引进 的 函数 的 柯 西 “e - 5 定义 ”可 以 改写 成 : 


(im yo)=4] = vA) (OE) c HA) 


的 形式 . 

这 个 写法 是 说 : 如 果 对 于 点 4 的 任何 s 邻 域 大 (4), 能 找到 点 a 在 集合 妃 中 
的 一 个 去 心 5 邻 域 (ao), 使 得 它 在 f : 一 让 下 的 像 f(D8(a)) 完全 包含 在 邻 域 
做 (4) 中 , 那么 , 4 就 是 当 z 沿 集合 忆 趋 于 a 时 , 函数 了 :已 一 耻 的 极限 . 

考虑 到 在 数 轴 上 一 点 的 任何 邻 域 中 , 必 含 这 一 点 的 一 个 对 称 邻 域 (5 邻 域 ), 我 们 
现在 得 到 极限 定义 的 如 下 形式 的 写法 , 并 把 它 作为 基本 的 写法 . 


$2.。 函数 的 极限 “95. 


( lim f(z) = 4) := VR(A)3Ve(0) (f(De(o) c Va(A)) 


E3zr—a 


因此 , 如 果 对 于 点 4 的 任何 邻 域 , 存在 点 a 在 集合 E 中 的 去 心 邻 域 , 使 得 它 在 
映射 了 : 瑟 一 及 下 的 像 含 于 4 的 给 定 的 这 个 邻 域 中 , 就 说 数 4 是 函数 f :一 民 
当 z 沿 集合 趋 于 (万 的 极限 ) 点 a 时 的 极限 . 

我 们 已 经 引进 了 函数 极限 定义 的 几 种 说 法 . 我 们 知道 , 对 于 数值 函数 , 即 a, A < 
及 时 , 它们 是 等 价 的 . 同时, 为 了 不 同 的 目的 , 有 时 是 这 一 种 方便 , 有 时 是 那 一 种 方 
使 . 例如 , 在 估算 函数 值 时 , 以 原来 的 形式 较 合适 , 它 指出 了 要 想 使 得 f(z) 对 4 的 偏 
差 不 超 过 给 定 的 数量 时 , z 对 a 所 能 容许 的 偏差 是 多 少 . 而 当 把 极限 概念 推广 到 更 
一 般 的 函数 , 也 就 是 函数 的 定义 域 不 是 数 集 时 , 用 最 后 这 种 定义 的 方式 却 是 最 合适 
的 . 从 这 种 定义 顺便 看 到 , 只 要 告诉 我 们 X 和 Y 中 点 的 邻 域 是 什么 , 换 句 话说 , 就 
是 如 果 在 X 和 了 中 给 定 了 拓扑, 我 们 就 能 定义 映射 了 : X 一 了 的 极限 概念 . 

再 考察 几 个 说 明基 本 定义 的 例子 . 

例 2 设 在 整个 数 轴 上 定义 符号 函数 © 


1， 当 z>0, 
sgnz=4 0， 当 z=0, 
-1， 当 z<0， 
今 证 , 当 x 趋 于 0 时 它 没有 极限 . 
也 就 是 要 证 
V4ER3V(4)vC(O)ar e 亡 (0)(f(z) 夫 V(A)， 


亦 即 , 无 论 我 取 怎样 的 4( 妄 想 它 是 sgn z 当 z 一 0 时 的 极限 ), 都 存在 点 4 的 邻 域 
V(4), 使 对 点 0 的 无 论 怎样 (小 ) 的 去 心 邻 域 立 (0), 至 少 存在 一 点 z e 立 (0), 使 得 函 
数 sgn z 在 z 的 值 不 在 V(4) 内 . 

因为 函数 sgn z 只 取 -1,0,1 这 三 个 值 , 所 以 如 果 4 不 是 其 中 之 一 , 它 就 不 可 能 
是 函数 的 极限 值 , 因为 这 时 它 将 有 不 含 此 三 数 中 任何 一 个 的 邻 域 V(A4)- 

如 果 4 e {-10,1}, 则 对 = = 取 4 的 邻 域 作为 V(4). 点 1 和 -1 分 明 不 
能 同时 都 落 入 这 个 邻 域 . 然而 , 无 论 取 点 0 的 哪个 去 心 邻 域 , 它 都 既 含 负数 又 含 正 数 ， 
即 在 某 些 点 上 f(z) = -1, 而 在 另外 某 些 点 上 f(z) = 1. 

因此 , 能 找到 点 z e 5(0), 使 f(z) #V(4). 

我 们 约定 , 如 果 函 数 了 : E 一 RR 在 某 点 ae 及 的 整个 去 心 邻 域 上 有 定义 , 即 当 
Vs(a) = UR(a) = 六 (ao) 时 , 将 代替 巨 3 z 一 a 使 用 比较 简单 的 记 法 z 一 a 

Signum( 拉 丁 文 ) 一 符号 
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例 3 试 证 lim lsgn z|=1. 


实际 上 , 当 z € R\0 时 , |sgn z| = 1, 即 它 在 0 点 的 任何 去 心 邻 域 (0) 中 是 常数 
1, 因此 , 对 于 点 1 的 任何 邻 域 V(1) 得 到 f(0D(0)) = 1e V(1). 

请 注意 , 虽然 函数 |sgn z| 在 点 0 已 有 定义 |sgn0| = 0, 但 此 值 对 函数 的 极限 并 
无 任何 影响 . 

因此 , 不 要 把 函数 在 a 点 的 值 f(a) 与 当 z 趋 于 a 时 的 极限 lim f(z) 混为一谈 . 

设 民 - 与 R+ 分 别 表示 负数 集 与 正 数 集 . 

例 4 在 例 2 中 , 我 们 已 知 Rim， Usgn 7 不 存在 . 但 是 , 函数 sgn 在 及 _ 上 的 限 
制 sgn Im。 是 等 于 -1 的 常数 函数 和 sgn I， 是 等 于 1 的 常数 函数 . 可 以 像 例 3 那 
样 证 明 


li i =1. 
mm osgn z l RD osEn 了 & 


即 同一 个 函数 , 当 把 它 限制 在 不 同 的 子 集 上 时 , 在 同一 点 处 可 有 不 同 极限 , 而 原来 的 
函数 在 这 一 点 没有 极限 . 例 2 就 是 这 样 的 . 

例 5 把 例 2 的 思想 推广 开 来 , 可 以 类 似 地 证 明 函 数 si 当 z 一 0 时 没有 
极限 . 

实际 上 , 在 点 0 的 任何 去 心 邻 域 娘 (0) 中 , 总 存在 形 如 


i 


Ee 
-2+2mn 3+2mn 


的 点 , 其 中 ne N, 在 这 些 点 上 , 函数 分 别 取 值 -1 与 +1. 但 是 当 s < 1 时 , 这 两 个 数 
不 能 同时 含 于 点 A e R 的 。 邻 域 V(4) 内 . 这 就 是 说 , 任何 4 e R 不 能 是 这 函数 在 


Zz 一 0 时 的 极限 . 
1 
E_=4rERIz= 一 天 ENTY， 
7 十 2m 


例 6 如 果 
五 | = ze 了 及 |ze 2 mEN 
到 十 2mm 


lim sinL =-1 及 lim 1 1. 
E-37—0 Er3z—0 I 


上 节 讨 论 的 数列 极限 概念 与 这 里 引入 的 任意 数值 函数 的 极限 概念 有 密切 的 联系 . 
以 下 命题 反映 了 这 种 联系 . 


与 例 4 类 似 , 得 到 
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命题 1@ 关系 pim f(z) = 4 成 立 当 且 仅 当 对 于 任何 收效 于 a 的 点 列 


{znj,zn EE\a, 数列 {f(zn)} 收效 于 4. 
< 由 定义 立刻 得 到 


(fo = 人 A= im, f(en) = 4， 


实际 上 , 如 果 lim ,f(z) = 4 那么 对 于 点 4 的 任何 邻 域 V(4), 存在 a 在 中 的 
去 心 邻 域 Vs(a), 使 得 对 于 ze Ug(a) 有 f(z) eV(A4). 如 果 集合 \a 的 点 列 {zn} 
收敛 于 a, 则 存在 号 码 N, 使 得 当 n > N 时 , zn e Vg(a), 因此 , f(zn) e V(4). 这 样 
一 来 , 根据 数列 极限 的 定义 推 知 lim_ f(zn) = 4. 

现 证 命题 的 男 一 面 . 如 果 4 不 是 f(z) 当 已 z a 时 的 极限 , 则 存在 一 个 邻 域 
V (4) ,使 得 对 于 任何 ne N, 点 a 的 + 邻 域 中 必 有 点 zw E E\a, 使 得 f(zn) #V(4). 
这 正好 是 说 , 虽然 数列 {zn} 趋 于 a, 数列 {f(zn)} 并 不 收敛 于 A. > 


2. 函数 极限 的 性 质 “现在 来 建立 一 些 经 常用 到 的 函数 极限 的 性 质 , 其 中 大 多 数 
与 已 证 过 的 数列 极限 的 性 质 类 似 , 因此 , 实际 上 我 们 已 经 都 熟悉 了 .此 外 , 根据 刚才 
证 明 的 命题 1, 函数 极限 的 许多 重要 性 质 , 显然 都 能 由 数列 极限 的 相应 性 质 直 接 推 出 : 
极限 的 唯一 性 , 极限 的 算术 性 质 , 不 等 式 中 的 极限 过 渡 . 虽然 如 此 , 我 们 还 是 给 出 了 
所 有 的 证 明 . 即将 看 到 , 这 样 做 是 有 一 定 意义 的 . 

我 们 希望 读者 注意 , 要 想 建立 函数 极限 的 所 有 性 质 , 仅仅 需要 关于 集合 的 极限 
点 的 去 心 邻 域 的 两 条 性 质 : 

Bi) De(o) #2, 即 去 心 邻 域 是 非 空 集 ; 

B2) Ye(oJYD8(aaDe(aj(De(a) c 区 (alnag(a)), 即 任意 两 个 去 心 邻 域 之 交 
还 是 一 个 去 心 邻 域 . 

这 个 事实 使 我 们 形成 了 函数 极限 的 一 般 概念 . 并 有 可 能 在 将 来 不 只 是 对 在 数 集 
上 定义 的 函数 , 而 且 对 于 一 般 函 数 都 能 使 用 极限 理论 . 为 了 使 我 们 的 叙述 不 是 81 的 
简单 重复 , 我 们 在 这 里 要 用 一 些 新 的 有 益 的 方法 和 概念 , 它们 是 81 中 没有 的 . 


a. 函数 极限 的 一 般 性 质 ” 先 给 出 几 个 定义 . 


定义 4 像 前 面 一 样 , 把 只 取 一 个 值 的 函数 f : 已 一 RR, 仍旧 叫做 常 值 函数 . 设 
a 是 妃 的 一 个 极限 点 , 如 果 在 a 的 某 个 去 心 邻 域 VE(a) 中 , f 是 常数 , 就 说 函数 
f :已 一 及 当 已 3z 一 a 时 最终 为 常 值 函数 . 


定义 5 对 于 函数 厂 :已 一 R, 如 果 存 在 着 数 C e 及 , 使 得 对 于 任何 re EB 成 立 


jf(z)| < C 或 f(z) < C 或 C < f(z)， 


@ 有 时 称 这 个 命题 为 柯 西 极限 定义 ( 邻 域 形式 ) 与 海 涅 极限 定义 (序列 形式 ) 的 等 价 性 命题. 海 
涅 (H. E. Heine, 1821 一 1881) 是 德国 数学 家 . 
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就 分 别称 矿 为 有 界 函 数 , 上 有 界 函 数 ， 下 有 界 函 数 . 


如 果 以 上 三 种 关系 中 的 某 一 个 , 只 在 点 a 的 某 个 去 心 邻 域 Vp(a) 中 成 立 , 就 分 
别 把 函数 f: E 一 RR 叫做 当 3z 一 a 时 最 终 有 界 , 最 终 上 有 界 , 最 终 下 有 界 函 数 ， 


例 7 用 公式 f(z) = sin +z cosl 定义 的 函数 , 其 中 = 0, 在 其 定义 域内 不 
是 有 界 函 数 , 但 它 是 当 z 一 0 时 最 终 有 界 的 函数 . 

例 8 上 例 之 结论 , 对 于 在 及 上 定义 的 函数 f(z) = z 也 成 立 . 

定理 1 a) (/: 忆 一 民 当 忆 3z 一 a 时 最 终 为 常 雪 入 过 (lim f(z) = 有 4). 

b) (3 ,lm /(2)) 过 (f: 电 一 RR 当 巨 37 一 a 时 最 终 有 界 ). 

0) (my 4) 入 (slim .fC%) = 4) > (A1 = 42) 

< 最 终 为 常数 的 函数 有 极限 的 结论 a) 与 有 极限 的 函数 必定 最 终 有 界 的 结论 b) ， 
由 相应 的 定义 直接 推 知 . 现在 我 们 来 证 明 极限 的 唯一 性 . 

假如 A1 去 4z, 这 时 我 们 可 以 取得 邻 域 V(41) 与 V(42), 使 它们 没有 公共 点 , 即 
V(A41) nV(42) = 9. 根据 极限 定义 , 有 

if) = A = UE) SVE(0)) CV(A1)), 
om f (7) = ha = DE) SE) C VAs). 

今 取 a 点 (B 的 极限 点 ) 的 去 心 邻 域 De(a), 使 Ve(a) c Vg(a)n 避 (a).( 例 如 可 
以 取 Vp(a) = UV%(a) n 习 (a) ,因为 这 个 交 也 是 去 心 邻 域 .) 

因为 Vg(a) # @, 必 能 取得 ze VE(a), 这 时 f(z) eV(41)nV(42); 但 这 是 不 可 
能 的 , 因为 , 由 V(41),V(42) 的 作法 , 它们 没有 公共 点 . > 

b. 极限 过 渡 与 算术 运算 

定义 6 如 果 两 个 数值 函数 f :已 一 有 ,9 :已 一 R 有 公共 的 定义 域 E, 那么 , 用 
以 下 各 式 

(f + 9)(7) :=f(z)+g(z)， 
(fg)(z) := f(z) :g(z), 


1) ,1 
(£) ©® := 10, me e Ento(s) #0, 


在 巨 上 定义 的 函数 , 分 别 叫做 它们 的 和 、 积 与 商 . 


定理 2 设 /:B 一 民 与 g: 忆 一 民 是 有 公共 定义 域 的 两 个 函数 . 
如 果 lim f(z)=4, lim 9(7)=B, 那么 
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a) plim, (f +g)(z) = A+B; 
b) lim,(f .9)(7) = A.B; 
> f 4 2 

c) 人 (二 豆 ' 假 如 昌 关 0, 并 且 当 ze 互 时 , g(x) 0. 

这 个 定理 , 正 像 第 2 段 开始 时 所 指出 的 , 如 果 应 用 第 1 段 所 证 的 命题 , 就 可 以 从 
数列 极限 的 相应 定理 直接 推出 来 . 

也 可 以 把 数列 极限 的 算术 性 质 的 证 明 过 程 重 复 一 遍 来 证 这 个 定理 . 归结 起 来 ， 
在 证 明 中 需要 改变 的 是 , 凡是 以 前 写 “ 取 N e N, 从 它 开始 …” 的 地 方 , 现在 就 得 改 
成 选取 a 点 在 EE 中 的 某 个 去 心 邻 域 立 (a). 建议 读者 来 验证 这 一 点 . 

而 在 这 里 , 我 们 将 从 这 个 定理 当 4 = B = 0 的 简单 特殊 情形 (当然 , 这 时 不 考虑 
定理 中 的 c)) 得 出 这 个 定理 . 

对 于 函数 f :已 一 及 如 果 有 plim,,f(7) = 0， 就 说 f 是 当 已 3 z 一 a 时 的 无 
穷 小 . 

命题 2 a) 设 wa: 已 一 及 ,8B :已 一 下 是 当 已 3 z 一 a 时 的 无 穷 小 , 那么 , 其 
和 a+ 有 :已 一 及 也 是 当 已 3z 一 0 时 的 无 穷 小 . 

b 设 ae: 已 一 及,B: 已 一 及 是 当 已 3z 一 a 时 的 无 穷 小 , 那么 ,其 积 aB :已 一 及 
也 是 当 羽 37 一 a 时 的 无 穷 小 . 

0) 设 Qa: 刀 一 民 是 当 忆 3z 一 a 时 的 无 穷 小 ,B:E37z 一 民 当 E32 一 a 时 
最 终 有 界 , 那么 , 其 积 e.D: 妃 一 及 是 当 已 3z 一 a 时 的 无 穷 小 


< a) 我 们 来 验证 


WE 
> (eto) 
设 给 定 了 e > 0, 根据 极限 的 定义 知 
(om aa =0) > (08(ovastlo (eol< 引 )， 
(ae) =0) = (azgovzsto) (pol< 引 ). 
因此 , 对 于 去 心 邻 域 De(a) c V6(a) n 区 (ao), 得 到 
vr e Vs(Ol(a+ BP)(o)| = lal(z) + P(e)l 
<latal+laajl<e 
这 就 验证 了 im (ae 十 B)(z) = 0. 
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b) 它 是 c) 的 特殊 情形 , 因为 有 极限 的 函数 都 是 最 终 有 界 的 . 
c) 验证 
( 和， a(z) = o) A (3M € R3Ug(a)Vz € Vg(a){|B(z)| < M)) 
=> (, Jim ua(z)p(o) =0) ， 
设 给 定 了 s > 0, 根据 极限 定义 得 
(aa)=o = 0)= = (3Vg(a)vz € Vs(o) (la(ojl < 去 )): 
因此 , 对 于 去 心 邻 域 Cg(a) c Vs(a) n De(a), 得 到 


vz € Vg(a)l(a:B)(z)| = loa(z): B(2)| 
=|a(Dl8@)|< 言 "M=6 
即 验 证 了 im ea “BP)(z) = 
现在 来 作 以 下 有 益 的 注 . 
注 


(sm, f(z)= 4) (f(z) = A+a(z)) 人 (0 = 9) | 


换 句 话说 , 函数 / :已 一 R 趋 于 4, 当 且 仅 当 它 能 表 成 4+ a(z), 这 里 a(z)(f(z) 
对 4 的 偏差 ) 是 当 已 3 rz 一 a 时 的 无 穷 小 函数 9. 

这 可 直接 由 极限 的 定义 推出 ， 因为 有 plim f(z) = A lim (f(z)— A)=0. 

现在 我 们 根据 这 个 注 及 无 穷 小 函数 的 性 质 来 证 明 关于 函数 极限 算术 性 质 的 定理 . 

<a) 设 im f(z) = 4 且 plim, .9(7) = B, 则 f(z) = 4+a(z) 且 g(z) = 
B+B(z), 其 中 < CO oo 是 当 已 3z 一 a 2 时 的 无 穷 小 . 这 时 (f+9)(z) = f(z)+g(7) = 
A+a(z)+B+B(z) = (4+B)+?Y(z), 其 中 7(z) = a(z) + B(z), 作为 无 穷 小 之 和 , 是 
当 巨 3 zx 一 a 时 的 无 穷 小 . 因此 ， glim,,(f + 9)(7) =A+B. 

b) 仍 把 f(z),g(z) 表 成 f(z) = 4 十 a(z),g(z) = B+ PB(z) 的 形式 , 于 是 


(f -9)(z) = f(z) :9g(7) = (A+a(z)(B+B(z)) = A. B+Y7), 
其 中 y(z) = 4 B(z) + Ba(z) +a(z)6(z). 根据 无 穷 小 的 性 质 , 它 是 当 已 3z 一 a 
时 的 无 穷 小 函数 . 


四 花絮 : 这 里 的 想法 几乎 是 显然 的 , 但 它 在 计算 方面 是 很 有 益 的 , 在 思想 上 是 很 重要 的 . 这 种 观 
念 是 法 国 数学 家 和 力学 家 L. 卡 诺 (Carnot,L,1753 一 1823) 单独 提出 来 的 , 他 是 革命 将 领 和 院士 , 是 
热力 学 创始 人 S. 卡 诺 (1796 一 1832) 的 父亲 - 
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因此 ， Jim ,(f 9)(2) = 

0) 仍 记 f(z) = 4+a(z),g(z) = B+B(z), 其 中 plim,, (7) =0, slim,_B(z) = 

因为 B # 0, 存在 去 心 邻 域 立 (a), 使 得 在 它 的 每 一 点 上 有 Pe < < 电 从 而 
sa) =1B+p(al > -ip(z| > 加 ,这 时 ,在 Vs() 中 也 有 二 亦 即 , 函 


数 一 一 3 现在 记 
[ey 


F< 上 如 而 


f A_flr) 4_4+az) 4 
人 mo 人 B+B(z) 万 
1 


= (Bals) - AB)) = 42). 


根据 无 穷 小 的 性 质 (以 及 刚 证 的 南 的 最 终 有 界 性 ), 可 知 函数 7(z) 是 当 忆 3 x 一 a 


时 的 无 穷 小 , 于 是 证 明了 _lim 的 [Ee 


E3r—a 

c. 极限 过 渡 与 不 等 式 

定理 3 a) 设 函 数 1 :EB 一 R,g: 忆 一 R 满足 Bplim,, f(z) = A slim, 9(7) = 
且 4 < B, 那么 , 必 存 在 点 a 在 集合 媚 中 的 一 个 去 心 邻 域 Vp(a), 在 其 中 的 每 个 点 
上 , 不等式 f(z) < g(z) 成 立 . 

b) 如 果 在 集合 巨 上 定义 的 三 个 函数 1 :EB 一 Rg:E 一 Rh:EB 一 民 之 
间 , 不 等 式 f(z) < g(z) < h(z) 成 立 , 并 且 plim f(z) = ,lim h(z) = C， 那么 , 当 
轧 37 一 a 时 , g(z) 也 有 极限 , 并 且 


一 


< a) 取 数 C 使 4 < C < B. 据 极限 之 定义 , 必 有 点 a 在 集合 忆 中 的 去 心 邻 
域 D(a) 及 冶 (a), 使 得 当 ze Vg(a) 时 , |f(z) -4 < C 一 4 而 当 ze Ug(a) 时 ， 
lg(z) - B| < B 一 C. 因此 , 在 含 于 区 (oj nn 避 (a) 的 任何 去 心 邻 域 Vp(a) 中 , 必 有 


f(z)<A+(C-A)=C=B-(B-C)< g(r). 


b) 设 lim f(z) = plim.,h(z) = 0, 那么 , 对 任何 固定 的 。 > 0, 可 求 得 点 a 
在 集合 已 中 的 其 心 邻 域 We 与 区 (a) , 使 得 当 z € Ubp(a) 时 , C -= < f(z), 当 
ze 习 &(a) 时 , h(z) < C+e. 因此 , 在 包含 在 效 (ajntg(a) 中 的 任何 去 心 邻 域 Ve(a) 
中 , 必 有 C-e< f(z) < g(z) <h(z) < C+e, 即 jg(z)-Cl<s, 因 之 lim 9(7)= 
> 
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推论 设 im fc) = 4 slim, 9(7) = B. 如 果 在 点 a 的 某 个 去 心 邻 域 De(a) 


a) 满足 f(z) > g(z), 那么 4> B; 

b) 满足 f(z) > g(z), 那么 , 4 > B; 

0) 满足 f(z) > B, 那么 4 > B; 

d) 满足 f(z) > B, 那么 4 > BB. 

< 由 定理 之 结论 a), 用 反 证 法 直接 推出 结论 a) 与 b) 来 ; 结论 c) 与 d) 是 a),b) 当 
g(7) 三 B 时 的 特例 . > 


d. 两 个 重要 极限 。 在 进一步 阐述 函数 极限 的 理论 之 前 , 我 们 先 用 两 个 重要 例 
子 来 展示 已 经 证 明了 的 定理 的 应 用 . 


例 9 
sinz 

ody na 这 里 , 我 们 将 借助 于 中 学 里 对 sinz 所 下 的 定义 , 即 

= 把 它 定义 作 点 (1,0)( 以 坐标 原点 为 中 心 ) 旋转 z( 弧 度 ) 角 

4-(1,0 所 得 点 的 纵 标 . 这 个 定义 的 圆满 程度 , 完全 依赖 于 在 多 大 

程度 上 建立 了 旋转 与 实数 之 间 的 联系 . 因为 实数 系 本 身 

在 中 学 里 没有 得 到 足够 细致 的 描述 , 必须 承认 , 有 必要 

ms 把 sin z 的 定义 精确 化 (对 cosz 也 是 如 此 )- 

我 们 将 在 适当 的 时 候 做 这 件 事 , 并 论证 以 下 断言 ,而 现在 这 些 断言 的 论证 将 依 
据 直 观 进行. 
a) 证 明 


costz < <1 这 里 0<|z| < 


< 因为 cos?z 与 亚都 是 个 函数 , 所 以 只 需 讨论 0 < z < 的 情形 . 由 图 8 与 
cosz 及 sinz 的 定义 , 比较 扇形 <OCD, 三 角形 A OA4B 与 扇形 4OA4B 的 面积 , 得 到 
SaocD = jlocl -IGD|= 3(eosz)(z cos 1) = jzeosz < 
Ss04n = $I04l -1BCI= 了)Gina = 3sinz < Saoae 


1 一 下 LL 
= 35104|:|AB|= 51.7= 57 


将 此 不 等 式 除 以 也 即 得 所 证 之 结论 . > 
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b) 由 a) 推出 , 对 于 任何 z € R， 
lsinz| < |zl, 


并 且 只 有 当 xz = 0 时 等 式 才 成 立 . 
人 当 0 < |z| < r/2 时 ,a) 中 已 证 


lsinz| < |zl. 


但 |sinz| < 1, 所 以 当 |z| > 3 > 1 时 , 上 面 不 等 式 也 成 立 . 只 有 当 z = 0 时 , 才 有 
sinT 一 Z 一 0. 因 
c) 由 b) 推出 
lim sinz = 0. 
了 一 0 
< 因为 0< |sinz| < |z|, 所 以 根据 函数 极限 与 不 等 式 关 系 的 定理 推 知 lim |sinz| 
=0, 因此 , lim sinz = 0. > 
d) 现在 证 明 lim 2 = 1. 
< 不妨 认 为 |z| < 了 根据 a) 中 所 得 不 等 式 , 得 到 
1— sin2z < Shs * 
I 
但 


.Ee Me Te i 
lim(1l sin?z)=1 (lim sinz)(lim sinz) 1-0=1, 


因此 ,根据 关于 不 等 式 中 极限 过 渡 的 定理 , 即 可 推 知 Jim sz = 1. > 


例 10 根据 极限 理论 定义 指数 函数 、 对 数 函 数 与 办 函数 .我 们 现在 就 来 展示 , 在 
已 经 有 了 实数 理论 和 极限 理论 的 条 件 下 , 对 中 学 数学 中 的 指数 函数 与 对 数 函数 的 定 
义 能 作 哪 些 补充 和 怎样 补充 . 


为 了 便于 今后 的 引证 和 整个 理论 画面 的 完整 性 , 我 们 拟 从 头 做 起 . 
a) 指数 函数 . 设 a > 1. 
1° 对 于 ne N, 用 归纳 法 令 


这 样 , 就 能 定义 在 N 上 的 函数 o", 由 此 定义 可 见 , 这 个 函数 具有 性 质 : 当 m,me 
N 且 m>n 时 , 


m 
om-n 
am 
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2° 根据 这 个 性 质 , 自然 地 引导 出 定义 


ao := 1， an := 工 当 meRN， 
5 


3° 我 们 在 实数 理论 中 已 经 看 到 , 当 a>0 且 neN 时 ， 存在 着 a 的 唯一 的 n 次 
算术 根 , 即 存在 一 数 z > 0, 使 得 z" = a. z 记 成 z = a*. 如 果 我 们 希望 保留 指 
数 的 加 法 规则 

a=al=(at)"=at.....at =att 
的 话 , 这 种 记 法 是 合适 的 . 
根据 同样 的 原因 , 对 于 meN 及 mezZ 令 
Q 且 :一 (a#)™ 和 a-* := (a#)-! 
是 自然 的 . 如 果 对 上 EeZ 有 a 吕 = o 且 ,就 可 认为 已 对 reQ@ 定 义 了 o 
4e 当 0 < z,0 <y 时 , 用 归纳 法 可 验证 , 当 neN 时 ， 
(<Y) OT < 
因此 , 可 以 推 知 
(z=Y) r=. 
5° 现在 可 以 证 明 有 理 指数 的 运算 规则 , 其 中 包括 


ao 号 .oa 器 = ao 全 + 全 
< 实际 上 , a 吕 > 0 且 a* > 0. 其 次 , 由 于 
(a 下 = (a 二)" = Cg 也 
一 (ae 赤 )n) 中 一 om 
及 


(a ) = ((a* ))™ = amk， 


所 以 , 根据 4, 得 到 了 要 证 的 第 一 个 等 式 . 
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类 似 地 
(a .an = (a mm .a mn 
一 ((o 赤 )mjmama .((a 击 )mjman -amama mam 


minatmani 


(6 办 + yn (0 Jnima (Ca nm) mt mn 


minatman 
= amana+mana 


所 以 第 二 个 等 式 也 证 明了 . > 
这 样 , 我 们 对 re Q@ 定义 了 ar 而 且 , 对 于 任何 re Q 有 or > 0 及 对 于 任何 
ru72Ee@ 有 


ar .ara = aritra, 
6° 由 4° 推出 , 当 rra seQ 时 ， 
(ri < rz) = (am < am). 


4 因为 (1 < a) 怠 (1< 由) 对 一 切 neN 成 立 , 这 由 42 立刻 可 以 推出 来 , 因此 ， 
仍 由 4° 推 知 , 当 n,m EN 时 , (at)m = a 有 > 1. 所 以 , 当 1 < a 时 , 对 于 使 ">0 的 
rEQ 得 到 ar > 1. 

而 当 ri < ra 时 , 据 5° 就 得 到 


am 一 an an >anm 1=an 


7" 设 rosQ, 则 有 


lim ar = am. 
Qar 一 ro 


< 可 以 验证 , 当 @ ap 一 0 时 , op 一 1 因为, 当 lp| < 二 时 , 由 6* 能 得 到 
a <ar<as. 


我 们 知道 , 当 n 一 co 时, a# 一 1( 及 a-* 1) . 这 时 , 用 标准 的 证 法 即 可 验证 ， 
对 e > 0, 存在 5> 0, 使 得 当 lp| < 5 时 ,有 


l-e<a<lte. 


可 取 填 作为 5 使 1-e<a-# 且 at <1+e 
现在 来 证 明基 本 命题 . 
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对 于 > 0, 选择 5 使 得 当 lp| <5 时 
1 一 sa <ap<1+ea-. 
今 车 |r 一 rol <56, 则 


a™(l—ea™")<a =a".a <an(1+ea mo)， 


ar~e<a <artep 
这 样 , 在 Q 上 定义 了 具有 以 下 性 质 的 函数 ar: 


al 一 a>li 
ar .ar = arit+rai 
ri < rz 时 ,an” < a™; 


当 Q@3 ni 一 72 时 ,a™ 一 am. 


现在 我 们 用 以 下 方法 , 把 这 个 函数 开拓 到 整个 数 轴 上 去 . 
8 设 zeR，s= sup ai= inf ar, 显然 sieR, 因为 当 m <z<rz 时 ， 
Qar<z Qar>z 
有 ar < ar. 
我 们 要 证 明 , 实际 上 有 s = i( 这 时 我 们 就 用 az 表示 这 个 数 ). 
< 据 s 与 i 之 定义 , 当 r <z<r2 时 ,有 


a Ss<iga™. 


因此 , 0 < i 一 s < a™ -an = an(an "1) < s(a "no—1). 但 当 Q@Q3p 一 0 
时 ap 一 1, 所 以 对 于 任何 。 > 0, 能 求 得 6 > 0 ,使 得 当 0 < rm -m < 5 时 ,有 
ar-m -1 <e/s. 这 时 , 我 们 得 到 0< i 一 s <e, 再 由 =>0 的 任意 性 , 得 知 i=s. > 


令 oa:=s=i. 


从 ie 看 到 对 。> 0, 存在 六 < z 使 得 。_ < <ar <s=ar, 又 存在 wm 使 
az =isar <i+e 因为 , 当 m <r<r" 时 , 必 有 ar < ar < ar , 所 以 , 对 于 开 区 
间 ]r ,mY [中 的 re @, 也 必定 有 


9" 今 证 oz = lim ar. 
Q3 


ar—-e<a <a tep 


现在 来 讨论 这 样 构造 出 来 的 及 上 的 函数 az 的 性 质 . 
10? 设 ri zz E 民 , 当 a > 工时 , (zl < zz) 一 (az < a™). 
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< 在 开 区 间 jzi, rz[ 上 , 存在 两 个 有 理 数 ri < rz. 既然 z1 < rm < ra < z2, 那么 ， 
据 8° 中 给 出 的 az 的 定义 及 函数 ar 在 Q 上 的 性 质 , 就 得 到 


am < an < an < ac. 因 


11° 对 任何 zl, rz e 及 ,az: . ar? = azi+z32 成 立 . 
4 根据 乘积 的 绝对 误差 的 估 值 及 性 质 9°, 可 以 断定 , 对 于 任何 es > 0, 必 能 找到 
6' > 0, 使 得 当 |z1 - m| < 6,|zz 一 rz| < 8 时 ， 


E € 
am <a <an an +F: 


如 果 需 要 , 把 5' 再 缩小 到 5,5 < 5, 使 得 当 |z1 一 ni| < 5|z2 一 rz| < 6, 从 而 
|(z1 + zz) ~ (ri +72)| < 25 时 ， 


ara+ra 一 < < azl+za < ari+ra 十 本 
2 2 
但 是 , 当 mras@ 时 , am .am = an+m, 因此 
az .aza 一 E < az1+z2 < qz1 .az2 十 E. 


由 的 任意 性 , 推 知 


a™ .az2 一 Qz1+72. 区 
i dim a = a" (注意 ,“z 一 zo” 是 “R3z 一 zo” 的 简 记 法 ) 
< 首先 验证 lim a” =1. 对 。 >0 求 得 ne N, 使 得 
1-e<a-#<at<lte. 
这 时 , 由 10", 当 lz| < 十 时 将 有 
1-e<a*#<ar<at<lte, 


即 验 证 了 lim a* = 1. 
现在 取 5 > 0, 使 得 当 |z -zol < 5 时 , la*-*0 一 1| < ea-”, 就 得 到 


aro 一 E < az 一 azo(az-*o 一 1) < as 十. 


即 证 明了 lm = 
13。 证 明 函 数 z 一 ar 的 值 集 是 一 切 正 实数 之 集 及 + 
< 令 yo ER+. 如 果 a > 1, 我 们 知道 , 存在 ne N, 使 得 a-" < yo < a". 因此 ， 


A={zeRlar <yo} 与 B= {ze Rly <a’} 
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这 两 个 集合 都 不 空 . 但 是 , 由 于 ( 当 a > 1 时 )(zi < za) 怠 az: < az， 那么 , 对 于 
Z1 € h,T2 € 有 ,Til,z2 E 恨 , 就 必定 有 zl < xz2. 因此 , 对 于 集合 4, B 应 用 完备 公理 ， 
就 得 到 一 数 zo, 使 对 于 任何 z1 e4 及 zz e B, 有 zi < zo < zz. 今 证 az = yo. 

假如 ar。 < yo, 那么 , 由 于 当 n 一 co 时 , arot# 一 aro, 应 有 数 neEN 使 
ara+t < yo. 这 就 得 到 (zo + 二) e 4 . 但 这 与 已 经 证 明 的 zo 分 割 4 与 B 的 性 质 
不 相 容 . 所 以 ur。 < yo 之 假定 不 能 成 立 . 同样 可 证 不 等 式 yo < ar。 也 不 可 能 成 立 . 
因此 根据 实数 的 性 质 , 必然 ore = yo. > 

14° 我 们 一 直 都 假定 了 a > 1, 但 是 , 以 上 所 作 的 一 切 论述 , 对 于 0 < a < 1 的 情 
形 可 照样 进行 . 在 这 种 条 件 下 , 如 果 + > 0, 则 有 0 < ar < 1. 由 此 , 在 6° 中 , 以 及 最 
后 在 10。 中 , 现在 得 到 的 应 是 : 当 0 < a < 1 时 , (zl < rs) 3 (a™! > az?). 

因此 , 对 a > 0,a 1, 我 们 建立 了 在 实数 集 上 定义 的 指数 函数 z 一 ao, 它 具 有 
以 下 的 性 质 : 

1) al = qi 

2) azl .aza = azt+zai 

3) 当 :z 一 zo 时 ,az 一 azo; 

外 车 a>1, 则 (a! < a®) © (71 < 22), 

若 0<a<1, 则 (a7: > a™) © (71 < za); 


5) 函数 z = az 的 值 集 是 一 切 正 实数 之 集 
R+ = {y € RIO < yy}. 
定义 7 映射 z ~ az 叫做 以 a 为 底 的 指数 函数 . 当 a = e 时 , 这 个 经 常 遇 到 的 
函数 z 五 ez 常 记 作 exp z. 与 此 相关 , 函数 z ~ az 有 时 也 记 作 expaz. 
b) 对 数 函数 ， 由 指数 函数 的 性 质 知 映射 exp。: 及 一 及 + 是 双 射 , 所 以 它 有 反 
函数 . 
定义 8 exp。 : 一 下 + 的 逆 映 射 叫 做 以 a(0 < a,a 关 1) 为 底 的 对 数 函 数 , 记 作 


log。: 及 + 一 R. 


定义 9 以 a = e 为 底 的 对 数 函 数 , 或 对 数 , 叫做 自然 对 数 , 并 记 作 ln : R+ 一 及 . 
可 用 另 一 种 方法 引入 对 数 , 从 它 能 清楚 地 看 出 对 数 这 个 述 语 的 来 由 . 这 另 一 种 
方法 , 甚至 更 自然 、 更 明显 , 我 们 将 在 建立 了 微 积分 初步 之 后 , 再 来 叙述 它 . 
根据 定义 , 对 数 函 数 是 指数 函数 的 反 函 数 , 于 是 
vz € R(loga(a”) = 7), 
Ww E 玉 +(aogoy =Y). 
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由 这 个 定义 及 指数 函数 的 性 质 得 到 , 对 数 在 自己 的 定义 域 Ri 中 有 如 下 性 质 : 

1) logaa=1; 

2") loga(y1 * y2) = loga yi + loga yo; 

3") 当 R+ 3y— yo ER+ 时, logay 一 loga yo; 

4) a > 1 时 , (loga yi < loga yo) $ ( < vo); 

0 < a<1H, (ogay > loga Ya) © (yi < yo); 

51) 函数 log。 : R+ 一 及 的 值 集 为 整个 实数 集 RR. 

4 由 指数 函数 之 性 质 1) 与 对 数 之 定义 即 得 1). 

由 指数 两 数 之 性 质 2) 得 到 2') 实际 上 , 设 zi = logs yi,72 = loga yo. 于 是 = 
azi,ga = az2, 而 且 , 由 2), 得 yy = az a? = azi+z3, 因此 , log, (yi yo) = zl 十 z2. 

类 似 地 , 从 指数 函数 的 性 质 4), 可 导出 对 数 函数 的 性 质 4). 

显然 5) 一 5). 

还 有 3') 待 证 明 . 

据 对 数 的 性 质 2') 

y 
logoy — loga Yo = loga (z¥) ， 
所 以 不 等 式 
—~E <logay—logayo << 
可 y 
loga(a™®) = -< < log。 (2) <ée=loga(a’) 


等 价 . 据 对 数 的 性 质 4), 后 者 又 与 
a-*< 卫 <as  ( 当 a> 1 时 ) 
Wo 
a < 和 <a-e  ( 当 0 <a< 1 时) 
yo 
等 价 . 
不 论 是 哪 种 情形 , 亦 即 不 论 


Yoa™ <Yy < yoar (对 a > 1) 


还 是 
yoar <y<yoa 一 (对 0<a<1) 
都 得 到 
—E < logay — loga Yo < e. 
这 就 证 明了 


lim lol = .> 
RS ER ga Y = “Oga Yo- 
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在 图 9 中 画 出 了 函数 e=,10*,ln zr,logloz =: log z 等 的 图 像 , 而 在 图 10 中 画 出 
了 (2 ,OoDrloge-， nlogoaz 的 图 像 

还 有 一 个 经 常用 到 的 对 数 性 质 , 即 

对 任何 b > 0 及 任何 a e R, 以 下 等 式 成 立 : 

6") loga(b°) = aloga b. 

<1° 当 a = ne N 时 , 等 式 成 立 , 因为 由 对 数 性 质 2) , 用 归纳 法 可 得 


loga(y1 Yn) = loga yi +** + loga yn, 
于 是 
loga(b") = logab +:*+logab = nlogab. 
2° loga(b)-! = 一 logab, 因为 , 如 果 令 B = log。b, 那么 
b=as,b =a log(b)-! = 一. 


3° 由 le 和 2° 就 知道 对 于 ce Z 等 式 logs(b*) = alog。b 成 立 . 
4° 当 neZ 时, loga(b*)= Vlog, b. 
实际 上 
logab = loga(b*)" = nloga(b*). 
5° 对 任何 有 理 数 a = 和 &€ Q@Q, 现在 可 验证 命题 正确 . 实际 上 ， 


La logsb = m loga b# = loga(b*)™ = loga(b®). 
n 
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(Le 大 


图 10 


6° 既 已 对 于 任何 有 理 数 re Q 证 明了 等 式 
loga b” = 7 loga b, 


令 r 沿 着 Q 趋 近 于 a 据 指数 函数 的 性 质 3), 与 对 数 函数 的 性 质 3'), 就 得 知 当 7 足 
够 接近 于 a 时 , b" 就 接近 于 b*, 于 是 loga tr 就 接近 于 log。 be. 这 就 是 


olim logob = loga b®. 
但 logotr =rlogob, 所 以 


logab° = Sm logab"” = ltr logab=alogab.> 


我 们 约定 Ya e R(1° = 1). 

由 已 证 明 的 这 些 对 数 性 质 , 又 可 得 到 以 下 的 结论 : 对 于 任何 6 eR 及 a > 0， 
下 面 等 式 成 立 : 

6) (aa)2 = ae8. 

< 当 a = 1 时 , 由 于 对 任何 a 都 有 1° = 1, 等 式 显然 成 立 . 

当 a 关 1 时, 则 有 

logs((a®)8) = Bloga(a®) = B.alogsa= a. 有 8= logu(as6), 再 由 对 数 性 质 4), 就 
得 (a)8 = ap. py 

c) 知 函 数 . 我 们 已 对 任何 z > 0 及 任何 a e R 定义 了 ze( 读 做 z 的 a 次 宕 ). 


定义 10 定义 在 正 数 集 恨 : 上 的 函数 z 一 zc, 叫做 昧 函数 , 称 a 为 肾 指 数 . 
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短 函 数 显然 是 指数 函数 与 对 数 函 数 的 复合 , 确切 地 说 就 是 


Ta = aloga(z°) ~ galogaz 


在 图 11 中 , 对 一 些 笑 指 数 画 出 了 y= ze? 的 
图 像 . 


3. 函数 极限 的 一 般 定 义 (对 基 的 极限 ) 


在 第 二 段 中 ， 对 于 定义 在 去 心 邻 域 中 的 
函数 , 我 们 证 明了 一 些 极限 性 质 . 不 难看 出 , 在 这 
些 证 明 中 , 除了 那里 引进 的 去 心 邻 域 的 性 质 Bi) 
和 Ba), 实际 上 不 再 需要 别 的 什么 , 因此 , 有 理由 
引进 以 下 数学 对 象 . 


图 11 


a. 基 的 定义 与 主要 例子 
定义 11 由 集合 X 的 某 些 子 集 B Cc X 组 成 的 集 族 B 称 为 集合 X 中 的 基 , 假 
如 它 满足 两 个 条 件 : 


Bi) vB € B(B # ®@); 

B2) vB € BYB, € B3B € B(B Cc BinN B;). 

换 句 话说 , 族 B 的 元 素 不 是 空 集 , 并 且 任 二 元 素 之 交 都 含有 族 的 某 个 元 素 . 
现在 把 分 析 中 最 常用 的 基 列 表 如 下 : 


由 什么 集合 (元 素 ) | 基 中 的 元 素 的 定义 与 


基 的 表示 法 表示 法 的 名 称 组 成 的 基 表示 法 
za z 趋 于 a | 息 aeR 的 去 心 争 | D(a) := {2 € Rla 一 
域 组 成 的 基 1 <z<a+52Az 天 da 
其 中 5 > 0,62 > 0. 
z—00 z 趋 于 无 穷 由 无 穷 的 邻 域 组 成 | (co) := {z € RI5 < 
的 基 zl}, 其 中 5 eR. 


z 一 a,zE 忆 或 3 | z 沿 集合 已 趋 于 a | 点 a 在 集合 EE 中 
Zz 一 a 或 zr 一 aEE 的 去 心 邻 域 组 成 的 


z 一 ooze 巨 或 已 3 | z 沿 集合 已 趋 于 无 穷 


z 一 oo 或 z 一 co 已 


Ue(a) := ENV(a) 


Ug(o0) := ENU(o0) 


*) 假定 a 是 已 的 极限 点 . 
**) 假定 集合 已 无 界 . 


如 果 包 = Et= {zeRz>a(B = EB = {rz € Rlz < a)), 那么 就 把 
z 一 0,zEB 写 成 z 一 a+0(z 一 a 一 0) 并 说 z 从 右 趋 于 a, 或 从 大 值 方面 趋 于 
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a( 相 应 地 说 从 左 或 从 小 值 方面 趋 于 a). 当 a= 0 时 , 就 把 z 一 0+otz 一 0-0) 缩 
写成 zx 一 +0(z 一 -0). 
我 们 还 用 已 3z 一 ae+0(B3z 一 a-0) 人 代替 z 一 azeBnEtz 一 ze 
互 nm Bs), 它 表示 z 沿 集合 E 趋 于 o 但 总 是 大 于 (小 于 )a. 
如 果 
五 = 本 ={zeRlc<zl (E=E%= {reRlz< coe}), 


就 把 zx 一 o0,z EB 写成 z 一 +oo(z 一 -oo) 并 说 rz 趋 于 正 无 穷 (z 趋 于 负 无 穷 ). 

用 E37 一 +oo(E3z 一 一 00) 这 种 写法 代替 z 一 00,z€E ENEt(r 一 00,7€ 
ENE). 

当 EE = N 时 ,( 如 果 不 会 发 生 误 解 ) 我 们 就 把 z 一 co,z eN 写成 n 一 co, 在 数 
列 极限 的 理论 中 , 我 们 已 经 采用 了 这 种 记 法 . 

注意 , 上 面 举 出 的 所 有 基 , 都 有 一 个 共同 特点 , 即 基 中 的 任何 两 个 元 素 之 交 , 还 
是 这 个 基 的 一 个 元 素 , 而 不 只 是 包含 着 基 的 某 个 元 素 . 当 我 们 讨论 的 函数 不 是 在 数 轴 
上 给 出 的 时 候 , 将 会 遇 到 其 他 的 基 ©. 

还 要 注意 , 这 里 所 用 的 术语 “ 基 ”, 是 数学 中 叫做 “ 滤 子 基 ” 的 简 述 , 下面 所 引 
人 的 对 基 的 极限 , 对 于 分 析 来 说 , 是 现代 法 国 数学 家 嘉 当 (Cartan) 所 创立 的 滤 子 极 
限 的 最 重要 的 部 分 @. 


b. 关于 基 的 极限 

定义 12 设 f:X 一 及 是 集合 X 上 的 函数 ; B 是 X 中 的 一 个 基 . 如 果 对 于 
点 4 eR 的 任何 邻 域 V(4), 存在 着 基 B 中 的 元 素 Be B, 使 B 的 像 f(B) 包含 在 
V(4) 中 , 就 说 4 是 函数 f :一 民 关于 基 B 的 极限 . 


如 果 4 是 函数 f : X 一 R 关于 基 8 的 极限 , 则 记 
] 训 Jo) = 4. 


用 逻辑 符号 把 关于 基 的 极限 定义 写 出 来 , 就 是 


(名 fl) =4) =v(4)3B e BU(B) c v4).| 


因为 我 们 现在 讨论 数值 函数 , 所 以 把 这 个 基本 定义 写成 下 列 形式 是 有 用 处 的 : 


(@ f(z) = 4) := Ve > 03B € BYz € B(If(z) — A| < e). 


四 例如 , 平面 上 含有 给 定点 的 开 圆 (不 包含 圆周 ) 的 族 是 一 个 基 . 基 中 的 二 元 素 之 交 不 一 定 是 贺 ， 
但 它 总 是 包含 着 这 个 族 里 的 某 个 圆 . 
四 关于 详细 情况 , 请 参看 Bourbaki. 一 般 拓扑 学 . 
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在 这 个 说 法 里 , 把 任意 邻 域 V(4), 换 成 了 关于 4 点 对 称 的 邻 域 (e 邻 域 ). 对 于 
实 函数 这 两 种 定义 的 等 价 性 , 前 面 已 经 说 过 , 是 由 在 一 点 的 任何 邻 域 中 都 含有 该 点 
的 一 个 对 称 邻 域 这 样 一 个 事实 推出 (请 作出 完整 的 证 明 ). 

我 们 已 经 给 出 了 函数 关于 基 的 极限 的 普遍 的 定义 . 上 面 又 讨论 了 分 析 中 最 常用 
到 的 基 的 例子 . 在 具体 问题 中 , 可 能 出 现 这 些 基 中 的 某 一 种 , 必须 善于 解读 一 般 定 义 
在 具体 问题 中 的 具体 含义 , 并 具体 地 写 出 它 的 基 . 

例如 ， 


(im (0) =4) :=ve >035>0vz ea-6al (lf(z) -Al<e), 
(Lim yt =4) :=Ve >035ERVYz <6 (f(r) - Al<e). 
在 讨论 基 的 例子 时 , 我 们 特别 引入 了 无 穷 的 邻 域 这 一 概念 . 如 果 利 用 这 一 概念 ， 
那么 , 根据 极限 的 一 般 定义 , 作 如 下 约定 是 合理 的 : 
(i /0) = %) = WW(00) 3B € B (f(B) c V(00)) 
同样 地 , 也 可 写成 
(lim f(z) =0%) :=ve>03BeBvzeB(e<lftz)l)， 
(lim f(z) = +oo) :=Ve ER3BEeBYzeB(e< f(r)), 
(ig f(z) =-00):=veeRaBeBvereB (f(s) <e). 
通常 ,e 总 是 指 小 的 量 , 但 上 面 的 定义 中 显然 并 非 如 此 . 例如 , 按 我 们 的 约定 , 可 


以 写 
(iim (0) = -oo) :=ve ER eRVz > 6 (f(r) <e). 

建议 读者 自己 把 关于 有 限 ( 数 ) 极限 及 无 限 极限 情况 下 的 各 种 基 的 极限 定义 写 
出 来 . 
在 第 2 段 中 , 我 们 对 于 特殊 基 EE 3 z 一 a 已 经 证 明了 一 些 有 关 极 限 的 定理 ; 为 
了 能 够 承认 这 些 定理 在 普遍 情况 下 也 已 得 到 证 明 , 就 需 在 任何 基 下 , 给 出 最 终 为 党 
数 , 最 终 有 界 与 无 穷 小 等 的 相应 的 定义 . 

定义 13 称 函数 有 : X 一 R 对 基 B 最 终 为 常数 , 如 果 存 在 一 数 4< 民 , 及 基 B 
中 的 元 素 B, 使 得 在 B 的 任何 点 z 处 , f(z) = 4. 

定义 14 称 函数 / : X 一 RR 对 基 B 有 界 ,或 对 基 B 最 终 有 界 ,如果 存在 一 数 
c > 0, 及 基 中 的 元 素 B e 有 B, 在 每 一 点 ze B 处 , |f(z)| < <. 


定义 15 称 函 数 了:X 一 及 对 基 6 为 无 穷 小 ,如果 lip f(z) =0. 
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给 出 了 这 些 定义 , 并 观察 到 “有 关 极 限定 理 的 证 明 只 需要 基 的 性 质 Bi) 与 Bz)” 
这 个 事实 , 就 可 认为 在 第 2 段 中 所 建立 的 所 有 极限 性 质 关 于 任意 的 基 全 都 是 正确 的 . 

特别 地 , 我 们 现在 已 能 谈论 当 z 一 co, 或 zx 一 -oo 或 > 一 +co 时 函数 的 极限 
Ds 

除 此 之 外 , 对 于 不 是 在 数 集 上 定义 的 函数 , 也 提供 了 应 用 极限 理论 的 可 能 性 , 以 

后 将 会 看 到 , 这 一 点 特别 重要 . 例如 , 曲线 长 就 是 在 某 一 曲线 类 上 定义 的 一 个 数值 函 
数 . 如 果 对 于 折线 知道 了 这 个 函数 , 那么 , 我 们 再 利用 极限 过 渡 就 能 定义 更 复杂 的 曲 
线 的 长 , 例如 圆周 的 长 . 

目前 , 我 们 从 所 做 的 这 些 考察 和 引入 的 与 之 相关 的 基 概 念 所 得 到 的 主要 好 处 在 
于 , 不 必 再 对 每 种 具体 形式 的 极限 过 程 , 用 现在 的 术语 说 , 就 是 对 每 个 具体 的 基 , 去 
一 一 验证 和 形式 地 证 明 有 关 极 限 的 定理 了 . 

为 了 完全 掌握 关于 任意 基 的 极限 概念 , 我 们 将 在 普遍 形式 下 证 明 进一步 的 函数 
极限 性 质 . 


4. 函数 极限 的 存在 问题 


a. 柯 西 准则 ”在 叙述 柯 西 准则 之 前 , 先 给 出 一 个 很 有 用 的 定义 . 
定义 16 称 
w(f;E):= sup |f(z1) — f(z2)| 
Zz1,72EB 


为 函数 / : X 一 及 在 集合 CX 上 的 振幅 . 这 是 在 一 切 可 能 的 点 对 zi,z? € 已 
上 , 函数 值 之 差 的 模 的 上 确 界 . 


例 

11. w(z2; [一 1,23]) = 4. 
12. w(z;[-1,2]) = 3. 
13. w(zi] —1,2[) = 3. 


14. w(sgnz; [~—1, 2]) = 2. 

15. w(sgnz; [0, 2]) = 1. 

16. w(sgnz;]0,20 = 0. 

定理 4 (函数 极限 存在 的 柯 西 准则 ) 设 X 为 一 集 , B 为 六 中 的 基 . 

函数 了 : X 一 及 关于 基 有 极限 , 当 且 仅 当 对 任何 数 e > 0, 存在 着 妃 < B, 使 得 
函数 在 B 上 的 振幅 小 于 <. 

这 样 ， 

3lig f(z) © ve > 03B € B(o(f;B) < o). 
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< 必要 性 . 如 果 lig f(z) = 4e 民 ,那么 , 对 = > 0 , 选 出 基 6 之 元 素 B, 使 得 在 
任何 ze€ B 处 , |f(z) - 4| < se/3. 但 这 时 对 任何 ri, zz e B, 有 


If(z1) — f(z2)| < lz 一 4+lfza) 一 4< 至 ， 


所 以 , w(f; B) < <. 

充分 性 . 现在 证 准则 的 主要 部 分 , 亦 即 , 如 果 对 于 任何 。> 0, 存在 基 5 的 元 素 
B, 使 得 w(f; B) < e, 那么 , 函数 有 极限 . 

顺 次 取 1, 光 … ,十 … 做 为 6， 对 它们 取 基 有 中 的 一 列 元 素 忆 , 忆 ,…， 
所 ,… 使 得 w(f; 嫩 ) < 上 ,ne N， 由 于 Bs # 2, 可 在 每 个 Bs 中 取 一 个 点 zn， 
则 序列 f(z1), f(z2),… ,f(zn)… 是 基本 列 . 事实 上 , Bnn Bm 了 2, 从 而 借助 于 辅助 
点 ze Bun Bm, 就 得 到 |f(zn) 一 f(zm)| < f(zn) 一 DID) 一 f(am)| < 二 + 二. 
根据 对 数列 已 经 证 明了 的 柯 西 准则 , {f(z),n e N} 有 一 极限 4. 在 上 边 的 不 等 式 中 
令 mm 一 oo, 推出 |f(zn) - 4 < 上. 由 此 , 并 注意 到 w(f; Bu) < 二 就 得 到 了 向 证 的 


结论 :如果 n> N = [2] + 1 则 在 任意 点 ze Bs。 有 |f(z) -Al<e.> 

注 后 边 将 看 到 , 上 边 这 个 证 明 对 于 在 任何 所 谓 完备 空间 Y 中 取 值 的 函数 也 是 
有 效 的 , 我 们 现在 首先 感 兴趣 的 是 Y = RR 的 情形 , 这 时 , 可 如 愿 地 使 用 在 序列 情形 
证 明 柯 西 准则 充分 性 时 的 那些 想法 . 


4 设 ma = inf f(z), MB = sup f(2), 并 注意 , 对 基 8 的 任何 元 Bi, Bs 都 成 立 
ma < maBinBs < MBinB。 < MB,, 根据 完备 性 公理 , 可 以 找到 数 4 < RR 分 离 数 集 


{ms} 和 {MBs}, 其 中 Be B. 由 于 w(f;B) = MB 一 ma, 可 以 断言 , 只 要 w(f;B) < 6 
就 在 每 个 点 ze BB 成立 |f(z)-4l<e.> 


例 17 我 们 来 证 明 , 当 久 =N 且 B 是 基 n 一 coneN 时 , 这 个 函数 极限 存在 
性 的 一 般 柯 西 准则 , 与 前 面 讨 论 过 的 数列 极限 存在 性 的 柯 西 准则 一 致 


实际 上 , 基 n 一 oo0,n € N 的 元 素 是 
B=NNU(%)= {ne NIN <n), 


它 是 由 大 于 某 数 N < RR 的 所 有 自然 数 ne N 组 成 的 集合 , 可 以 认为 N < N 而 不 失 
普遍 性 . 关系 w(f, B) < e 在 现在 的 情况 , 就 是 Yni,n2 > N 有 |f(m) 一 f(n2)| < < 

因此 ,“ 对 于 任何 < > 0, 存在 基 8 的 元 素 B e B, 使 函数 1 :N 一 在 B 上 的 振 
幅 w(f,B) 小 于 e” 这 个 条 件 , 等 价 于 条 件 “{f(n)} 是 基本 数列 ”. 
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b. 复合 函数 的 极限 


定理 5 (有 关 复 合 函 数 极限 的 定理 ) 设 Y 是 一 个 集合 , By 是 了 的 一 个 基 ; g : 
Y 一 民 是 关于 基 By 有 极限 的 一 个 映射 . 

设 久 是 一 个 集合 , Bx 是 义 的 一 个 基 , 并 且 了 :和 一 了 是 天 到 Y 中 的 那样 的 
一 个 映射 , 对 于 基 By 中 的 任何 元 素 By E By, 存在 着 Bx 的 元 素 Bx E Bx, 使 得 
像 (Bx) 包含 在 By 中 . 

在 这 些 条 件 下 , 映射 与 g 的 复合 go f : 义 一 民有 定义 , 关于 基 Bx 有 极限 ， 
且 


Wyof)(2) = eoly)- 
< 复合 函数 go f : X 一 民有 定义 , 因为 f(X) CY. 设 gly) = 4 我 们 来 
证 zm(9of)(z) = 和 4 对 于 4 点 的 给 定 邻 域 V(4), 取 基 By 的 元 素 By e By, 使 得 
g(By) c V(4). 据 题 设 存在 基 Bx 的 元 素 Bx C Bx, 使 得 f(Bx) Cc By. 这 时 
(go f)(Bx) = g(f(Bx)) cg(By) CV(A), 
这 样 , 我 们 就 证 明了 , 4 是 函数 (go f) : X 一 及 关于 基 Bx 的 极限 . > 


例 18 lim 全 =? 


如 果 令 g(y) = ,f(z) = 7z, 那么 (go 有 )(z) = 严实， 在 我 们 的 情况 , Y = 

R\0,X=R. 因为 
lm 9(Y) = 二 2 =1, 

因此 , 为 了 应 用 定理 ， 必须 验证 不 论 取 基 y 一 0 的 哪个 元 , 必 能 找到 基 z 一 0 的 元 
素 , 使 它 在 映射 f(z) = 7z 下 的 像 , 含 于 事先 取 定 的 、 基 y 一 0 的 那个 元 中 . 

基 y 一 0 的 元 素 是 点 0 e R 的 去 心 邻 域 Diyr(0). 基 z 一 0 的 元 素 , 也 是 0e 及 
点 的 去 心 邻 域 Dx(0). 令 

Uy(0) = {ye Rla<z<p,zr 0} 
(这 里 mp eR, 且 a < 0,8 > 0) 是 Y 的 一 个 去 心 零 邻 域 . 如 果 取 
Ux(0) = {zr € RI? <r< §,z#0), 
那么 , X 中 的 这 个 去 心 邻 域 就 已 具备 了 性 质 
f(DVx(0)) = Dy (0) c Ux(0). 
定理 的 条 件 已 被 满足 , 所 以 , 可 以 断定 


sin77 .siny 
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例 19 函数 g(y) = |sgn yl, 如 在 例 3 所 见 , 有 极限 lim lsgn yl =1. 


函数 y= f(z) = = sin2, 当 x 关 0 时 有 定义 , 它 也 有 极限 limz sin2 = 0( 参 看 
例 1) 

然而 函数 (go f)(z) = |sgn (2 sinl)| 当 z 一 0 时 没有 极限 . 

实际 上 , 在 点 = = 0 的 任何 去 心 邻 域 中 都 有 函数 sin2 的 零点 ， 因此， 函数 
san (sin) | 既 能 取得 值 0, 又 能 取得 值 1, 根据 柯 西 准则 , 当 = 0 时 不 可 能 有 
极限 


这 是 否 与 定理 相 矛 盾 呢 ? 


如 我 们 在 上 例 中 所 做 的 那样 , 请 检查 一 下 , 定理 的 条 件 是 否 满足 . 
例 20 证 明 

二 (1+3) =。 
a 设 


Y = N, By 是 基 n 一 00,n € N; 

X=R+ = {Zz € Rlz > 0},Bx 是 基 zx 一 +o0; 

f :一 了 是 映射 rr [2]， 
这 里 [z] 是 数 z 的 整数 部 分 ( 即 不 超过 z 的 最 大 整数 ). 

这 时 , 对 于 基 n 一 co,n e N 中 任何 元 素 By = {ne Nin > N}, 显然 , 存在 着 基 
z 一 +oo 的 元 素 Bx = {ze RIz > N +1}, 使 得 它 在 映射 z 一 [z] 下 的 像 含 于 By 中 . 

IN I NE TN? 

函数 g(n) = (1+ 二 ,ao (1+ 二) ,on) = (1+ 二 ) 我们 知道 ， 
它们 关于 基 n 一 oo0,n e N 都 有 极限 e. 

根据 复合 函数 极限 的 定理 , 可 以 断定 函数 


GoD) = 1+) 
oD Qt) 
(goo) = (1+ 


关于 基 z 一 +oo 也 有 极限 e. 
现在 , 只 要 注意 当 z > 0 时 , 有 


(+ 本 ee Ql) 2 (8) 
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并 且 当 z 一 +oo 时 , 两 端 之 项 都 趋 于 e， 所 以 , 根据 极限 的 性 质 (定理 3) 即 得 
lim (+ 一 e. 


一 十 oo 


现在 , 我 们 来 用 复合 函数 极限 定理 证 明 im (1+) ”= e. 我 们 把 证 明 记 作 


一 列 等 式 
(+ -+ 证 ) -了 (0 
证) = 地.(+ 二 ) 地.(1+) 
让 


1 iv 
= +) =“ 

这 一 列 等 式 ,考虑 到 引用 了 代 换 wu = t -1 及 + = -z， 归根 结 带 , 它 是 依 

据 复合 函数 极限 定理 得 到 的 ， 实际 上 ， 只 是 当 我 们 达到 了 已 证 得 其 存在 性 的 极限 

,ep (1 + 二) 时 , 定理 才 肯定 了 前 一 个 极限 也 存在 而 且 等 于 它 , 于 是 在 这 两 个 极 


限 前 面 的 那个 极限 也 存在 . 这 样 经 有 限 步 , 我 们 就 到 达 了 原来 的 极限 . 这 是 复合 函数 
极限 定理 应 用 程式 在 极限 计算 中 的 一 个 相当 典型 的 例子 . 
于 是 , 我 们 得 到 了 


CE 
由 此 推出 lim (1+ 4) =e 


实际 上 , 设 给 定 了 > 0. 
由 ,lim (1 + 上) = 。 知 存在 ce R, 使 得 当 = < cl 时 ， 


4+) 


由 ,th (1+ 上 ) =。, 存 在 cx eRR, 使 得 当 c2 <z 时 ， 


一 +oo 
z 
Ia 十 2) ks 
z 


于 是 , 当 |z| > c = max{lca|,lcz|} 时 , 就 得 到 


-el<e. 


这 就 是 验证 了 
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例 21 
和 
lim(l +t)t=eé 


< 做 代 换 z = 1/t 之 后 , 就 变 成 了 上 例 中 的 极限 了 . > 


例 22 当 9> 工时 -Jp 到 一 0 

< 已 知 当 9> 1 时 um 本 一 0( 见 1 例 11) 

现在 , 像 例 20 那样 , 可 把 由 函数 [z](z 的 整数 部 分 ) 定义 的 映射 :Ri 一 N 当 
作 辅 助 映射 . 


利用 不 等 式 
1 .四 -zz _ 四 +1 


Ei ga， 
并 注意 到 , 根据 复合 函数 极限 定理 ， 当 z 一 co 时 , 两 端的 极限 都 是 零 ， 推 知 


lim 之 =0. 
一 十 oo gz 
例 23 1 
im goZ 0. 
z—+oo 


了 4 设 a>1. 邻 t= logs7z, 则 得 z= at. 根据 指数 函数 与 对 数 函数 的 性 质 ( 注 
意 on 之 无 界 性 , ne N), 有 (z 一 +oo) 车 (t 一 +oo). 利用 复合 函数 极限 定理 与 例 
22 的 结果 , 得 到 


如 果 0 <a<1, 则 令 -t=logsz,z =a-t. 这 时 (z 一 +oo) 车 (t 一 二 00), 又 因 
为 1/a > 1, 所 以 仍然 得 到 
I 


下 t 
jim = lim 一 lim =0.p 
rz—+00 b2 t 一 十 oo 0 


一 t 一 +oo TYE 

昌 
c. 单调 函数 的 极限 “现在 讨论 一 类 特殊 但 非常 有 用 的 数值 函数 一 一 单调 函数 ， 
定义 17 定义 在 数 集 已 C 及 上 的 函数 矿 : 已 一 及, 叫做 在 互 上 递增 的 , 如 果 


Yruza € E(z1 < zz 全 frl) < f(72)); 
在 巨 上 不 降 的 , 如 果 

Vr1, 72 € E(z1 < z2 > f(z1) < f(72)); 
在 巨 上 不 增 的 , 如 果 


Vr1,T2 € E(T1 < x2 > f(71) > f(72)); 


§2. 函数 的 极限 .121 


在 已 上 递 降 的 , 如 果 
Vz1, 72 E 互 (zl < z2 = f(T1) > f(72)). 


上 面 这 几 种 函数 都 叫做 在 集合 EE 上 的 单调 函数 ， 
假定 数 (或 符号 -co, +coji = inf EE 或 s= sup 是 马 的 极限 点 ,上 且 后 :一 民 
是 已 上 的 单调 函数 . 则 以 下 定理 成 立 . 


定理 6 (单调 函数 极限 存在 的 准则 ) 集合 忆 上 的 不 降 函 数 了 : 慷 一 民 ， 当 
Zz 一 8,5 € 马 时 有 极限 的 充 要 条 件 是 它 上 有 界 ; 当 工 一 i,z E 己 时 有 极限 的 充 要 条 
件 是 它 下 有 界 . 

< 我 们 对 极限 glim,,f(7) 来 证 明 这 一 定理 . 

如 果 这 极限 存在 , 则 函数 对 基 忆 3 z 一 s 是 最 终 有 界 的 . 

由 于 了 在 马上 不 降 , 可 推 知 f 有 上 界 . 实际 上 还 能 断定 对 于 任何 ze E, f(z) < 
pm ,ja 这 一 点 将 在 后 文中 看 到 . 

现在 转 而 证 明 , 在 f 上 有 界 的 条 件 下 , 极限 plim,,f(7) 存在 . 

既然 / 上 有 界 , 那么 f 在 集合 EE 上 所 取 的 值 上 上 确 界 . 设 4 = sup f(®), 今 
证 lim,f(z) = 和 4 对 e > 0, 根据 集合 的 上 确 界 的 定义 , 存在 点 zo e ,使 得 
A 一 e < f(zo) < h. 因为 f 在 EE 上 不 降 , 所 以 当 zo < ze EE 时 , 4-e< f(z) < 4. 
但 集合 {z e Blzo < z} 显然 是 基 z 一 sz e 五 的 元 素 (因为 = sup B). 于 是 
se。/( = 得 证 

对 于 极限 lm fa)， 可 完全 类 似 地 论证 . 这 时 ， 


gdm,,f(7) = inf f(7). > 


d. 函数 的 渐 近 行 为 的 比较 “” 先 用 例子 来 说 明 . 

设 r(z) 是 不 超过 给 定 实数 z 的 素数 的 个 数 . 有 那 种 可 能 性 , 对 于 任意 固定 的 x 
求 出 r(z) 的 值 (尽管 要 花费 过 多 的 精力 ), 但 我 们 没有 能 力 马上 回答 像 函数 r(z) 当 
z 一 +o0 时 的 行为 怎样, 或 素数 分 布 的 渐 近 规律 如 何 这 样 的 问题 . 从 欧 几 里 得 时 代 
起 , 人 们 就 已 经 知道 , 当 z 一 +oo 时 , r(z) 一 +oo. 但 是 , r(z) 大 体 上 像 二 那样 
增长 的 结论 , 直到 19 世纪 才 由 切 比 雪 夫 @ 证 明 . 

当 产 生 需 要 描述 函数 在 某 一 点 附近 (或 在 无 穷 远 处 ) 的 行为 的 问题 时 , 通常 函 
数 本 身 在 该 点 并 没有 定义 , 这 时 常 说 , 对 函数 在 这 个 点 的 邻 域 中 的 渐 近 性 或 渐 近 行 
为 感 兴趣 . 


@ 切 比 雪 夫 (1T. I. de6ames)(1821 一 1894) 一 一 伟大 的 俄国 数学 家 与 力学 家 , 俄罗斯 大 数学 学 
派 的 莫 基 人 . 
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函数 的 渐 近 行为 , 通常 是 用 另 一 个 较 简单 的 或 研究 得 比较 透彻 的 函数 来 刻画 , 它 
在 所 讨论 的 点 的 邻 域内 , 以 较 小 的 相对 误差 再 现 了 所 研究 的 函数 的 值 . 

例如 , 当 z 一 +oo 时 , r(z) 的 行为 尤 如 二 -; 当 z 一 0 时 , 函数 于 的 行为 万 
如 常数 函数 1. 显然 , 当 谈 及 函数 z? + +si 在 z 一 co 时 的 行为 , 我 们 会 说 , 它 
基本 上 像 函数 zz 而 当 z 一 0 时, 却 如 sin2. 

现在 , 我 们 给 出 函数 渐 近 行 为 的 一 些 基本 概念 的 确切 定义 . 这 些 概念 , 在 分 析 学 
习 的 初期 我 们 就 将 系统 地 应 用 . 

定义 18 如 果 函 数 的 某 种 性 质 , 或 函数 间 的 某 种 关系 , 在 基 B 的 某 个 元 素 B 
B 上 成 立 , 就 说 这 种 性 质 或 关系 对 这 个 基 B 最 终 被 满足 . 

到 现在 为 止 , 我 们 正 是 在 这 个 意义 下 理解 对 已 知 基 最 终 为 常数 函数 , 或 最 终 有 
界 函数 这 些 概念 的 我们 还 将 在 这 个 意义 下 谈论 , 例如 , 函数 f,g,h 最 终 满足 关系 
f(z) = g(z)h(z). 这 些 函 数 甚至 连 原来 的 定义 域 也 可 能 不 同 , 但 是 , 如 果 我 们 所 关心 
的 只 是 它们 对 基 6 的 渐 近 行为 , 那么 , 对 我 们 来 说 , 重要 的 只 是 它们 都 在 B 的 某 个 
元 素 上 有 定义 就 行 了 . 

定义 19 我 们 说 ,对 于 基 B, 函数 f 与 函数 g 比较 是 无 穷 小 , 并 记 作 太吉 o(9) 或 
对 于 有 ,j = o(g), 如 果 关系 f(z) = a(z) .9g(z) 对 基 B 最 终 被 满足 , 其 中 a(z) 是 对 基 
8 为 无 穷 小 函数 

例 24 当 z 一 0 时 z2= olz), 因为 z2 =zZ:7. 

例 25 当 z -~ oo 时 , z = o(z?), 因为 最 终 rz 头 0,z = :22. 

由 这 些 例子 , 可 得 出 这 样 的 结论 : 即 指出 /= o(g) 是 在 什么 基 之 下 成 立 这 件 事 
是 完全 必要 的 . 

记号 f = ol(g) 的 读 法 是 “f 等 于 小 0g”. 

由 定义 推 知 , 在 g(z) = 1 这 个 特殊 情况 下 , 记 法 fo(1) 所 表示 的 恰好 是 对 于 
基 B,f 为 无 穷 小 . 

定义 20 如 果 f 二 olg) 且 函 数 g 本 身 对 基 5 为 无 穷 小, 就 涪 对 于 基 B,f 是 比 
9 更 高 阶 的 无 穷 小 . 

例 26 当 z -oo 时 za-?- 点 是 比 -: = 二 更 高 阶 的 无 穷 小 

定义 21 关于 给 定 的 基 趋 于 无 穷 的 函数 叫做 对 于 所 给 基 的 无 穷 大 函数 , 或 简 述 
为 对 于 所 给 基 是 无 穷 大 . 

定义 22 如 果 /与 9 对 于 基 B 都 是 无 穷 大 , 并且 /二 o(g) , 就 说 对 于 基 B,g 是 
比 f 更 高 阶 的 无 穷 大 . 
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例 27 当 z 一 0 时 ,十 一 o0, 当 z 一 0 时 十 一 o0, 且 当 z 一 0 时 ,=o (十 ). 
了 Tz 了 
所 以 , 当 = 一 0 时 三 是 比 三 更 高 阶 的 无 穷 大 . 
同时 , 当 z 一 o0 时 , z2 是 比 z 更 高 阶 的 无 穷 大 . 
不 要 以 为 在 选用 z" 描述 函数 的 渐 近 行为 后 , 就 能 用 某 个 数 nz 的 智 一 
去 刻画 一 切 无 穷 大 或 无 穷 小 . 
例 28 我 们 来 证 明 , 当 a > 1 时 , 不 论 对 哪个 ne Z, 都 有 


zn 
lim 一 =0 
一 +oo GZ 


即 当 z 一 +oo 时, zn" = o(a*). 
< 当 n< 0 时 , 结论 显然 成 立 . 设 neN. 令 g= 5 则 9>1 且 于 = (三 ) ， 


入 
于 是 
zr 4 i 了 
,名 ,从 =, 地 (于 ) =, 如. 卫 … 元, 庄 =0 
ir 
n 个 


这 里 利用 了 归纳 法 原理 , 乘积 极限 的 定理 以 及 例 22 的 结果 . > 
因此 , 如 果 a > 1, 对 于 任何 ne Z, 则 当 z 一 +00, 2" = o(az). 
例 29 现在 把 上 例 推广 , 证 明 当 a > 1 时 , 对 于 任何 we 下 
i 0 
z+o0 QZ 
即 当 z 一 +oo 时 , ze = o(az). 
< 实际 上 , 取 数 ne N 使 得 n> a, 这 时 , 当 z > 1 时 得 到 


依据 极限 性 质 及 前 例 之 结果 , 即 可 推 得 ， lim、 二 =0. 
例 30 证 明 当 a > 1 时 , 对 任何 a € RR， 

0 

有 +3z 一 0 re 


即 当 z 一 0 且 re 了 + 时 , a-# =o(z°). 
4 人 今 z= b 据 复合 函数 极限 定理 , 并 利用 上 例 之 结果 , 就 得 到 


=0, 


to 
lim 一 = 一 ,lim 一 一 0 
及 +3z 一 0 TY tt @ 
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例 31 证 明 当 a > 0 时， 


lim 1ogaE 


z 一 +oo TY 
即 对 于 任何 正 寡 指数 a, 当 z 一 +co 时 , loga z = o(ze). 


< 如 果 a > 1 就 令 r = ayWe. 这 时 , 根据 指数 函数 与 对 数 函数 的 性 质 , 复合 函数 
极限 定理 , 以 及 例 29 之 结果 , 求 得 


=0, 


区 t 


lim = lim = 一 a . lim =0. 
一 十 oo Zo t 一 +co at t 一 十 co at 
有 业 攻 
如 果 0<a<1l, 则 >1, 作 代 换 z= ae 后 得 到 
(9 
bps jin Sa Lil 0b 
zz 一 十 oo XO t 一 +co a-t Qt 一 +oo 人 


例 32 再 证 明 对 于 任何 a > 0， 
1° loga 7 = 0(1), zr — 0,7 € R+. 
< 只 要 证 当 a > 0 时 。lim_uzelogsz = 0. 设 z= 了 ,应 用 复合 函数 极限 定理 
及 前 例 之 结果 , 得 到 


1 
log。 (3) , logat 


lim zclogoz = lim = 
R+3z 一 0 t—+o0 


=0.p 


to tt to 


定义 23 我 们 约定 , 把 两 个 函数 f,g 对 于 基 B 最 终 满足 关系 f(a) = B(z)g(z) 
记 作 /0(9) 或 对 于 基 5B,f = O(g),( 读 作对 于 B,f 等 于 大 Og), 其 中 的 8(z) 是 关 
于 B 最 终 有 界 的 函数 . 


特别 地 , 记号 了 亏 OU) 表示 对 于 基 B, 函数 f 最 终 有 界 . 

例 33 当 z 一 o% 时， 人 +sinzjz= 0(z). 

定义 24 如 果 f 去 (9) 且 9 寺 (1)， 就 说 对 于 基 B, 函数 f 与 g 是 同 阶 的 ， 
并 记 作 : 对 于 基 B, f = 9. 


例 34 当 z 一 co 时 , 函数 (2+sinz)z 与 x 是 同 阶 的 ,但 当 z 一 co 时 , (1+sinz)z 
与 z 不 同 阶 . 
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条 件 : f 与 9 对 于 基 B 同 阶 , 显然 等 价 于 : 存在 数 c > 0, ca > 0 及 基 已 之 元 素 
B, 使 得 在 B 上 , 关系 式 
cale(z)| < |f(2)| < czle(z)jl 
下 1 1 
Bi < loo < 二 HG 
成 立 ， 
定义 25 如 果 函 数 f 与 9 对 于 基 B 最 终 满足 关系 f(z) = 7(z)g(z), 其 中 
lp 7(z) = 1 就 说 对 于 基 B, 函数 三 渐 近 于 函数 g， 或 者 简称 为 [与 g 等 价 . 
我 们 把 f 与 9 的 这 种 关系 记 成 了 9 或 对 于 基 B ,f ~ 9. 
我 们 用 “等 价 ”这 个 词 是 合适 的 , 因为 


(fg 7), 
(f 39 (9 富力 ， 
(fF9) NgTD fo. 


实际 上 , 关系 f 守 f 是 显然 的 , 这 时 y(z) 1. 此 外 , 如 果 lipY(z) = 1, 那么 ， 


这 里 只 需 说 明 , 为 什么 可 以 认为 Y(z) 关 0. 如 果 在 元 素 Bl e 已 上 f(z) = Y(z)g(z) 成 
立 , 而 在 元 素 Bue B 上 < htzj| < 3 成 立 ,那么 , 就 能 在 B 中 取 元 素 Bc BinB， 
使 以 上 两 关系 都 成 立 , 在 B 之 外 , 为 了 方便 , 可 认为 处 处 y(z) = 1. 这 样 一 来 , 确实 
(f~9)= (9~A). 

最 后 , 如 果 在 Bl e B 上 f(z) = m(z)g(z), 而 在 Ba € B 上 g(x) = 72(z)h(z)， 
那么 取 B Cc Bin B2, Be B, 则 在 B 上 以 上 二 关系 同时 成 立 , 所 以 在 B 上 f(z) = 
Mh(z)y2(z)h(z). 但 

埋 n(z)m(z)= 埋 C29) * 声 %(z) = 
这 样 就 验证 了 f 守 外. 

指出 以 下 的 事实 是 有 好 处 的 : 因为 iT(z) = 1 与 Y(z) = 1+a(z) 等 价 , 其 中 
lim a(z) =0, 所 以 对 于 基 B,f 守 9 与 f(z) = g(z) + a(z)g(z) = g(z) + o(g(z)) 等 价 . 

我 们 看 到 , 若 函 数 g(z) 与 f(z) 对 于 基 8 等 价 , 则 借助 函数 g(z) 去 通 近 函数 
f(g) 时 其 相对 误差 atzj| = | 志和 | 是 对 于 5 的 无 穷 小 

我 们 来 讨论 几 个 例题 . 
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例 35 当 z 一 oo 时 ,22+z= 1+) ~ 
此 二 函数 之 差 的 绝对 值 


I(z?+z)—z?|= Iz| 


趋 于 无 穷 . 当 z? +z 用 与 之 等 价 的 z? 代替 时 , 相对 误差 图 = 商 当 z 一 oo 时 , 趋 
于 零 . 
例 36 在 本 段 开头 曾 谈 到 著名 的 素数 分 布 的 渐 近 规律 . 现在 我 们 已 能 写 出 它 的 
精确 表达 式 了 : 
Inz 
例 37 因为 lim 于 < = 1, 所 以 当 z 一 0 时 , sinz ~ z, 这 又 可 以 写成 等 式 
sinz=z+olz) 当 z 一 0 的 形式 . 
例 38 证 明 当 z 一 0 时 ,In(1+z)~z. 
ln(1+ 7) 
已 


7(z) = 


+o[( 记 -) , 当 = 一 co 时 . 


4 =limin(l+2) = 人 (im0+a) =Ine=1. 

在 第 一 个 等 式 中 用 了 log。(b*) = alogab， 在 第 二 个 等 式 中 用 了 Jim logat = logab 
= loga (limt) -> 

于 是 , 当 z 一 0 时 ,ln(1+z)=z+o(z). 

例 39 证 明 当 z 一 0 时 ,er =1+z+o(z). 

el | 

RD 

在 上 式 中 , 我 们 作 了 代 换 z = In(1+t,er 一 1 = tt， 并 利用 了 当 z 一 0 时 ， 
er 一 0 二 1 以 及 当 z 关 0 时 , ez 关 1. 这 样 ,根据 复合 极限 定理 及 上 例 之 结果 , 即 得 
欲 证 . > 

于 是 , 当 z 一 0 时 ,ez 一 1~z. 

例 40 证 明 当 z 一 0 时 , (1+2)* =1+az+o(z). 


(1+2)° —1 ,erin(itz)—1 aln(1 十 z) 
= lim 
z z—0 aln(l+7) 刁 


4 lim 
z—0 


t0 1 ‘20 了 
在 计算 时 , 假定 了 a 了 0, 做 了 代 换 aln(1+z) = 也 并 利用 了 前 两 例 之 结果 . 
如 果 a = 0 时 , 结论 是 显然 的 . > 
于 是 , 当 xz 一 0 时 , (1+z) 一 1 ~ az. 
当 计 算 极限 时 , 有 时 要 用 到 下 面 的 简单 命题 . 
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命题 3 设 了 全 六 那么 ,1 f(z)g(z) = ] 训 Fe)g(a), 如 果 这 两 个 极限 至 少 有 一 
个 存在 . 


< 实际 上 , 既然 f(z) = 7(z)f(z) 且 tgY(z) = 1 就 有 ， 
埋 f(z)g(z) = 声 7Y(z)f(z)g(z) 
=ligp7(z) ty F(z)g(z) = tig F(z)g(n). » 


例 41 
, lncosz 1 Incos’z 1, ln(1 一 sin2z) 
lim 一 一 一 二 了 二 二 
z—0 sinZ2 2z—0 72 2 z 一 0 Fi 
1, —sin?z 人 1 
WE 


在 这 里 , 我 们 利用 了 : 当 a 一 0 时 In(1+a)~a; 当 rz 一 0 时 sinz ~ zx; 当 
B 一 0 时 证 厅 ~ 三 ,以 及 当 = 一 0 时 ,sinzw 到 

我 们 证 明了 , 在 求 单项 式 极限 时 , 对 于 已 知 基 相互 等 价 函数 可 彼此 替代 . 但 这 条 
规则 不 能 应 用 于 求 函 数 的 和 或 差 . 


例 42 当 z 一 +oo 时 , Vz5 二 zw z, 但 是 ， 
lm (VB+2 -7) # lim(z -7)=0. 


实际 上 ， 
上. C3 二 于 2 一 1 a 
mV TI 2 
1+z+1 


我 们 还 应 注意 关于 记号 o( ),O( ) 在 分 析 中 广泛 用 到 的 几 个 变换 规则 . 


命题 4 对 于 给 定 的 基 , 有 
a) o(f) + 0(f) = 0(f); 
b) o(f) 也 是 O( 人 ); 
©) olf) + 0(f) = 0(7); 
d) O(f) + 0(f) = 0(7); 
@) 如 果 g(z) 关 0, 那么 
olf(z) _ (fC2) 
gt) 一 ( 绚 ) 人 
并 且 


OU) fy 
4 -0 (8). 
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请 注意 由 符号 o(.) 和 0(.) 本 身 的 含义 而 来 的 它们 的 运算 的 特殊 性 . 例如 , 2o( 亡 
= o(f), 或 o(f) + O(f) = 0(f)( 昌 然 , 一 般 说 来 , o(1) 去 0), 或 o(f) = 0(7), 但 
0O(f) 关 ol 了 ). 这 里 等 式 的 等 号 有 词 “ 是 ”的 意思 . 符号 o(-) 和 O(.) 本 身 所 表示 的 与 
其 说 是 函数 , 倒 不 如 说 是 函数 的 渐 近 行为 的 特征 , 正好 这 个 特征 是 许多 函数 具有 的 . 
例如 , / 有 , 2f 也 有 , 等 等 . 

< a) 在 明确 了 上 边 说 的 这 些 事情 以 后 , 就 不 会 觉得 命题 a) 太 突然 了 , 它 的 第 一 
个 符号 o(f) 表示 某 个 形 如 aa(z)f(z) 的 函数 ， 这 里 lip ar(z) = 0. 第 二 个 符号 (如 果 
必要 , 可 给 它 加 上 记号 以 示 区 别 于 第 一 个 符号 o(f)) 表示 某 个 形 如 az(z)jf(z) 的 函 
数 , 其 中 lim oo(z) =0. 

因此 ， 

aa(z)f(z) + as(z)f(z) = (aa(z) + 02(7)) f(z) = os(z)f (7), 

这 里 ， lim os(z) = 

b) 可 从 有 极限 的 函数 必定 最 终 有 界 推 知 . 

co) 由 b) 与 d) 推 知 . 

d) 由 最 终 有 界 函 数 之 和 仍 为 最 终 有 界 推 知 . 

0) o(f(z)) _ alz)f(z) cl) f(z) _ o(29) 

g(z) g(z) g(z) g(z) 

可 类 似 地 验证 6) 的 第 二 部 分 . > 

现在 , 利用 这 些 规则 及 例 40 中 得 到 的 等 价 关 系 , 就 能 用 以 下 方法 直接 求 出 例 42 
中 的 极限 : 


i EY a CY 
Er 2z T z 一 +oo \2 了 


= ,lp ($+0()) = 
不 久 , 我 们 将 证 明 下 面 几 个 重要 公式 , 现在 , 这 些 公式 已 经 值得 我 们 像 九 九 表 那 


样 熟 记 : 


1 1 
本 =1+ e+ 十 十 一 2" 十 … , 当 z € RR. 
四 nn 


5 CA 
sinz 二 二 一 而 十 … 十 (CD T2k+1 十 当 z eR 
1 一 可 QE+ 1)! 
a (Ds 
In(1+9) =2— 3 +3 人 ., 当 zi < 


+ D2 14...4+ (0) er— n+1) || < 1 


(1+2) =1+ 人 e+ 
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这 些 关系 式 , 一 方面 可 当 作 计算 公式 , 另 一 方面 , 即将 看 到 , 它们 本 身 就 包含 了 以 下 
的 渐 近 公式 , 这 些 渐 近 公式 是 例 37 一 40 中 所 得 公式 的 推广 : 


1 
=1+77+…+ + Le" + O(nt), 当 z 一 0 


cosT=1— Be TN 5 z2k + O(z2kt2), 当 z 0 


1 1 (Dapt 2k+3 
sinz = TI7 了 十 + Ge+ 二 O(z2k+3), 当 rz 一 0 


In(1 42) =2— 3 es 2 Zz" +O(z"+!), zr — 0 


EEE 本 + 0—)- -人 = 中 十 Dan | O(nt!), 


(L+zjv =1+ f+ 
当 z 一 0. 


本 同时 指出 一 个 有 用 的 事实 : 当 
一 0 时 ， 


O(zm+l) = zmtl1.0(D) = zzm.O() = 7" .0(1) = olzm)， 


最 后 , 作为 应 用 这 些 公式 的 示范 , 讨论 几 个 例子 . 


例 43 
一 (z -Ls +0(z5)) 
lim < sinZ _ 3! 
z=0 ZT3 z+0 2 
= 人 ( +0(z?)) 
2 "rz3+z 1 i 
例 44 i ( 1 十 z3 z) 
当 z 一 co, 有 : 
1 
3 1+33 1 Ta 
二 于 一 [人 1+ ) (+ ) 
1+23 Rl: 22 2 
Eg 
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zz3+7 1 茵 :和 ( 寺 ) 
VI Mn tO) 0: 


因此 , 所 求 之 极限 等 于 


由 此 得 到 


例 45 
i 
-二 pen(1+3) -本 
-mf 上 E- 吉 +0( 芭 | 
-on{-3+0(3)} -et 
练 习 


1. a) 试 证 , 定义 在 民 上 且 满 足 要 求 
f(1) =@,a > 0,a#0, 
f(z1) : f(z2) = f(z1 + 72), 
当 z 一 zo 时 , f(z) 一 f(z0) 
的 函数 存在 且 唯 一 . 
b) 试 证 , 在 R+ 上 定义 且 满足 条 件 
f(a) 
f(z1) + f(z2) = f(z1: 72), 
当 zo ER+ 且 了 + 3 7 一 zo 时 , f(z) 一 f(z0) 的 函数 存在 且 了 唯一 . 
提示 ”再 次 研究 例 10 中 所 讨论 的 指数 函数 与 对 数 函 数 的 结构 . 


2. a) 试 构造 双方 单 值 对 应 p : R 一 R+ 满足 : 对 任何 z,ye 及 成 立 p(z +y) = (rz) p(Y)， 
亦 即 , 原 像 (在 RR 中 ) 的 加 法 运算 对 应 像 (在 RR} 中 ) 的 乘法 运算 . 这 样 的 映射 的 存在 性 
表明 , 群 (RR, 十 ) 和 (R+,) 作为 代数 对 象 是 一 样 的 , 或 者 说 , 它们 同 构 . 
b) 试 证 , 群 (R, 十 ) 与 (RN\0+,) 不 同 构 . 


3. 求 极限 : 


1, 
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1+3+.+ =Innteto(l), Yn 一 o0. 
这 里 c 是 常数 (c = 0.577 21.. 叫做 欧 拉 常 数 ). 


现 大 “四 用 FE 于 1 a 
n+ 
n+ = 计 +0 (六), 一 

5. 试 证 

a) 如 果 两 个 级 数 > an 到 bn 都 是 正 项 级 数 , 且 当 n oo 时 an ~ ba, 则 这 两 个 级 数 同 

时 收 人 可 同时 作 灿 ， 3 
b) 级 数 实 sin 工 仅 当 p > 1 时 收敛. 
na 7 

6. 试 证 a 

a) 如 果 对 于 任何 ne 有 on > ant1 > 0 且 学 on 收 信 , 则 当 n 一 oo 时 on =0(2); 


b) 如 果 bn = o (十 ), 则 必 能 做 出 一 个 收 全 级 数 到 an 使 得 当 n 一 o0 时 , bs = o(an); 


c) 如 果 正 项 级 数 党 an 收敛 , 则 以 4 = 3 ,4 一 这 or 为 项 的 级 数 呈 妈 也 
名 和 在 
收敛 , 并 且 当 n 一 oo 时 , an = o(An); 
d) 如 果 正 项 级 数 骂 on 不 收敛 , 那么 , 以 As = \/ 六 ok 一 /二 or 为 项 的 级 数 实 4 
n=1 : 上 一 | k=1 n=2 
也 不 收敛 , 并 且 当 n 一 co 时 ,An = o(an). 
由 0) 与 d) 推 知 , 没有 任何 收 化 (发 散 ) 级 数 , 能 够 做 为 用 比较 法 对 其 他 级 数 判断 收 全 发散) 
的 万 能 的 标准 级 数 . 
7. 试 下 
级 数 宗 Inan,an > 0,n e N, 收敛 , 当 且 仅 当 数列 {IIs = ai . … . an} 有 不 为 零 的 极 
限 ; 
b) 级 数 骂 In(1 + an) 绝对 收敛 当 且 仅 当 级 数 党 an 绝对 收敛 ,其 中 |an| < 1. 
名 名 
提示 “参看 问题 5a). 
8. 设 数列 Il = 站 ex 有 有 限 的 异 于 零 的 极限 II, 就 说 无 穷 乘积 He 收 全, 旧 记 行 ex = 工 
心 有 
试 证 s 
a) 如 果 无 穷 乘积 这 en 收敛, 则 当 nn 一 oo 时 ,en 一 上 


b) 如 果 Yn e N(en > 0), 那么 , 无 穷 乘积 首 en 收敛 , 当 且 仅 当 芝 in en 收 化 
二 名 
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0) 如 果 en = 1 + an, 并 且 所 有 an 同 号 , 那么 , 无 穷 乘积 向 (1 + on) 收敛 , 当 且 仅 当 级 数 
此 


六 an 收敛. 


9. 试 求 _ 
a) II(1+z2" 9); 


b) 首 cos 笃 ,并 证 明 韦 达 9 公 式 
nl 
3 
1 ! 和 Vr 
-Vi+3 EY Vz+ 3 到 “号 让 
c) 函数 f(z), 如 果 
f(0)=1, 
f(27) = cos"z f(z), 
当 z 一 ON, f(z) 一 f(0). 
提示 z=2. 2 
10. 试 证 ee 
), 并 且 级 数 5、Bn 绝对 收敛 , 则 3 lim bn =be R; 
no 


a) 如 果 enn 
.), 并 且 级 数 2 an 绝对 收敛 , 则 an ~ 总 ， 当 


b) 如 果 一 二 生计 Eton(n = 1,2,.. 


nr 
c) 如 果 级 数 这 on 满足 ae- = 1+ 卫 十 an, 且 级 数 an 绝对 收敛 , 则 级 数 三 an 当 
p>1 时 绝对 收敛 ， 而 当 ? p< ;< 1 时 发 (级 数 绝对 收藏 性 的 高 斯 检验 法 ). 


11. 试 证 , 对 任何 正 项 序列 {an} 必 有 


Tm 
n—oo 


(Se) >。 


且 这 一 估 值 是 最 好 的 . 


外 韦 达 (Veite)(1540 一 1603) 一 一 法 国 数学 家 , 现代 代数 符号 体系 的 创始 人 之 一 
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81. 基本 定义 和 例子 


1 函数 在 一 点 处 的 连续 性 ” 设 f 是 定义 在 点 ae R 的 某 个 邻 域 中 的 实 值 函数 . 
直观 地 说 , 函数 f 在 点 a 处 连续 , 是 指 它 的 值 f(z) 随 着 自 变量 x 趋 近 点 a 而 
趋 近 于 函数 在 该 点 a 处 的 值 f(a). 


现在 我 们 把 函数 在 一 点 连续 概念 的 这 种 描述 精确 化 . 


定义 0 称 函 数 f 在 点 a 处 连续 , 如 果 对 于 函数 在 点 a 处 的 值 fa) 的 任何 一 
个 邻 域 V(f(a)), 都 存在 点 a 的 这 样 一 个 邻 域 (ao), 它 在 映射 f 下 的 像 含 在 (fa)) 
中 . 


我 们 引入 这 个 定义 的 形式 逻辑 写法 及 其 在 分 析 学 中 常用 的 两 个 变形 : 

(f 在 点 a 连续 ):= (YV(f(o) 30(a) (f(UV(a)) cY(F(o))， 

Ve > 0 3U(a) Vz € U(a) (|f(z) — f(a)| < a), 

Ve>035>0vreR(lz—al<5= f(z)— f(a)| < a). 

对 于 实 值 函数 , 这 几 种 表述 是 等 价 的 , 这 是 由 于 ( 正 像 已 经 不 止 一 次 地 指出 过 的 
那样 ) 点 的 任何 一 个 邻 域 都 包含 该 点 的 某 个 对 称 邻 域 . 

譬如 说 , 如 果 对 于 点 f(a) 的 任意 一 个 邻 域 Vs(f(a)) 都 可 以 选 出 点 a 的 一 个 
邻 域 UV(a), 使 得 


YzeUo(fz)- fol<e 即 FU(O) cY (fo) 
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的 话 , 那么 , 对 于 任意 一 个 邻 域 V(f(a)), 同样 可 以 选 出 点 a 的 相应 邻 域 来 . 实际 上 ， 
只 要 先 取 Ve(f(a)) Cc V(f(a)), 然后 再 根据 Vs(f(a)) 来 找 U(a). 于 是 


f(U(a) EV“(f(a)) VF(o)). 


这 样 一 来 , 如 果 函 数 在 点 a 依 上 述 第 二 种 定义 是 连续 的 , 则 它 依 原始 的 定义 亦 
在 此 点 连续 . 反 过 来 是 明显 的 . 因此 前 两 种 表述 的 等 价 性 已 经 得 到 了 验证 . 

进一步 的 验证 留 给 读者 来 做 . 

为 了 把 注意 力 集中 于 函数 在 一 点 处 的 连续 性 这 一 基本 概念 , 起 初 我 们 简单 地 假 
定 了 函数 f 在 点 a 的 整个 邻 域 上 有 定义 . 现在 来 考察 一 般 的 情形 . 

设 / :已 一 及 是 定义 在 某 个 集合 已 C 及 上 的 实 值 函 数 , 而 a 是 函数 定义 域 中 的 
一 点 . 


定义 1 称 函 数 六: 已 一 及 在 点 ae 已 连续 ,如果 对 于 函数 在 a 点 所 取 的 值 
f(a) 的 任意 邻 域 V(f(a)), 存在 点 a 在 集 中 的 一 个 邻 域 Ue(a)@, 它 的 像 f(UE(a)) 
含 在 V(f(a)) 中 . 


于 是 


(1 五 一 R 在 ae B 连 续 ) := (WV (f(a)) 3Us(a) (f(Vs(o)) CV(f(0)))).| 


当然 , 定义 1 也 可 以 用 前 面 见 到 的 那样 的 。- 5 形式 写 出 . 在 需要 做 数值 估计 的 
情况 , 这 种 形式 的 定义 常常 是 有 用 的 , 甚至 是 必需 的 . 
我 们 写 出 定义 1 的 这 些 变 形 : 


(f :已 一 了 在 ae B 连 续 ) := (ve > 0 3Ug(a) Vz € Ug(a) (|f(z) ~ f(a)| < o)). 
或 者 
(f : 忆 一 了 在 oa e EB 连续) := (ve >035>0vreEE(lz-al<531f(z) -fo)| < eo)). 


现在 我 们 来 详细 地 讨论 函数 在 一 点 处 连续 的 概念 . 

1° 如 果 a 是 集 已 的 孤立 点 , 也 就 是 说 不 是 EE 的 极限 点 , 那么 , 存在 a 点 的 一 个 
邻 域 U(a), 其 中 除了 a 点 本 身 外 不 含有 已 的 别 的 点 . 在 这 种 情况 下 , Ug(a) = a, 因 
此 不 管 邻 域 V(f(a)) 如 何 , 恒 有 f(Ue(a)) = f(a) c Y(f(a)). 于 是 , 函数 在 定义 域 的 
任何 孤立 点 处 显然 都 是 连续 的 . 但 这 是 一 种 晓 化 的 情形 . 

2。 因此 , 连续 这 一 概念 的 有 实际 内 容 的 情形 是 a。e EE 且 a 是 忆 的 极限 点 的 情 
形 . 从 定义 1 看 到 


(已 一 及 在 刀 的 极限 点 o e 处 连续 ) “> (elim ,f(z) = Fa) 


外 注意 , Ue(o) = 已 AU(o- 
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< 事实 上 , 如 果 a 是 E 的 极限 点 , 则 点 a 的 空心 邻 域 De(a) = Ug(a)\a 的 基 
马 3 xz 一 a 有 定义 . 

若 f 在 a 连续 , 那么 , 对 于 邻 域 V(f(a)), 找 一 个 邻 域 Up(a) 使 f(Vg(a)) C 
V(f(a)), 同时 就 有 f(Ue(a)) c V(f(a)), 于 是 根据 极限 的 定义 ， plim,, f(z) = f(o). 

反之 , 如 果 知 道 glim,,f(7) = 7(o)， 则 对 于 邻 域 V(f(a)), 存在 空心 邻 域 Vp(a) 
使 fDe(a)) c Y(f(a)). 但 由 于 f(a) sV(f(o), 所 以 f(Ue(a)) Cc V(f(a)). 根据 定义 
1, 这 就 意味 着 函数 f 在 点 ce E 连续 . > 

3。 由 于 关系 式 plim,,f(7) = To) 可 以 改写 成 


plim, fr) = f(r lm 2), 


E3r—a 


我 们 现在 得 到 这 样 一 个 有 用 的 结论 : 在 一 点 连续 的 函数 或 运算 , 并 且 仅仅 是 这 样 的 函 
数 或 运算 , 可 以 同 极限 运算 交换 次 序 . 这 就 表明 , 在 数 a。 上 完成 运算 f 所 得 到 的 数 
f(a), 可 以 依 任意 精确 度 借助 于 在 量 a 的 具有 相应 精确 度 的 近似 值 > 上 完成 运算 f 
来 通 近 . 

4° 如 果 注意 到 , 当 ae 时 , 点 a 的 诸 邻 域 Up(a) 构成 一 个 基 B。( 这 与 a 是 集 
合 的 极限 点 还 是 孤立 点 无 关 ), 那么 我 们 就 会 看 到 , 函数 在 点 a 处 连续 的 定义 1, 与 数 
f(a) 一 一 函数 在 点 a 处 的 值 一 一 是 函数 f 关于 这 个 基 的 极限 的 定义 是 一 样 的 , 即 


(f :已 一 了 在 ae 连续 ) % (ip f(z) = To) 


5° 但 我 们 发 现 , 如 果 Jim f(z) 存在 ,那么 ， 由 于 对 于 任意 的 Ue(a) 都 有 ae Ue(a)， 
于 是 这 个 极限 非 等 于 f(a) 不 可 . 

这 样 一 来 , 函数 f : 已 一 及 在 点 ae 已 处 连续 等 价 于 函数 关于 点 a 在 中 的 
诸 邻 域 (但 不 是 空心 邻 域 ) Ug(a) 的 基 B。 有 极限 . 

于 是 

{f :已 一 及 在 ae EB 连续 ) 全 (Sl f(z)). 

6° 根据 极限 存在 的 柯 西 准则 , 现在 可 以 说 , 函数 在 点 ae B 连续 当 且 仅 当 对 于 
任意 的 e > 0, 存在 点 a 在 已 中 的 邻 域 Vp(a), 使 在 Ug(a) 上 函数 的 振幅 w(f,Ug(a)) 
小 于 <. 

定义 2 量 w(f,0) = ,l,lh U8(a))( 其 中 0&(o) 是 点 a 在 集 巨 中 的 5 邻 域 ) 
叫做 函数 f : 互 一 民 在 点 aE 巨 的 振幅 . 

符号 w(f,X) 已 被 使 用 , 它 表示 函数 在 集 X 上 的 振幅 . 但 是 我 们 永远 也 不 考虑 
函数 在 一 个 点 所 成 的 集 上 的 振幅 (这 个 振幅 显然 等 于 零 ); 因此 , 符号 w(f;a), 其 中 a 
是 一 个 点 , 永远 表示 我 们 刚刚 用 定义 2 引入 的 函数 在 一 点 处 的 振幅 这 样 一 个 概念 . 
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函数 在 子 集合 上 的 振幅 不 超过 它 在 集合 上 的 振幅 , 因此 , w(f, U8(a)) 是 5 的 非 
增 函 数 . 由 于 它 是 非 负 的 , 那么 , 或 者 它 当 6 一 0+ 0 时 有 有 限 的 极限 , 或 者 对 于 任 
意 的 5 > 0,w(f,U&(a)) = +oo. 在 后 一 种 情形 时 , 自然 认为 w(f,a) = +oo. 

7° 使 用 在 6° 中 叙述 的 定义 2, 现在 可 以 做 这 样 的 概括 : 函数 在 一 点 处 连续 当 且 
仅 当 它 在 这 点 处 的 振幅 等 于 零 . 写作 : 


(f :已 一 及 在 oa e 连续) 信 (w(f,a) = 0). 
定义 3 称 函数 :已 一 及 在 集合 已 上 连续 , 如 果 它 在 集合 互 的 每 点 都 连续 . 


我 们 约定 把 一 切 在 集合 妃 上 连续 的 实 函 数 的 集合 记 作 C(E;R) 或 简 记 为 C(E). 
我 们 已 经 讨论 了 连续 函数 的 概念 , 现在 我 们 来 考察 一 些 例子 . 


例 1 如 果 f : 一 RR 是 常 值 函数 , 则 fe C(E)， 这 个 论断 是 明显 的 ， 因 为 
f(B) =ceV(o), 不 管 ce RR 的 邻 域 V(c) 怎样 它 都 成 立 . 


例 2 函数 f(z) =z 在 及 上 连续 . 
实际 上 , 对 于 任意 的 点 zo e R, 只 要 lz - zol < 5 = s, 就 有 |f(z) - fj(zo)| = 


lz =- zol <e. 
例 3 函数 f(z) = sinz 在 R 上 连续 . 
事实 上 , 对 于 任意 的 点 zo e R, 只 要 |z - zo| < 5 = e, 我 们 就 得 到 


Z 十 7Z0 ，Z 一 ZI0 
|sinz — sin zo| = |2cos 2 sn 一 
2 一 Z0 Z 二 Z0 
< 2|sin <2|—— 
=|z—Zzol <e. 


我 们 使 用 了 在 第 三 章 82 第 2 段 d 款 例 9b) 中 证 明了 的 不 等 式 |sinz| < lz|, 
例 4 函数 f(z) = cosz 在 及 上 连续 . 
实际 上 , 像 上 例 中 一 样 , 对 于 任意 的 点 zo € R, 只 要 |z - zol < 6 = s, 我 们 就 有 


，Z 十 Z0 ，Z 二 7Z0 
|cosz — coszo| = |—2sin 2 sin 一 2 
人 二 
< 2 |sin 2| < lr—zol<e. 


例 5 函数 f(z) = az 在 及 上 连续 . 
实际 上 , 根据 指数 函数 的 性 质 3) ( 见 第 三 章 82 第 2 段 d 款 例 10a)), 在 任意 点 
zo E 民 处 ,有 


lim az = a”®, 
z—z0 
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现在 我 们 知道 , 这 等 价 于 函数 a 在 点 zo 连续 . 

例 6 函数 f(z) = log。z 在 定义 域 R = {ze 了 Rlz > 0} 的 任意 点 zo e 有 + 处 
连续 . 

事实 上 , 根据 对 数 函数 的 性 质 3) ( 见 第 三 章 82 第 2 段 d 款 例 10b)), 在 任意 点 
zo ER+ 处 ,有 

ogo, 

这 等 价 于 函数 log。 z 在 点 zo 处 连续 . 

我 们 顺便 对 任 给 的 。 > 0 来 求 点 zo 的 这 样 的 邻 域 Uk, (zo), 使 得 在 任意 的 点 
ZE UR, (To0) 处 有 

|loga 7 — loga zo| < e. 
这 个 不 等 式 等 价 于 关系 式 


—é < loga 二 <e. 
为 确定 起 见 , 设 a > 1; 那么 最 后 的 关系 式 等 价 于 条 件 
Toa < IT < Z002. 


区 间 ]jzoo-“,zoos[ 就 是 点 zo 的 待 求 的 邻 域 . 有 益 的 是 注意 到 这 个 邻 域 不 但 依赖 
于 量 6, 而 且 也 依赖 于 点 zo 本 身 . 这 一 点 在 例 1~4 中 不 曾 出 现 . 

例 7 任何 数列 f : N 一 及 都 是 在 自然 数 集 N 上 连续 的 函数 , 因为 集 N 的 每 个 
点 都 是 它 的 孤立 点 . 

2. 间断 点 ”为 了 更 好 地 掌握 连续 这 个 概念 , 我 们 要 弄 清楚 函数 在 它 的 不 连续 的 
点 的 邻 域 里 会 是 怎样 的 . 

定义 4 如 果 函 数 f : EE 一 RR 在 集 已 的 某 点 不 连续 , 则 此 点 叫做 函数 f 的 间 
断 点 . 

只 要 做 出 “函数 1 : 已 一 及 在 点 a & EE 连续 ”这 一 命题 的 否定 , 我 们 就 得 到 a 
是 函数 f 的 间断 点 的 定义 的 下 列 写 法 : 


(a € 刀 是 函数 /的 间断 点 ) := (3V (f(a)) VUE(a) 3z es Ug(a) (f(z) ¢ V(f(0))). 


换言之 , ce 是 函数 f : 已 一 了 的 间断 点 , 如果 函数 在 点 a 的 值 f(a) 有 
这 样 一 个 邻 域 V(f(a)), 使 得 对 点 a 在 集合 E 中 的 任何 一 个 邻 域 Ug(a), 都 存在 点 
ze Ug(a), 它 的 像 f(z) 不 含 在 V(f(a)) 中 . 

这 个 定义 的 e 一 5 形式 是 : 


3e>05>03reE(lz -al<éA|f(z)— fla)| > e). 
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我 们 来 看 几 个 例子 . 

例 8 函数 f(z) = sgnz 在 异 于 零 的 任意 点 ae 及 的 一 个 邻 域内 为 常数 , 从 而 它 
在 这 个 邻 域内 连续 . 而 在 零 的 任何 邻 域内 , 它 的 振幅 都 等 于 2, 因此 , w(sgn,0) = 2. 这 
就 表示 0 是 函数 sgnz 的 间断 点 . 我 们 还 看 出 , 函数 在 点 0 处 有 左 极限 ,lim osgnz 一 
一 1 及 右 极限 sim osgnz =1, 但 是 , 这 两 个 极限 彼此 不 等 , 并 且 它 们 都 与 函数 在 点 0 
处 的 值 sgn0 = 0 不 等 . 这 直接 证 实 了 0 是 函数 的 间断 点 . 

例 9 函数 f(z) = lsgnz| 当 z 一 0 时 有 极限 lim lsgnz| = 1, 但 是 f(0) = 
lsgn0| = 0, 因此 


Him f(7) # f(0), 
于 是 0 是 函数 的 间断 点 . 


但 是 我 们 会 发 现 , 在 所 给 的 情况 下 , 只 要 改变 函数 在 点 0 处 的 值 , 并 令 它 等 于 1， 
我 们 就 得 到 一 个 在 点 0 处 连续 的 函数 , 也 就 是 说 , 我 们 排除 了 间断 . 


定义 5 如 果 函 数 了 :已 一 及 的 间断 点 oe EB 是 这 样 的 : 存在 一 个 在 点 a 连续 
的 函数 :一 民 使 得 fla\a = 中 Ne, 那么 a 叫做 函数 f: 巨 一 民 的 可 去 间断 点 


这 样 一 来, 可 去 间断 点 的 特征 是 : 极限 ,lim f(z) = 4 存在 , 但 是 4 关 f(a), 从 
而 , 只 要 置 
rr 、_ J f(z), zr € E,z #a, 
flz) = 由 we 


我 们 就 得 到 一 个 在 点 a 连续 的 函数 :EE 一 及 . 


当 z =0 
极限 , 这 是 因为 在 第 三 章 62 第 1 段 例 5 中 曾经 证 明了 极限 lim sin 2 不 存在 . 函数 
sin 二 的 图 像 画 在 图 12 中 . 
例 8、9 和 10 阐明 了 下 面 的 术语 . 
定义 6 点 os 已 叫做 函数 f :EE 一 RR 的 第 一 类 间断 点 ,如果 极限 


2 
例 10 函数 f(z) = ede 在 点 0 间断 , 并 且 当 z 一 0 时 , 它 没有 


polim, of (7) =: fle—0), sim, ,ff(?) =: f(a+0) 


都 存在 @, 但 它们 之 中 至 少 有 一 个 与 函数 在 点 a 的 值 f(a) 不 同 . 


四 如果 a 是 间断 点 , 那么 , a 是 集 已 的 极限 点 . 不 过 可 能 有 这 样 的 情况 , 即 集 忆 在 点 a 的 某 个 
邻 域 中 的 所 有 的 点 都 在 点 a 的 同一 侧 , 在 这 种 情况 下 只 考虑 定义 中 所 述 的 极限 当中 的 一 个 . 
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定义 7 如 果 a eB 是 函数 f :一 民 的 间断 点 , 并 且 在 这 点 处 定义 6 所 述 的 
两 个 极限 至 少 有 一 个 不 存在 , 那么 a 叫做 第 二 类 间断 点 . 

这 样 一 来 , 任何 一 个 间断 点 , 不 是 第 一 类 间断 点 就 是 第 二 类 间断 点 . 

再 举 两 个 经 典 的 例子 . 

例 11 函数 


_ | 车 zeQ， 
和 人 车 z e R\Q 


叫做 多利 克 雷 加 函 雪 . 

这 个 函数 在 所 有 的 点 都 间断 , 并 且 , 显然 它 的 一 切 间断 点 都 是 第 二 类 的 , 因为 在 
任何 区 间 上 都 既 有 有 理 数 也 有 无 理 数 . 

例 12 丈 受 @ 函 数 

j= , 若 = = 空 6 Q ( 呈 是 既 约 分 数 )， 
0, 若 z € R\Q. 

我 们 指出 , 对 于 无 论 怎样 的 点 as R 和 它 的 有 界 令 域 U(o) 以 及 无 论 怎样 的 数 
NeRN, 在 U(a) 中 仅 有 有 限 个 有 理 数 也 ,me ZneN, 使 得 n<N. 

因此 , 只 要 缩小 信 域 , 就 可 以 认为 代 于 其 中 的 一 切 有 理 数 ( 若 ae @ 的 活 , 可 能 
除去 数 a) 的 分 母 都 比 N 大 . 这 样 一 来 ,在 任意 点 ze 冰 (a) 处 , |R(z)| < 六 

这 样 我 们 就 证 明了 , 在 任意 点 we 及 处 


吉 R9- 


中 狄 利 克 雷 (P. G. Dirichlet)(1805 一 1859) 一 一 德国 大 分 析 家 、 数 学 家 , 在 高 斯 (C. Gauss) 逝世 
后 (1855) 任 哥 廷 根 大 学 额 内 教授 职 . 

四 黎 最 (G. F. Riemann)(1826 一 1866) 一 一 卓越 的 德国 数学 家 , 他 的 主要 著作 葛 定 了 整个 现代 几 
何 和 现代 分 析 领 域 的 基础 . 
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这 表明 , 黎 曼 函数 在 任意 无 理 点 处 都 连续 . 在 其 他 点 处 , 即 在 点 + < Q, 函数 间 
断 , 且 所 有 这 些 点 都 是 第 一 类 间断 点 . 


82. 连续 函数 的 性 质 


1. 局 部 性 质 ”函数 的 那样 一 些 性 质 叫做 局 部 的 , 它们 是 由 函数 在 其 定义 域 中 点 
的 任意 小 邻 域 中 的 性 状 确定 的 . 

因此 , 局 部 性 质 本 身 刻 画 的 是 当 函 数 的 自 变 量 趋 于 所 考察 的 点 时 ， 函 数 在 某 种 
极限 关系 中 的 性 状 . 

我 们 将 指出 连续 函数 的 基本 的 局 部 性 质 . 


定理 1 设 /: 忆 一 民 是 在 点 ae 万 连续 的 函数 ,那么 下 列 论断 成 立 : 

le 函数 在 点 a 的 菜 个 邻 域 Ug(a) 中 有 界 . 

2o 车 f(a) 关 0, 则 在 点 a 的 某 个 邻 域 Ug(a) 中 函数 的 所 有 的 值 与 f(a) 同时 为 
正 或 同时 为 负 . 

3。 若 函 数 g : Up(a) 一 及 在 点 a 的 某 个 邻 域 中 定义 且 和 了 :已 一 下 一 样 在 点 a 
处 连续 , 那么 函数 

a) (f +g)(z) := f(z) + 9(7), 

b) (f .9g)(z) := jz) g(2), 

o) (#1 请 荆 (在 g(a) 关 0 的 条 件 下 ) 
在 点 的 某 个 邻 城中 定义 且 在 点 a 连续 . 

4 若 画 数 0 :及 在 点 DEY 连续 , 而 到 数 了 :已 一 了 有 fa) =b 且 上 /在 点 
a 连续 , 那么 , 复合 函数 (go f) 在 已 上 定义 且 在 点 a 连续 . 


< 为 证 定理 只 需 想到 ( 见 81), 函数 f 或 9 在 定义 域 的 某 点 a 连续 等 价 于 此 函 
数 关于 点 a 的 邻 域 基 B。 的 极限 存在 且 等 于 函数 在 该 点 a 处 的 值 : 


尖 f(z) = f(a), Wm 9(7) = g(a). 


于 是 ,定理 1 的 论断 1 、 2 、3。 直接 从 函数 在 一 点 连续 的 定义 和 函数 极限 的 相 
应 性 质 推出 . 

只 是 需要 说 明 , 比 式 人 确实 在 点 a 的 某 个 邻 域 Vs(a) 中 有 定义 . 这 是 因为 
接 条 件 gta) #0 且 根 据 定理 的 论断 2*, 存在 一 个 邻 域 De(a), 在 它 的 任意 一 点 都 有 
g(z) #0, 即 让 在 Ds(a) 中 有 定义 . 

定理 1 的 论断 4e 是 关于 复合 函数 的 极限 的 定理 的 推论 . 根据 关于 复合 函数 的 
极限 的 定理 


m9°f)(7) = 地 9(Y) = g(b) = g(f(a)) = (9g° f)(o), 


$2. 连续 函数 的 性 质 41: 


这 等 价 于 (ge f) 在 点 a 连续 . 

不 过 , 要 使 用 关于 复合 函数 的 极限 的 定理 , 必须 验证 对 于 基 B。 的 任何 一 个 元 
Uy(b) 都 存在 基 B。 的 这 样 的 元 Ug(a), 使 得 f(Ug(a)) c Uy(b). 事实 上 , 若 Uy(b) = 
YnU(b), 则 按 函 数 f: E 一 Y 在 点 a 连续 的 定义 , 对 于 邻 域 V(b) = U(f(a)), 存在 
点 a 在 集 E 中 的 邻 域 Ug(a), 使 得 f(Ug(a)) < U(f(a)). 由 于 后 是 从 巨 映 到 Y 中 
的 , 那么 , f(Ug(a)) Cc YnU(f(a)) = Uy(b), 于 是 我 们 证 实 了 使 用 关于 复合 函数 的 极 
限 的 定理 的 合理 性 . > 


例 1 代数 多 项 式 P(z) = aoz" + a1z"-! 十 … 十 an 是 在 RR 上 连续 的 函数 . 


实际 上 , 从 定理 1 的 3。 按 归纳 法 可 以 推出 有 限 个 在 某 点 连续 的 函数 的 和 和 积 
都 是 在 这 点 连续 的 函数 . 在 81 的 例 1 和 例 2 中 我 们 已 经 验证 了 常数 函数 及 函数 
f(z) = z 在 玉 上 连续 . 那么 函数 a. zm = az………Z 也 在 及 上 连续 , 因此 多 项 式 


P(x) 在 及 上 连续 . 
P(z) 


例 2 有 理 函数 R(z) = GE)— 多 项 式 的 比 , 在 它 有 定义 即 Q(z) 关 0 的 地 方 
处 处 连续 . 这 是 从 例 1 和 定理 1 的 论断 3° 推出 的 . 


例 3 有 限 个 连续 函数 的 复合 , 在 自己 的 定义 域 的 任何 一 点 都 是 连续 的 . 这 是 从 
定理 1 的 论断 4 用 归纳 法 推出 的 . 特别 地 , 例如 函数 exr ?nieosrl) 在 及 上 除去 它 
没有 定义 的 那些 点 即 点 了 (2k + 1),k EZ, 之 外 是 处 处 连续 的 . 


2 连续 函数 的 整体 性 质 “” 用 描述 性 的 语言 来 说 , 与 函数 的 整个 定义 域 有 关 的 性 
质 叫 做 函数 的 整体 性 质 . 


定理 2 ( 波 尔 察 诺 - 柯 西 中 间 值 定理 ) 若 函数 在 闭 区 间 上 连续 , 在 它 的 两 端点 取 
异 号 的 值 , 则 在 区 间 上 有 一 点 使 函数 在 该 点 的 值 为 零 . 


用 逻辑 符号 此 定理 有 如 下 写法 @: 
(fecCea)A(fo:fO<0 全 (cslobf(o=0) 


< 把 区 间 [a, 平分 成 两 半 . 若 在 分 点 处 函数 不 等 于 零 , 则 平分 所 得 的 两 个 区 间 
中 有 一 个 , 在 它 的 两 端 函 数 取 异 号 的 值 . 现在 像 处 理 原来 的 区 间 fo, 中 一 样 地 处 理 这 
个 区 间 , 即 把 它 平分 成 两 半 , 并 且 进 一 步 继续 这 个 过 程 . 

那么 , 我 们 或 者 在 某 一 步 得 到 一 个 点 c e [o, 引 使 得 f(c) = 0, 或 者 得 到 一 个 闭 
区 间 套 {}, 这 些 区 间 的 长 趋 于 零 . 在 后 一 种 情况 下 , 根据 关于 闭 区 间 套 的 引 理 , 存 
在 唯一 的 一 个 点 ce fw, 中 它 是 所 有 这 些 闭 区 间 的 公共 点 . 按 闭 区 间 套 的 结构 , 存在 


@ 我 们 记得 , 符号 C(E) 表示 一 切 在 集 E 上 连续 的 函数 的 集合 . 在 EE = [a, 引 的 情形 下 , 常 代替 
Cl([a, 相 ) 而 简写 Clo,a- 
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由 诸 区 间 二 的 端点 组 成 的 两 个 数列 {z/,} 和 {zx 人 }, 使 得 f(x) < 0, (zy) > 0， 
ne 
根据 极限 的 性 质 和 连续 的 定义 , 我 们 得 到 
dim, f(z%) = f(0) < 0, lim, F(a) = f(0) > 0. 

于 是 f(c) =0.> 

定理 2 的 注 1° 定理 的 证 明 提供 了 一 个 求 方程 f(z) = 0 在 这 样 的 闭 区 间 上 的 
根 的 最 简单 的 算法 , 在 这 个 闭 区 间 的 两 端 连续 函数 f 取 异 号 的 值 . 

2° 于 是 定理 2 断定 , 函数 在 连续 变化 过 程 中 , 不 可 能 一 直 不 取 零 值 且 从 正 值 变 
到 负 值 或 从 负 值 变 到 正 值 . 

3° 应 该 审慎 地 对 待 2? 中 那样 的 文字 表述 , 因为 这 种 表述 中 所 含 的 意思 常常 比 
要 表达 的 更 多 . 例如 , 我 们 来 考察 在 区 间 [0, 1] 上 等 于 -1 并 在 区 间 [2,3] 上 等 于 1 的 
函数 . 显然 , 这 个 函数 在 自己 的 定义 域 上 连续 且 取 不 同 符号 的 值 , 但 处 处 不 为 零 . 这 
个 注解 表明 , 定理 2 所 表达 的 连续 函数 的 性 质 实际 上 产生 于 函数 定义 域 的 某 种 性 质 
(以 后 会 弄 明白 , 这 种 性 质 是 : 这 个 集合 应 该 是 连通 的 ). 

定理 2 的 推论 车 函数 在 区 间 上 连续 且 在 区 间 的 点 a 和 5 取 值 p(a) = 4 和 
yp(b) = B, 则 对 于 介 于 A 和 B 之 间 的 任意 数 C、 存 在 介 于 a 和 6b 之 间 的 点 c, 使 得 
(0) = C. 
< 以 ob 为 端点 的 闭 区 间 工 含 在 我 们 的 区 间 中 , 因此 函数 f(z) = wo(z)-C 在 了 
上 有 定义 、 连 续 且 由 于 

f(a) :f(b)=(A-C)(B-C) <o, 
根据 定理 2, 在 a 和 》 之 间 有 点 c 使 
f(O)=¢(0) -C=0.r 

定理 3 ( 魏 尔 斯 特 拉 斯 最 大 值 定 理 ) 在 闭 区 间 上 连续 的 函数 在 此 区 间 上 有 界 . 
同时 , 在 区 间 上 存在 使 函数 取得 最 大 值 的 点 ， 也 存在 使 函数 取得 最 小 值 的 点 . 

< 设 f: 巨 一 R 是 闭 区 间 忆 = [ww 引 上 的 连续 函数 ， 根 据 连续 函数 的 局 部 
性 质 ( 见 定理 1), 对 于 任意 的 点 z e 已 , 存在 这 样 的 邻 域 UV(z), 使 得 在 集 we(z) = 
NU(z) 上 函数 有 界 ， 对 于 一 切 点 z e EE 所 构造 的 这 样 的 邻 域 U(z) 的 全 体 组 成 
闭 区 间 [lo 中 的 开 覆 盖 , 根据 有 限 覆 盖 引 理 可 以 从 这 个 开 覆 盖 中 取出 有 限 个 开 区 间 
U(z1)、… 、U(zn), 它们 覆盖 闭 区 间 [a 可 ,由 于 在 集 ENU(zk) = Ug(zk) 上 函数 
有 界 , 即 mk < f(z) < Mx, 其 中 mr、Mi €E R 上 且 ZE Ug(zk), 那么 , 在 任意 点 
ZzEEB= [a,0 处 ,有 


min{my,* ,mg} < f(7) < max{Mi,-…* , Mi}. 
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函数 在 闭 区 间 {o, 刀 上 的 有 界 性 被 证 实 了 . 

现 设 M = sup 7) 假定 在 任意 点 z e E(f(z) < M). 那么 , EE 上 的 连续 函 
数 他 一 f(z) 尽管 (根据 M 的 定义 ) 可 以 任意 接近 于 零 却 处 处 不 为 零 . 于 是 函数 
N70) 一 方面 根据 连续 函数 的 局 部 性 质 是 在 EE 上 连续 的 , 而 另 一 方面 却 是 在 EE 
上 无 界 的 ， tn 

于 是 存在 点 zm € [o, 路 使 f(zm) = 

类 似 地 , 只 要 考虑 m = ai f(z) eh 
fa, 中 在 这 点 处 了 (zm) = m. > 

我 们 注意 到 , 例如 户 (z) = z、 户 (z) = 上 都 在 开 区 间 =J0,1[ 连续 ,但 刻 在 
上 既 无 最 大 值 亦 无 最 小 值 , 而 函数 fo 在 马上 无 界 . 因此 , 定理 2 所 说 的 连续 函数 的 
性 质 也 和 定义 域 的 某 种 性 质 有 关 , 这 种 性 质 就 是 : 从 由 集合 的 点 的 邻 域 构成 的 它 的 
覆盖 中 可 以 取出 有 限 覆 盖 . 以 后 我 们 称 这 样 的 集合 为 紧 集 . 

在 转 人 下 一 个 定理 之 前 我 们 给 出 

定义 1 函数 了 :已 一 及 叫做 是 在 集 媚 c 及 上 一 致 连续 的 , 如 果 对 于 任意 的 数 
e > 0, 存在 数 5 > 0, 使 得 对 于 任意 满足 |z1 一 z2| < 6 的 点 z1、z2 € 瑟 ,|f(zl)-/(za)| < 
E 成 立 . 


简 言 之 
(f : 忆 一 有一 致 连续 ) := 
=(Ye >035>0Vre EV eB (ri— zl|<63 f(r) — f(z2)| < es)). 
我 们 来 讨论 一 致 连续 函数 的 概念 . 
1° 若 函数 在 集 上 一 致 连续 , 则 它 在 集 的 任意 点 处 连续 . 实际 上 , 只 要 在 所 述 定义 


中 置 nx = z 和 za = a, 我 们 就 见 到 函数 / : 已 R 在 点 ae 连续 的 定义 已 满足 . 
2 一 般 说 来 函数 的 连续 性 并 不 蕴含 一 致 连续 性 . 
例 4 我 们 已 不 止 一 次 地 过 到 的 开 区 间 ]0,1[= 已 上 的 函数 /(z) = sin 是 连续 
的 . 但 是 , 在 点 0 于 集 瑟 的 任何 邻 域 之 中 , 函数 既 取 值 -1 也 取 值 1, 因此 , 当 = < 2 
时 , 它 已 不 满足 条 件 |f(z1) - jf(zaz)| < <. 


因此 , 写 出 函数 不 一 致 连续 的 性 质 的 明显 形式 是 有 益 的 : 


(f :五 一 及 不 是 一 致 连续 的 ) := 
=(3 >0V>03r eBar2 ep (lz — zl<dNf(z) — f(z2)| > 5)) 


所 考察 的 例子 显示 了 函数 在 集合 上 的 连续 性 和 一 致 连续 性 这 二 者 之 间 的 明显 差 
异 . 为 了 表明 在 一 致 连续 的 定义 中 是 什么 地 方 引起 了 这 个 差异 的 , 我 们 给 出 表示 函 


FE = 页 就 可 以 证 明 存在 点 zm E 
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数 7 :已 一 及 在 集 巨 上 连续 的 详细 的 写法 : 
(f : 巨 一 RR 在 B 上 连续 ): = (Yae Eve >035>0vreE 
(lz—al<6= 1f(7)— f(0)| < a)). 
这 样 一 来 , 这 里 的 5 是 按 点 ae EE 和 数 < 来 选择 的 . 因此 对 于 固定 的 s 它 可 能 
随 着 点 的 改变 而 改变 , 这 正 像 在 例 1 中 所 考察 的 函数 sn 的 情形 下 所 发 生 的 那样 ， 
或 者 也 如 在 函数 的 整个 定义 域 中 来 考察 log。 z 或 az 的 情形 那样 . 


而 在 一 致 连续 的 情况 下 , 保证 可 以 只 按 。 > 0 来 选择 5, 使 得 在 一 切 点 ae 瑟 处， 
从 当 z eB 满足 |z 一 al <5 必定 得 到 |f(x) -f(a)| < se. 
例 5 若 函数 f : 忆 一 RR 在 固定 点 zo < 及 的 任意 邻 域内 都 无 界 , 则 它 不 是 一 至 
连续 函数 . 
实际 上 , 那 时 对 于 任意 的 5 > 0, 在 zo 的 5- 邻 域内 找 得 到 点 z1、z2 e 书 尽管 
. |z1 一 z2| < 56, 都 有 |f(z1) -f(z2)| 1. 
在 集 R\0 上 考察 函数 f(z) = +, 情况 就 是 这 样 . 在 这 种 情况 下 , zo = 
对 于 定义 在 正 数 集 上 且 在 点 zo = 0 的 邻 域内 无 界 的 函数 log z， a 
例 6 在 及 上 连续 的 函数 f(z) = z2, 在 民 上 不 是 一 致 连 续 . 
事实 上 , 在 点 鸡 = VETTzX= Vi 处 有 
Ja) =n+1, (cg 一 
其 中 ne N, 因此 f(z) - f(z) =1. 然而 


1 
Te 


因此 , 对 于 任意 的 5 > 0, 存在 点 z%、z, 使 得 jz 一 区 | < 65, 同 时 f(z%) 一 f(z4) = 
例 7 在 RR 上 连续 且 有 界 的 函数 f(z) = sinz? 在 R 上 不 一 致 连 续 , 因为 在 点 
=V/5m+)、 开 一 V3n 处 有 


2 
f(zn) — f(zn)|=1, 


1 
Tn 


其 中 ne N, 同时 
lim, len — zn|= 0. 
在 对 于 函数 一 致 连续 的 概念 及 连续 与 一 致 连续 的 对 比 做 了 这 些 讨论 之 后 , 我 们 
现在 就 可 以 认识 到 下 述 定理 的 价值 . 
定理 4 ( 康 托 尔 海 涅 关于 一 致 连续 的 定理 ) 在 闭 区间 上 连续 的 函数 在 此 区 间 上 
一 致 连续 . 
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4 设 / 厂 :已 一 及 是 给 定 的 函数 ; 忆 = [a, 相 且 fe C(E). 由 于 三 在 任意 点 re 书 
处 连续 , 所 以 ( 见 81 第 1 段 6") 对 于 = > 0 可 以 找到 z 点 的 这 样 的 邻 域 U5(z), 使 
得 函数 f 在 集合 U5(z) = 已 nUs(z) 上 的 振幅 w(f,U&(z)) 小 于 e, 此 处 集 UV5(z) 是 
函数 的 定义 域 中 那些 在 Us(z) 中 的 点 所 成 的 集合 . 对 于 每 点 ze EE 都 构造 具有 这 种 
性 质 的 邻 域 . 这 里 量 5 可 以 随 着 点 的 改变 而 改变 , 因此 用 符号 Us(z)(z) 表示 所 构造 
的 邻 域 更 正确 些 , 虽然 比较 累 赣 . 不 过 , 由 于 整个 符号 都 由 点 z 决定 , 可 以 约定 使 用 
下 列 简化 的 记 法 : 

U(z) = UsC)(z) 和 V(z) = UY (z). 

诸 开 区 间 V(z),z e 已, 其 全 体 构 成 闭 区 间 E = [a,5] 的 覆盖 , 从 这 个 覆盖 中 , 按 

有 限 覆 盖 引 理 可 以 取出 有 限 覆 盖 V(z1),-… ,V(zn). 设 


i {B50 ,ie 


我 们 来 证 明 , 对 于 任意 的 点 mw 、zw E 已 只 要 |z/ 一 z"| <5 就 成 立 |f(z) - Flex)| < ce. 
实际 上 , 由 于 开 区 间 组 V(z1),… ,V(zn) 覆盖 书 , 必 存在 这 个 组 的 一 个 区 间 V(zi) 含 
有 点 z 即 |z 一 zi < Bi). 但 在 这 种 情况 下 ， 


lz”—zil |r 2 +lz 一 zi <6+ 3 
1 
< 36(7i) + 35(7) = 6(zi). 


因此 , z/、 rE USO(z;) = ENUSEO (zi), 从 而 |f(z) - fe )) < w(P UE) (zi)) < 
EP 

前 面 所 举 的 例子 表明 , 康 托 尔 定理 实质 上 依赖 于 函数 的 定义 域 的 某 种 性 质 ， 从 
证 明 见 到 , 正 像 在 定理 3 中 一 样 , 这 种 性 质 是 : 从 集 EE 的 任何 由 它 的 点 的 邻 域 所 成 
的 覆盖 中 都 可 以 取出 有 限 覆 盖 . 

现在 , 当 定 理 4 已 证 明之 后 , 重新 回 到 上 面 已 分 析 过 的 连续 但 不 一 致 连续 的 函 
数 的 例子 是 有 益 的 , 将 能 弄 清楚 , 譬如 函数 sin z? 是 如 何 依照 康 托 尔 定理 在 实 轴 的 每 
个 闭 区 间 上 都 一 致 连续 而 在 R 上 却 不 一 致 连续 . 此 事 之 原因 与 连续 函数 一 般 说 来 不 
必 一 致 连续 的 原因 完全 类 似 . 这 一 次 我 们 让 读者 自己 弄 清楚 这 个 问题 . 

现在 我 们 转向 本 节 的 最 后 一 个 定理 一 一 关于 反 函 数 的 定理 . 我 们 面临 的 问题 
是 弄 清楚 , 在 怎样 的 条 件 下 在 闭 区 间 上 连续 的 实 值 函 数 有 反 函 数 , 以 及 在 什么 情况 
下 这 个 反 函 数 连续 . 


命题 1 闭 区 间 已 = [w 引 到 及 中 的 连续 映射 小 : 妃 一 下 是 单 射 的 充 要 条 件 是 
甬 数 f 在 闭 区 间 [a, 避 上 严格 单调 . 

< 若 函 数 f 在 任意 的 集合 Ec R 中 是 增 的 或 减 的 , 则 映射 : 妃 一 下 显然 是 
单 射 : 在 集 已 的 不 同 的 点 处 函数 取 不 同 的 值 . 
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所 以 , 命题 1 的 最 本 质 的 内 容 在 于 说 , 任何 闭 区 间 的 连续 单 射 f : [中 一 及 都 
是 严格 单调 的 函数 . 

假设 不 是 这 样 , 我 们 就 找 得 到 区 间 [a, 9 的 三 个 点 zi < za < za, 使 f(z2) 不 在 
f(z1) 和 ffzs) 之 间 . 在 这 种 情况 下 , 或 者 f(z3) 在 f(z1) 和 f(z2) 之 间 , 或 者 f(z1) 
在 f(z2) 和 f(zs) 之 间 . 为 确定 起 见 , 设 所 述 两 种 可 能 情形 的 后 一 种 情形 发 生 . 按 条 
件 函数 f 在 闭 区 间 [z2, ral 上 连续 , 因此 ( 见 定理 2 的 推论 ) 在 这 个 区 间 上 存在 点 2 
使 f(z4) = f(z1). 这样 一 来 , zl < z4 且 f(z1) = f(z1), 这 与 映射 的 单 射 性 质 不 相 容 . 
f(zs) 在 f(z1) 和 f(z2) 之 间 的 情形 可 类 似 地 分 析 . > 

命题 2 每 个 定义 在 数 集 X C 及 上 的 严格 单调 函数 有 : 于 一 民 都 有 反 函 数 
J-1:Y 一 及, 它 定 义 在 函数 f 的 值 的 集合 Y = f(X) 上 且 在 Y 上 具有 与 函数 了 在 
集 X 上 相同 的 单调 性 . 


< 映射 / : X 一 Y = f(X) 是 满 射 , 即 是 到 集合 Y 上 的 映射 , 为 确定 起 见 设 
f:X 一 Y 在 X 上 增 . 在 这 种 情况 下 
VriEX YrzeX(zl < z2 今 f(zl) < f(z2)). (1) 


这 样 一 来 , 映射 f : X 一 Y 在 不 同 的 点 取 不 同 的 值 , 即 它 是 单 射 . 结果 , 了 : X 一 
Y 是 满 单 射 , 即 了 是 X 到 了 的 双方 单 值 映 射 . 这 就 是 说 , 当 y = f(z) 时 , z = 7?(y) 
这 一 公式 给 出 的 逆 映 射 广 ! :Y 一 X 有 定义 . 

把 映射 -1 :Y 一 X 的 定义 和 关系 式 (1) 相对 照 , 我 们 得 到 关系 式 


vneyY yeY (f(y) < fy) $<) (2) 


它 表明 函数 -1! 在 其 定义 域 上 是 增 的 . 

f :XX 一 Y 在 多 上 减 的 情形 显然 可 类 似 地 分 析 . > 

由 已 证 明 的 命题 2 可 见 , 如 果 想 知道 实 值 函 数 的 反 函 数 的 连续 性 , 研究 单调 函 
数 连续 的 条 件 是 有 用 的 . 

命题 3 在 集 已 C 取 上 单调 的 函数 了 :已 一 及 只 可 能 有 第 一 类 间断 点 . 

< 为 确定 起 见 , 设 f 是 不 减 函 数 . 假设 os 已 是 f 的 间断 点 . 由 于 a 不 能 是 妃 
的 孤立 点 , 所 以 a 至 少 是 集 


E- ={reBElz<a} 和 Et= {reBEla<z} 


之 中 一 个 的 极限 点 . 由 于 f 是 不 减 函 数 , 所 以 对 任意 点 ze Es 都 有 f(z) < fo), 于 
是 f 在 Ez 上 的 限制 fls- 是 不 减 的 有 上 界 的 函数 . 那么 , 存在 极限 


gdm ,fles)(e) = polim, of(®) = flo—0). 


z—a—0 
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类 似 地 可 以 证 明 存 在 极限 
f(z) = fla+0), 


lim 
E3z—a+0 


如 果 a 是 集 E+ 的 极限 点 的 话 . 
当 f 是 非 增 函 数 时 , 可 以 重 述 所 进行 的 证 明 , 也 可 以 转 而 考虑 函数 --f 而 把 问 
题 归结 到 已 经 考虑 过 的 情形 . > 


推论 1 车 点 a 是 单调 函数 有 : 巨 一 民 的 间断 点 , 则 极限 


lm f(z)=f(a-0), ,lim f(z)= f(a+0) 


E3z—a—0 已 3z 一 a+0 
之 中 至 少 有 一 个 是 确定 的 ; 如 果 f 是 非 减 的 (或 者 非 增 的) 那么 不 等 式 
f(a 一 0) < f(a) < f(a+0)( 或 者 f(a 一 0) > f(a) > f(a+0)) 


之 中 至 少 有 一 个 成 立 严格 的 不 等 号 ; 在 这 个 严格 的 不 等 式 所 确定 的 开 区 间 中 不 含有 
函数 的 值 ; 对 应 于 单调 函数 的 不 同 的 间断 点 的 这 种 开 区 间 彼 此 不 相交 . 


< 实际 上 , 若 a 是 间断 点 , 则 它 是 集 的 极限 点 且 根 据 命题 3 它 是 第 一 类 间断 
点 . 因此 , 基 
已 3z 一 a-0 和 E3z—at+0 


中 至 少 有 一 个 是 有 定义 的 且 沿 着 这 个 基 ( 当 两 个 基 都 有 定义 时 , 则 分 别 沿 着 每 个 基 ) 
函数 / 有 极限 . 为 确定 起 见 , 设 是非 减 函数 ， 由 于 a 是 间断 点 , 那么 , 不等式 
f(a 一 0) < f(a) < f(a+0) 中 至 少 有 一 个 实际 上 是 严格 的 不 等 式 . 由 于 当 re 已 且 
z<a 时， 

f(z) < lim f(z)= f(a -0), 


E3r—a—0 
而 类 似 地 当 ze 马 且 a <z 时 , f(a+0) < f(z), 所 以 , 由 严格 不 等 式 f(a 一 0) < f(a) 
或 f(a) < f(a+0) 确定 的 开 区 间 实 际 上 不 含有 函数 的 值 . 设 a1、az 是 函数 的 两 个 不 
同 的 间断 点 , 并 设 a1 < az, 那么 由 于 函数 f 不 减 , 我 们 有 


fla —0) < flan) < flar +0) < flaz —0) < f(a2) < fla2 +0). 
由 此 推出 , 相应 于 不 同 的 间断 点 的 那些 不 含 函数 值 的 开 区间 是 不 相交 的 . > 
推论 2 单调 函数 的 间断 点 的 集合 至 多 可 数 . 


4 根据 推论 1, 我 们 把 单调 函数 的 每 个 间断 点 和 一 个 这 样 的 开 区 间 联系 起 来 , 这 
个 开 区 间 是 由 函数 在 间断 点 处 的 值 和 函数 当 自 变量 从 右边 或 左边 趋 于 间断 点 时 的 一 
个 极限 来 确定 的 . 这 些 开 区 间 不 相交 . 但 在 直线 上 不 相交 的 开 区 间 的 集合 不 可 能 比 
可 数 集 大 . 事实 上 , 在 这 些 开 区 间 的 每 个 当中 可 取 一 个 有 理 点 , 那 时 , 开 区 间 的 集合 


,148 第 四 章 连续 函数 


就 与 全 体 有 理 数 所 成 的 可 数 集 @ 的 子 集 同 势 . 这 就 是 说 , 它 本 身 至 多 可 数 . 单调 函 
数 的 间断 点 的 集合 按 结构 是 与 这 个 开 区 间 的 集合 同 势 的 , 因此 和 它 一 样 是 至 多 可 数 
集 . > 


命题 4 (单调 函数 的 连续 性 准则 ) 在 闭 区 间 巨 = [a, 相 上 的 单调 函数 f: 马 一 民 
在 妃 上 连续 当 且 仅 当 它 的 值 的 集合 f() 本 身 是 一 个 以 f(a) 和 f(b) 为 端点 @ 的 闭 
区 间 ， 


4 若 f 是 连续 的 单调 函数 , 则 根据 f 的 单调 性 , 函数 在 闭 区 间 [o, 吕 中 所 取 的 一 
切 值 都 介 于 它 在 区 间 的 端点 所 取 的 值 f(a) 和 f(b) 之 间 . 根据 函数 的 连续 性 , 它 必定 
也 取 到 一 切 介 于 f(a) 和 jb) 之 间 的 中 间 值 . 这 样 一 来 , 在 闭 区 间 [a,9] 上 单调 且 连 
续 的 函数 的 值 的 集合 实际 上 是 以 f(a) 和 f(b) 为 端点 的 闭 区 间 . 

现在 我 们 来 证 明 逆 命 题 . 设 f 是 在 闭 区 间 [a, 名 上 单调 的 函数 ， 若 它 在 某 点 
ce [a,4] 处 间断 , 则 据 命题 3 的 推论 1, 开 区 间 


]f(e-0),f(o[，]f(o,7GCc+O)[ 


中 的 一 个 是 确 有 定义 的 , 且 它 不 含有 我 们 的 函数 的 值 , 但 据 函 数 的 单调 性 , 这 个 开 区 
间 是 包含 在 以 f(a) 和 f(b) 为 端点 的 闭 区 间 之 中 的 . 因此 , 若 在 闭 区 间 [o,4] 上 单调 
的 函数 具有 哪怕 只 是 一 个 间断 点 , 则 以 f(a) 、f(b) 为 端点 的 闭 区 间 就 不 能 整个 地 含 
在 函数 的 值 域 之 中 . > 

定理 5 (关于 反 函 数 ) 集 X C 及 上 严格 单调 的 函数 f : X 一 及 有 反 函 数 
f-1:Y 一 了 它 定义 在 函数 了 的 值 的 集合 Y = f(X) 上 . 函数 1-1:Y 一 民 是 单调 
的 , 而 且 它 在 Y 上 的 单调 形式 和 函数 了: X 一 到 在 集 X 上 的 单调 形式 相同 . 

此 外 , 车 X 是 闭 区 间 fo, 引 , 且 函 数 在 此 集 上 连续 , 则 集 Y = f(X) 是 以 f(a) 和 
f(b) 为 端点 的 闭 区 间 ,， 且 函数 f-1:Y 一 及 在 集 Y 上 连续 . 

4 定理 中 关于 当 X = [a, 机 且 f 连续 时 ,Y = f(X) 是 以 f(a)、f(b) 为 端点 的 闭 
区 间 的 结论 , 从 上 面 已 证 的 命题 4 推出 . 剩 下 的 是 验证 f-! : Y 一 RR 是 连续 函数 . 但 
是 /~! 在 Y 上 单调 ,Y 是 闭 区 间 , 且 三:(Y) = X = ,可 也 是 闭 区 间 . 根据 命题 4 
我 们 断定 函数 f-! 在 以 f(a) 、f(6) 为 端点 的 闭 区 间 了 上 连续 . > 

例 8 函数 y= f(z) = sinz 在 闭 区 间 [一 了 了] 上 递增 且 连 续 . 这 就 意味 着 , 这 
个 函数 在 闭 区 间 |- 了, 了] 上 的 限制 具有 反 函 数 = = f+(y), 记 为 = = arcsin y 它 
将 [sin (3) ,sm 引 = [41 上 , 由 -3 递增 到 了, 且 在 这 个 闭 区 间 上 


这 里 , 若 了 是 非 减 的 , 则 f(a) < f(b); 若 了 是 非 增 的 , 则 f(b) < fa) 
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例 9 类 似 地 , 函数 y = cosz 在 闭 区 间 lo,z] 上 的 限制 是 递减 连续 函数 .根据 
定理 5 它 有 反 函 数 , 记 为 = = arccosy, 这 个 函数 定义 在 闭 区 间 [1,1] 上 , 且 在 这 个 
区 间 上 由 值 r 递减 到 值 0. 

例 10 函数 y = tgz 在 开 区 间 X = | 了 ,也 [ 上 的 限制 是 由 -oo 向 +oo 递增 
的 连续 函数 , 根据 定理 5 的 第 一 部 分 , 它 有 定义 在 整个 数 轴 Y = RR 上 的 反 函数 , 记 
为 > = arctey, 且 在 由 它 自己 的 值 所 成 的 开 区 间 ]- 二, :| 的 范围 内 递增 , 为 了 证 明 
函数 z = arctgy 在 它 的 定义 域 的 任意 一 点 yo 处 连 缕 ,我 们 取 点 zo = arcteyo 和 开 
区 间 ] - 子 ,了 内 包含 点 zo 的 闭 区 间 [zo -<,zo 十 可 如 果 


Zo 一 < 一 arctg(yo — 61) 
以 及 

Z0 十 < 一 arctg(yo + 62), 
那么 , 根据 函数 z = arctgy 的 递增 性 质 可 以 断定 , 当 ye 及 使 得 mo-bl<y<yo+b 
时 , 将 有 


Zo 一 E< arctgy < zo 十 E. 
于 是 当 -5 <y 一 yo < 652 时， 
|arctgy 一 arctgyo| < €, 
而 当 |y -yol < 5 = min{61, 62} 时 , 当然 更 有 此 式 成 立 . 这 就 验证 了 函数 z = arctgy 
在 点 ye 及 处 的 连续 性 . 


例 11 通过 类 似 于 上 例 中 所 进行 的 讨论 , 我 们 可 以 明白 , 由 于 函数 y = ctgz 在 
开 区 间 ]0,7[ 上 的 限制 是 由 +oo 递减 到 -co 的 连续 函数 , 所 以 它 有 反 函 数 ， 记 为 
z = arcctgy, 此 函数 定义 在 全 数 轴 及 上 , 在 由 它 自己 的 值 所 成 的 开 区 间 ]0,r[ 的 范 
围 内 从 r 到 0 递减 , 且 在 R 上 连续 . 


注 在 作 互 反 函数 y = f(z) 和 z = 三:(y) 的 图 像 时 , 注意 到 以 下 事实 是 有 益 
的 : 平面 上 在 同一 个 坐标 系 中 (这 个 坐标 系 中 只 标 出 第 一 和 第 二 坐标 轴 , 而 不 标 > 轴 
或 y 轴 ) 坐标 为 (z, f(z)) = (z,y) 和 (vy,f-1(y)) = (yz) 的 两 点 关于 第 一 象限 的 平 
分 线 是 对 称 的 . 


因此 , 互 反 函 数 在 同一 个 坐标 系 中 的 图 像 关 于 这 条 平分 线 是 对 称 的 . 


练 习 


1. 证 明 
a) 若 feC(4) 且 已 C4, 则 由 eeC(B). 
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b) 车 函数 了: 本 U E2 一 民 使 fg eC(BD)G= 1,2), 则 并 不 总 有 f € C(EiU PE). 
ec) 黎 曼 函数 及 和 它 在 有 理 数 集 上 的 限制 Ra 一 样 , 在 集 Q 的 每 点 , 除 零 外 , 都 间断 , 并 且 
所 有 的 间断 点 都 是 可 去 间断 点 ( 见 $1 例 12). 
2. 证 明 , 若 函 数 f e Co, 中, 则 函数 
mm(z) = min, f(t), MD) = max, f(?) 


也 在 闭 区 间 fo, 中 上 连续 . 
3. a) 证 明 , 开 区 间 上 的 单调 函数 的 反 函 数 在 自己 的 定义 域 上 连续 . 
b) 构造 一 个 具有 可 数 个 间断 点 的 单调 函数 . 
c) 证 明 , 车 函数 f :XX 一 Y 和 f-!:Y 一 XX 互 反 (这 里 义 、Y 都 是 R 的 子 集 ) 且 了 在 
点 zo e X 连续 , 那么 , 由 此 还 不 能 推出 函数 三 :! 在 点 yo = f(zo) EY 连续 . 
4. 证 明 
a) 车 fe Cla,9] 且 ge Cla, 如 ,同时 f(a) < g(a) 且 f(b) > g(b), 那么 ,存在 点 ce [o, 中 ， 
在 这 点 处 f(c) = g(o). 
b) 任何 闭 区间 到 自身 的 连续 映射 : [0, 1] 一 [0, 1] 都 有 不 动 点 , 即 点 ze [0,1] 使 f(z) = 
z. 
c) 若 从 闭 区 间 到 自身 的 连续 映射 f 和 9 是 可 交换 的 , 即 fog = go f，, 则 它们 有 共同 的 不 
动 点 . 
d) 连续 映射 了 : 及 一 及 可 以 没有 不 动 点 . 
e) 连续 映射 了 :]0, 1[--»]0, 1[ 可 以 没有 不 动 点 . 
f) 若 映射 f : [0,4] 一 [0,1] 连续 , f(0) = 0,f(1) = 1 且 在 [0,1] 上 (fo 人 )(z) 三 z, 则 
f(z) = 
5. 证 明 任意 一 个 在 闭 区 间 上 连续 的 函数 的 值 的 集合 也 是 闭 区 间 . 
6. 证 明 
a) 车 映射 了 : [0, 1] 一 [0, 1] 连续 , f(0) =0、f(1) =1 且 对 于 某 个 ne N, 在 [0,1] 上 成 立 
jn(z) := (fo…of)(z)=z, 则 f(z)=7. 
,dp 


b) 若 函数 f: [0， i [0, 1] 连续 且 单 调 不 减 , 则 对 于 任意 的 > e [0, 1], 或 者 > 是 不 动 点 ， 
或 者 f"(z) 趋 于 不 动 点 , 这 两 种 可 能 至 少 有 一 种 实现 (这 里 "二 fo…of 是 /的 n 
次 迭代 ). 
7. 设 了: [0,1] 一 R 是 连续 函数 , f(0) = f(1). 证 明 
a) 对 于 任意 的 me 存在 两 端点 在 这 个 函数 的 图 像 上 目 长度 等 于 二 的 水 平 线段 . 
b) 若 数 1 不 是 形 如 加 的 数 , 则 存在 所 说 的 那样 的 函数 ， 在 它 的 图 像 上 已 不 能 内 接 上 长 为 
的 水 平 线段 . 


8. 以 下 述 方 式 对 于 5 > 0 定义 的 函数 w(5), 叫做 函数 了 : 一 民 的 连续 模 : 
(5) = sup ,Ife) 一 fc 外 


1 一 =2| 
中 


这 里 , 上 确 界 取 遍 集 EE 的 相互 距离 小 于 5 的 一 切 可 能 的 点 对 - 
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证 明 
a) 连续 模 是 非 减 的 非 负 的 函数 , 有 极限 @ 


w+HO = lim (6). 


b) 对 于 任意 的 。 > 0, 存在 5 > 0, 使 得 对 于 任意 的 点 z1、z2 € 已, 关系 式 |z1 - z2| < 6 
蕴含 |f(z1) f(z2)| < w(+0) +e. 
<) 车 巨 是 闭 区 间 、 开 区 间或 半 开 区 间 , 则 对 于 函数 f : 一 及 的 连续 模 成 立 着 关系 式 


w(61 + 62) < w(61) + w(62). 


d) 在 全 直线 上 考察 的 函数 > 和 sin z? 的 连续 模 分 别 是 在 区 域 5 > 0 中 的 函数 w(5) = 5 和 
常数 函数 w(5) = 2. 
ej 函数 f 在 集 忆 上 一 致 连续 当 且 仅 当 w(+0) = 0. 


9. 设 f 和 g 是 定义 在 同一 个 集合 X 上 的 有 界 函数 . 量 
A= sup|f(z) — g(z)| 
EX 


称 为 有 界 函 数 f 和 9 之 间 的 距离 ; 它 表示 在 给 定 的 集 X 上 , 一 个 函数 近似 于 另 一 个 函数 的 
好 坏 程 度 如 何 . 设 X 是 闭 区 间 [a, 如 .证 明 , 如 果 f、g es Cfa, 中 那么, 3zo e [fo 使 
A = |f(zo)  g(zo)l, 而 对 于 任意 的 有 界 函数 , 此 事 一 般 说 来 并 不 成 立 . 

10. 设 Pn(z) 是 n 阶 多 项 式 . 我 们 用 多 项 式 来 通 近 有 界 函 数 f : [a,4b] 一 民 . 设 


A(Pn) = sup |f(z) 一 已 (z)| 以 及 En(f) = inf A(P,), 
zE[ad] Pn 


其 中 下 确 界 取 凯 一 切 可 能 的 n 阶 多 项 式 . 如 果 A(Pn) = En(f), 则 多 项 式 Ps 叫做 函数 了 
的 最 佳 通 近 多 项 式 . 
证 明 

a) 存在 零 阶 最 佳 表 近 多 项 式 Po(z) = ao- 

b) 当 PP 是 固定 的 多 项 式 时 , 在 形 如 和 Pa(z) 的 多 项 式 Qx(z) 中 间 , 存在 多 项 式 Qxo(z) 

使 得 
A(Q@x) = min A(QN). 
c) 如 果 m 阶 最 佳 逼 近 多 项 式 存在 , 则 n+ 1 阶 最 佳 通 近 多 项 式 也 存在 . 


d) 对 于 任意 的 在 闭 区 间 上 有 界 的 函数 和 任意 的 n = 0, 1,2,… ,n 阶 最 佳 通 近 多 项 式 总 
存在 . 


11. 证 明 
a) 奇数 阶 实 系数 多 项 式 至 少 有 一 个 实 根 . 
b) 车 PP(z) 是 m 阶 多 项 式 , 则 函数 sgn Pn(z) 最 多 有 m 个 间断 点 . 


中 因此 连续 模 通常 对 5 > 0 来 考察 , 认为 w(0) = w(+0). 
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c) 车 在 闭 区 间 [a, 外 上 有 n+2 个 点 zo < zl < …: < zn+l 使 得 量 
sgnl(f (zi) — P(za)( 一 1 


对 于 i = 0,1,… ,nn 十 1 为 常数 , 则 En(f) > oo 一 忆 (zi)|， 这 是 德 拉 瓦 
莱 - 布 森 ® 定理 . En(f) 的 定义 见 题 9. 
12. a) 证 明 对 于 任意 的 ne N, 闭 区 间 [1, 1 上 定义 的 函数 


Ta(z) = cos(narccos z) 


是 n 阶 代数 多 项 式 ( 切 比 雪 夫 多 项 式 ). 
b) 求 出 多 项 式 TI 、T2、Ts 、T 的 明显 的 代数 表达 式 并 画 出 它们 的 图 像 . 
c) 求 出 多 项 式 T(z) 在 闭 区 间 [一 1, 1] 上 的 根 以 及 量 |T,(z)| 在 闭 区 间 上 达到 最 大 值 的 点 
d) 证 明 在 z" 项 的 系数 为 1 的 一 切 mn 阶 多 项 式 当 中 , 多 项 式 Th(z) 是 唯一 的 与 零 偏差 最 
小 的 多 项 式 , 即 
En(0) = De IT» (2)| 


(En(f) 的 定义 见 题 9). 


13. 设 f eCcla,g. 
a) 证 明 , 若 对 于 n 阶 多 项 式 Ps(z) 存在 n 十 2 个 点 zo < zl < … < rn+l 使 得 


fa 一 已 (zi = (-1)' AP oa 


其 中 


A(P,) = 2 If(z) — Pa(z)l, 


而 a 是 等 于 1 或 _1 的 常数 (这 十 2 个 点 叫做 切 比 雪夫 交错 点 )， 那 么 ,Ps(z) 同时 也 
是 函数 f 的 唯一 的 n 阶 最 佳 甫 近 多 项 式 ( 见 题 9). 
b) 证 明 切 比 雪 夫 定理 :n 阶 多 项 式 P,(z) 是 函数 f& Cio.s 的 最 佳 天 近 多 项 式 当 且 仅 当 在 
闭 区 间 [a,9] 上 存在 至 少 n 十 2 个 切 比 雪夫 交错 点 . 
6) 证 明 对 于 间断 函数 上 面 的 命题 一 般 说 来 是 不 成 立 的 . 
d) 求 出 在 闭 区 间 [1,2] 上 函数 |z| 的 零 阶 和 一 阶 最 佳 通 近 多 项 式 . 
14. 在 82 我 们 讨论 过 连续 函数 的 局 部 性 质 . 本 题 把 局 部 性 质 这 个 概念 精确 化 . 
我 们 认为 两 个 函数 /和 9 是 在 点 ae R 处 等 价 的 , 如 果 存在 该 点 的 一 个 邻 域 Da), 使 
Vz e U(a) 有 f(z) = g(z). 两 个 函数 间 的 这 种 关系 显然 是 反 身 的 , 对 称 的 和 传递 的 , 即 确实 
是 等 价 关系 . 
在 点 a 处 彼此 等 价 的 函数 所 成 的 族 叫做 在 该 点 a 处 的 函 教工 . 如 果 只 考察 连续 函数 , 屠 
么 说 的 就 是 在 点 a 处 连续 函数 芽 . 
函数 的 局 部 性 质 就 是 指 函数 芽 的 性 质 . 


@ 德 拉 瓦 莱 - 布 森 (Ch.-J.de la Vallée Poussin) (1866 一 1962) 一 一 比利时 数学 家 和 力学 家 , 著 有 一 
本 很 好 的 分 析 教程. 
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a) 对 同一 点 处 的 数值 函数 芽 定 义 算术 运算 . 

b) 证 明 , 在 连续 函数 芽 上 的 算术 运算 不 越 出 这 类 芽 的 范围 . 

ec) 顾及 到 a 款 和 b 款 , 证 明 连 续 函 数 芽 构成 一 个 环 一 一 连续 函数 芽 的 环 . 

d) 称 环 K 的 子 环 了 为 环 K 的 理想 , 若 环 K 的 任意 元 与 子 环 了 的 元 的 积 都 在 了 中 , 试 求 
点 a 处 连续 函数 芽 的 环 的 理想 . 


15. 环 的 理想 叫做 极 大 的 , 如 果 , 除 自身 以 外 , 它 不 含 在 任何 更 大 的 理想 之 中 . 在 闭 区 间 上 连续 函 
数 的 集合 Cla,al 关于 数值 函数 的 通常 的 加 法 和 乘法 运算 构成 一 个 环 , 叫 连续 函数 环 , 求 这 个 
环 的 极 大 理想 . 
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1， 问 题 和 引言 ”假设 我 们 要 根据 牛顿 @ 定 律 来 解决 二 体 开 普 勒 @ 问 题 , 就 是 说 
要 弄 清 一 个 天 体 m( 行 星 ) 相对 于 另 一 个 天 体 M( 恒 星 ) 的 运动 . 在 运动 平面 内 取 以 
M 为 原点 的 笛 卡 儿 坐 标 系 (图 13). 那么 , m 在 时 刻 t 的 位 置 可 以 用 点 m 在 这 个 坐 
标 系 中 的 数值 坐标 (z(t),y(t)) 来 表示 . 我 们 要 求 函 数 z(t)、y(t). 

m 相对 于 M 的 运动 是 受 牛顿 的 两 个 著名 的 定律 支配 的 : 

一 个 是 把 力 向 量 和 由 它 引起 的 加 速度 向 量 通 过 正比 例 系数 m 一 一 物体 的 惯性 
质量 9 一 联系 起 来 的 一 般 运 动 定律 


ma= F; (DD) 
另 一 个 是 万 有 引力 定律 , 它 使 我 们 能 按 公 式 


F=GTr (2) 


求 出 物体 m 和 M 相互 间 的 引力 , 其 中 > 是 以 力 所 作 用 的 物体 为 起 点 , 以 另 一 个 物 
体 为 终点 的 向 量 , |r| 是 向 量 7 的 长 度 或 者 说 是 m 和 M 之 间 的 距离 . 


Q@ 牛顿 (Newton) (1642 一 1727) 一 一 英国 物理 学 家 、 力 学 家 、 天 文学 家 和 数学 家 , 最 伟大 的 学 者 . 
他 阑 述 了 经 典 力学 的 基本 定律 , 发 现 了 万 有 引力 定律 ,与 莱 布 尼 蒋 同时 ) 奠定 了 微 积分 学 的 基础 . 
他 同时 代 的 人 高 度 评价 了 他 的 贡献 . 在 他 的 坟 碑 上 刻 着 :《 这 里 安 莫 的 只 是 牛顿 的 遗体 》. 

外 开 普 勒 (Kepler) (1571 一 1630) 一 一 著名 的 德国 天 文学 家 , 发 现 了 行星 运动 定律 ( 开 普 勒 定律 ). 

我 们 用 物体 本 身 的 记号 表示 质量 , 这 并 不 引起 误会 . 我 们 还 注意 到 , 如 果 m < M, 则 可 以 认 
为 坐标 系 是 惯性 系 . 
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知道 了 质量 m、M, 按照 公式 (2) 不 难 通过 物体 m 在 时 刻 t 的 坐标 z(t)、y(t) 
表 出 方程 式 (1) 的 右 端 , 这 已 用 到 了 所 考察 的 运动 的 全 部 特征 . 

现在 , 要 想得到 关于 包含 在 方程 (1) 中 的 z(t)、y(t) 的 关系 式 , 就 必须 学 会 通过 
函数 z(t)、y(t) 来 表示 出 方程 式 (1) 的 左 端 . 

加 速度 是 对 于 速度 v(t) 的 变化 的 刻画 , 简单 而 确切 地 说 , 就 是 速度 变化 的 速度 ; 
因此 , 为 了 解决 我 们 的 问题 , 首先 必须 学 会 通过 物体 运动 的 矢 径 +(t) = (z(b,y(b) 来 
计算 物体 在 时 刻 t 的 速度 v(t). 

于 是 , 我 们 就 要 定义 并 学 会 计算 物体 由 运动 定律 (1) 决 
定 的 瞬时 速度 . 

测量 一 一 这 就 是 与 标准 尺度 进行 比较 . 在 我 们 的 情况 
下 , 用 来 确定 运动 的 瞬时 速度 的 标准 尺度 是 什么 呢 ? 

最 简单 的 运动 形式 是 自由 物体 完全 按 惯性 运动 的 形式 . 

这 是 一 种 这 样 的 运动 , 在 相同 的 时 间 间 隔 中 , 物体 在 空间 发 

生 (作为 向 量 的 ) 相等 的 位 移 . 这 就 是 所 谓 的 匀速 (直线 ) 运 图 13 
动 . 如 果 点 作 匀 速 运动 , r(0) 和 r(1) 分 别 是 它 在 时 刻 t= 0 

和 t= 1 相对 于 惯性 坐标 系 的 矢 径 , 那么 在 任意 时 刻 都 有 


7(t)—r(0)= vt, (3) 


其 中 wu = r(1) - >(0). 于 是 , 位 移 r(t) - r(0) 在 最 简单 的 情况 下 是 时 间 的 线性 函数 ， 
在 这 种 情况 下 , 在 单位 时 间 内 的 位 移 向 量 v 起 着 位 移 >(t) - (0) 和 时 间 t 之 间 的 比 
例 因子 的 作用 . 这 个 向 量 就 叫做 匀速 运动 的 速度 . 至 于 运动 是 直线 的 这 一 结论 , 可 以 
从 它 的 轨迹 的 参数 方程 : 

T(t)=7(0)+v-t 
是 直线 方程 看 出 来 (见解 析 几 何 教程). 

于 是 我 们 知道 了 由 公式 (3) 给 出 的 匀速 直线 运动 的 速度 v. 根据 惯性 定律 , 如 果 
物体 不 受 外 力 , 它 就 做 匀速 直线 运动 . 这 就 意味 着 , 如 果 在 时 刻 t 取消 M 对 物体 m 
的 作用 , 那么 后 者 将 以 某 个 确定 的 速度 匀速 地 继续 自己 的 运动 . 于 是 , 自然 认为 正 是 
这 个 速度 是 我 们 的 物体 在 时 刻 t 的 (瞬时 ) 速度 . 

不 过 , 如 果 没 有 下 面 我 们 立即 就 来 讨论 的 最 重要 的 情况 的 话 ， 瞬 时 速度 的 这 种 
定义 就 会 只 是 纯粹 的 抽象 , 给 不 出 计算 这 个 量 的 任何 办 法 . 

当 滞留 在 我 们 已 进入 的 这 个 (从 逻辑 上 说 好 像 是 有 “漏洞 ”的 ) 范围 内 时 , 写 下 
运动 方程 (1), 跟着 就 解释 瞬时 速度 和 加 速度 是 什么 , 那么 , 我 们 毕竟 会 发 现 , 在 这 些 
概念 的 最 一 般 的 表达 形式 下 , 从 方程 式 (1) 还 是 可 以 作出 如 下 有 启发 性 的 论断 .如 
果 力 不 存在 , 即 F = 0, 那么 , 加 速度 也 等 于 零 . 但 车 速度 v(t) 的 变化 速度 a(b) 等 
于 零 , 则 显然 速度 v(t) 大 概 不 随时 间 变 化 . 于 是 我 们 得 到 惯性 定律 , 按 此 定律 , 自由 
物体 实际 上 在 空间 中 以 不 随时 间 变化 的 速度 运动 . 
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从 方程 (1) 还 看 出 , 数量 上 有 界 的 力 只 可 能 产生 数量 上 有 界 的 加 速度 . 但 若 在 时 
间 间 隔 [0, 内 , 某 个 量 P(t) 的 变化 速度 的 绝对 值 不 超过 某 个 常数 c, 则 按 我 们 的 表 
达 方式 , 量 P 在 时 间 t 内 的 改变 |P(t) - P(0)| 不 超过 ct, 也 就 是 说 , 在 这 种 情况 
下 , 在 小 的 时 间 间 隔 中 量 只 做 小 的 改变 (在 任何 情况 下 函数 P(t) 都 是 连续 的 ). 这 就 
意味 着 , 实际 的 力学 系统 在 小 的 时 间 间 隔 中 它 的 参量 只 做 小 的 改变 . 

特别 地 , 物体 m 的 速度 v(t) 在 接近 时 刻 如 的 一 切 时 刻 t 都 应 该 是 接近 于 我 
们 企图 确定 的 值 v(to) 的 . 但 在 这 样 的 情况 下 , 运动 本 身 在 时 刻 to 的 小 的 邻 域内 应 
该 与 以 速度 v(to) 所 作 的 匀速 运动 差别 不 大 , 并 且 我 们 离开 如 越 近 , 这 个 差别 就 应 
越 小 . 

如 果 我 们 通过 天 文 望远镜 拍摄 下 天 体 m 的 轨迹 的 话 , 那么 , 依赖 于 望远镜 的 性 
能 , 我 们 所 得 大 致 如 下 : 


图 14 


照片 ec 上 显示 的 一 段 轨迹 相应 于 一 段 相当 小 的 时 间 间 隔 , 以 致 于 在 这 段 时 间 中 
已 难于 把 真正 的 轨迹 同 直线 区 别 开 来 , 因为 这 段 轨迹 确实 像 是 直线 , 而 运动 就 像 是 匀 
速 直线 似 的 .顺便 说 一 下 , 由 这 一 考察 , 可 以 断定 , 解决 了 瞬时 速度 的 定义 问题 ( 速 
度 是 向 量 ), 我 们 就 同时 解决 了 曲线 (在 上 述 情况 下 的 曲线 就 是 运动 轨迹 ) 的 切线 的 
定义 和 求法 这 样 一 个 纯 几 何 的 问题 . 

于 是 我 们 发 现 , 在 我 们 的 问题 中 , 当 t 接近 如 时 , 应 有 v(t) < v(to), 即 当 t+ 一 如 
时 , v(t) 一 v(to), 也 就 是 当 上 一 加 时 , v(t) =v(to) +o(1). 此 时 还 应 有 


T(t) —r(to) ~ v(to)(t — to) 


当 t 接近 to 时 成 立 , 更 精确 地 说 , 当 上 一 如 时 , 位 置 的 改变 量 r(t) 一 "(to) 等 价 于 
v(to)(t 一 to), 或 


7 人 的 一 r(to) = v(to)(t — to) +o(v(to)(t — to)), (4) 


其 中 o(v(to)(t to)) 是 修正 向 量 , 它 的 值 当 t 一 to 时 比 向 量 v(to)(t - 如 ) 的 值 趋 于 
零 更 快 . 这 里 , 自然 应 该 对 于 v(to) = 0 的 情形 作出 说 明 . 为 了 不 把 这 种 情形 从 一 般 
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的 考察 中 排除 出 去 , 宜 于 指出 
lv(to)(t —to)| = lv(to)llt ~ tol®. 


这 样 一 来 , 如 果 |v(to)| 关 0, 那么 , 量 jv(to)(t 一 to)| 与 此 一 如 | 同 阶 , 从 而 o(v(to)(t 一 
t0)) = olt 一 to). 这 就 是 说 , 代替 (4) 可 以 写 关 系 式 


T(t) 一 r(to) = v(to)(t — to) + olt — to), (5) 


这 个 式 子 是 不 排除 v(to) = 0 的 情形 的 . 
这 样 一 来 , 从 关于 速度 的 最 一 般 的 然而 也 许 是 含糊 的 表述 我 们 过 渡 到 了 速度 应 
该 满足 的 关系 式 (5). 但 是 量 v(to) 从 (5) 式 单 值 求 出 : 


的 一 
=- 中 


， (6) 


因此 , 无 论 是 基本 关系 式 (5) 本 身 还 是 与 它 等 价 的 关系 式 (6), 现在 都 可 取 作物 体 m 
在 时 刻 如 的 瞬时 速度 v(to) 的 定义 . 

我 们 不 打算 现在 就 对 向 量 值 函数 的 极限 问题 做 详细 讨论 , 而 只 限于 把 这 个 问题 
归结 为 已 经 详细 考察 过 的 实 值 函数 的 极限 的 情形 。 因为 向 量 r(b) - r(to) 有 坐标 
(z(t) — z(to), y(t) = y(to)), 所 以 

T(t) —r(to) _ ES —z(to) y(t)— vo)) 
t—to t-to ” t-ito 
这 就 意味 着 , 如 果 认 为 向 量 间 的 接近 是 指 的 它们 的 坐标 相 接 近 的 话 , 则 (6) 中 的 极限 
应 该 理解 为 : 


"=r - (pm -0), og tO =H), 


v(to) = 由 t 一 to tt— "tto t—to 


一 如 t-to 


而 (5) 中 的 olt - to) 应 该 理解 作 一 个 这 样 的 依赖 于 t 的 向 量 , 它 使 得 当 t to 时 向 
量 5- 世 趋 于 零 ( 即 按 坐标 趋 于 零 ). 
最 后 我 们 发 现 , 若 v(to) 关 0, 则 方程 


7 的 一 r(to) = v(to)(t —to) (7 
给 出 一 条 直线 , 根据 上 述 情况 ， 这 条 直线 应 该 当 作 是 轨迹 在 点 (ztto),y(to)) 处 的 
切线 . 

于 是 , 由 线性 关系 式 (7) 给 出 的 匀速 直线 运动 的 速度 就 是 确定 运动 达 度 的 标准 
尺度 . 标准 的 运动 方程 (7) 适合 于 所 研究 的 运动 ,因为 它 是 关系 式 (5) 的 要 求 的 . 使 
(5) 成 立 的 值 v(t0) 可 以 通过 极限 过 程 (6) 求 出 , 叫做 时 刻 如 时 运动 的 过度 , 在 经 典 

这 里 上 一 如 | 是 数 t 一 to 的 模 , 而 |v| 是 向 量 v 的 模 即 长 度 . 
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力学 中 研究 的 用 定律 (1) 描述 的 运动 , 应 该 允许 与 这 样 的 标准 尺度 来 比较 , 即 应 该 允 
许 做 (5) 中 所 述 的 线性 近似 . 

如 果 r(b = (z(t),y()) 是 动 点 m 在 时 刻 t 的 矢 径 , 7(D = (z(t),y()) = v(t) 是 
7(t) 在 时 刻 t 的 变化 速度 向 量 , 而 f(b = (z(t),j(t)) = alt) 是 v(t) 在 时 刻 t 的 变化 
速度 向 量 即 加 速度 , 那么 方程 式 (1) 可 以 写成 


mi(t) = F(t). 


由 此 , 对 于 在 引力 场 中 的 运动 , 我 们 得 到 方程 (1) 的 坐标 形式 


z(t) 

[22() 4 (8) 
M Tat + 9 
这 就 是 我 们 原来 的 问题 的 精确 的 数学 写法 .因为 我 们 知道 怎样 由 r(b 求 *(b 以 及 
(t), 所 以 我 们 现在 已 经 面临 着 这 样 一 个 问题 , 有 什么 函数 对 (z(t),y(t)) 能 给 出 物体 
mm 绕 M 的 运动 吗 ? 为 此 , 必须 求 出 z(t)、(t) 并 检验 关系 式 (8) 是否 成 立 . 方程 组 
(8) 是 所 谓 微分 方程 组 的 一 个 例子 . 暂时 我 们 只 会 验算 某 一 组 函数 是 不 是 方程 组 的 
解 . 怎样 求解 , 或 者 更 正确 些 说 , 怎样 研究 微分 方程 的 解 的 性 质 , 这 些 问题 在 分 析 学 
的 一 个 专门 的 分 支 一 一 微分 方程 论 中 研究 , 此 刻 我 们 已 能 明白 , 这 是 一 个 非常 重要 
的 学 科 . 

求 向 量变 化 速度 的 运算 , 如 已 表明 的 , 归结 为 求 某 些 数值 函数 一 一 向 量 的 坐标 
的 变化 速度 . 因此 , 必须 首先 学 会 在 最 简单 的 实 自 变量 的 实 值 函数 的 情况 下 自如 地 
完成 这 种 运算 . 我 们 现在 就 来 做 这 件 事 . 


2. 在 一 点 处 可 微 的 函数 ”我 们 从 两 个 预备 性 的 定义 开始 , 稍 后 再 将 它们 做 某 种 
程度 的 精确 化 . 


定义 0 定义 在 集 巨 cC 民 上 的 函数 :一 民 叫做 在 忆 的 极限 点 ae 马 处 可 
微 , 如 果 存 在 一 个 关于 自 变量 的 增 量 zx - a 的 线性 函数 4 . (z - a), 使 得 函数 的 增 量 
f(z) - f(a) 表 成 

f(z)— f(a) = 4(z —a)+o(z — a), 当 zr — a,r € BE. (9) 

换 句 话说 , 函数 在 点 a 处 可 微 是 指 它 的 值 在 所 研究 的 点 的 邻 域内 的 变化 近似 是 
线性 的 , 这 种 近似 的 误差 同 点 a 的 变化 量 > 一 a 相 比 是 无 穷 小 量 . 

定义 0。 (9) 中 的 线性 函数 4(z 一 a) 叫做 函数 了 在 点 a 的 微分 . 

函数 在 一 点 的 微分 是 单 值 确定 的 , 因为 从 (9) 推出 


i 1 i 4+) -4 
a 


Ezra ZT-a ~ E3r—a 


i(t) = GM 
i(t) = 
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而 根据 极限 的 唯一 性 , 数 4 是 单 值 确定 的 . 


定义 1 量 
1 -mI i 
a I—a 
叫做 函数 /在 点 a 处 的 导数 . 
关系 式 (10) 可 以 改写 成 等 价 形式 
各 = po) + als), 


其 中 当 z 一 a,z eB 时, a(z) 一 0, 这 同样 等 价 于 关系 式 
f(z)— f(a)=f (0)(z -a)+o(z -a)r — a,reE. (11) 


因此 , 函数 可 微 等 价 于 在 相应 的 点 处 它 有 导数 存在 . 

如 果 把 这 些 定义 同 第 一 段 中 所 述 内 容 相 比照 , 则 可 断定 , 导数 刻画 函数 在 所 考 
察 的 点 处 的 变化 速度 , 而 微分 则 提供 了 函数 在 所 考察 的 点 的 邻 域内 的 最 佳 线性 近似 . 

如 果 函 数 f : 已 一 及 在 集 妃 的 不 同 的 点 处 可 微 , 那么 当 从 一 点 移 到 另 一 点 时 ， 
在 (9) 中 无 论 是 量 4 还 是 函数 oz - a) 都 可 能 改变 (在 (11) 中 我 们 已 经 清楚 地 觉 
察 到 了 这 一 事实 ). 这 种 状况 确实 应 该 在 可 微 函 数 的 定义 中 指出 , 我 们 现在 就 给 出 这 
一 基本 定义 的 完整 写法 . 

定义 2 定义 在 集 巨 CR 上 的 函数 f :一 民 叫做 在 集 E 的 极限 点 ze 处 
是 可 微 的 , 如 果 


f(z +h)— f(z) = A(z)h + alz;h),| (12) 
其 中 及 一 A(z)h 是 关于 h 的 线性 函数 , 而 a(z;h) 当 有 一 0,z+he 瑟 时 ,等 于 ol 有). 
量 


Az(h) := (z+h) -z=h, 


和 
Af(z;h) := f(z +h) = f(7), 


分 别 叫做 自 变量 的 增 量 和 函数 (相应 于 自 变量 的 这 个 增 量 ) 的 增 量 . 
它们 常常 用 (其 实 并 不 完全 合理 ) 自己 作为 h 的 函数 的 记号 Az 和 Af(z) 表示 . 
这 样 一 来 , 说 函数 在 一 点 处 可 微 , 指 的 是 它 在 这 点 处 的 增 量 作为 自 变 量 增 量 h 
的 函数 近似 于 一 个 线性 函数 , 其 误差 与 自 变量 增 量 的 比 当 h 一 0 时 是 无 穷 小 量 . 


定义 3 定义 2 中 关于 h 的 线性 函数 h 一 A(z)h 叫做 函数 1: 一 RR 在 点 
z EB 处 的 微分 ,并 用 符号 df(z) 或 Df(z) 来 表示 . 
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于 是 , df(z)(h) = A(z)h. 
从 定义 2、3, 我 们 有 


Af(z;h) — df(z)(h) = a(z; h), 


并 且 当 hh 一 0,z 十 he 万 时 , a(z;h) = o(h), 就 是 说 , 由 自 变量 的 增 量 h 引起 的 函 
数 增 量 与 线性 函数 df (z) 在 同一 个 h 处 的 值 之 间 的 差 是 关于 h 的 高 于 一 阶 的 无 穷 
小 量 . 

由 于 这 个 缘故 , 我 们 说 ,微分 是 函数 增 量 的 线性 (主要 ) 部 分 . 

从 关系 式 (12) 和 定义 1 可 以 推出 ， 


4 =7Yal= 二 


十 加 


fz+ 门 一 fz) 
， 


因此 微分 可 以 写成 
df (z)(h) = f(T)h. (13) 
特别 地 , 如 果 f(z) = z, 则 显然 f(z) =1 且 


因此 有 时 也 说 ,“ 自 变量 的 微分 就 是 它 的 增 量 ”. 
注意 到 这 个 等 式 , 从 (13) 得 到 


df(z)( = f'(z)dz(h), (14) 
即 
of (7) = f"(z)de. (15) 
等 式 (15) 必须 理解 作 h 的 函数 的 等 式 . 
从 (14) 得 到 
必 (Gz) _w 
“az(k) = f'(z), (16) 


即 函 数 和 2) (函数 df(z) 和 dz 的 比 ) 是 常数 并 且 等 于 f(z). 由 于 这 个 乡 故 , 人 们 
兴 党 根据 汪 市 尼 奖 的 办 法 用 记号 让 来 标记 导数 这 种 记 法 与 后 来 拉 格 朗 日 
提出 的 记号 P(z) 均 为 人 们 所 使 用 . 
在 力学 中 , 除了 上 述 记号 外 , 还 用 记号 p(t) 来 表示 函数 p(t) 关于 时 间 上 的 导数 
( 读 作 “p 点 她 ). 
@ 拉 格 朗 日 (Lagrange) (1736 一 1813) 一 一 著名 的 法 国 数学 家 和 力学 家 . 
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3. 切线 ; 导数 和 微分 的 几何 意义 ” 设 f :一 RR 是 定义 在 集 巨 CR 上 的 函数 ， 
而 zo 是 集 已 的 一 个 固定 的 极限 点 . 我 们 希望 挑选 一 个 常数 co, 使 得 它 比 别 的 任何 
常数 都 能 更 好 地 刻画 函数 在 点 zo 的 邻 域内 的 性 态 . 精确 地 说 , 我 们 希望 差 f(z) -co 
当 z 一 zo,z € EE 时 , 与 任何 非 零 常数 相 比 都 是 无 穷 小 量 , 即 


f(z)=co+oll) 当 z 一 zolze 卫 . (17) 
这 个 关系 式 等 价 于 


可 吕 。jO) 过 对 


特别 地 , 如 果 函 数 在 点 zo 处 连续 , 则 


im Ja) = f(zo), 
于 是 当然 有 co = ftzo) 
现在 我 们 要 求 选 择 一 个 函数 co + ci(z - zo), 使 


f(z)=cota(z—z0)+o(z—z0) 当 z=r0,rz€BE. 


(18) 
显然 , 这 是 前 述 问题 的 推广 , 因为 可 以 把 公式 (18) 改写 成 


f(z)=c0+o((z—20)") 当 £2 =z0,r€BE. 


让 z 一 zovz e ,从 (18) 式 直接 推出 co = ,Jim，f(z), 若 函 数 在 这 点 连续 , 则 
a= f(z0). 


如 果 co 找到 了 , 那么 从 (18) 推出 


c= ,lim f(z) -ow 


E3r—zo ZI 一 Z0 “ 


而 一 般 说 来 , 假如 我 们 找到 了 一 个 多 项 式 


Pu(zoiz) = co+ci(z 一 zo) 十 … 十 cn(z 一 zo)m， 


使 得 


jlz)=co+ci(z-zo)+…+cn(z 一 zojn+ol(z-zon) 当 z 一 zoze 五 (19) 
那么 , 我 们 就 可 以 顺 次 完全 单 值 地 求 出 


_ f(z)-co 
二 Bs;, fz), a= Ep 
ee 
全 em。 (z 一 zo)n 
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如 果 上 述 所 有 极限 都 存在 的 话 ; 而 在 相反 的 情况 下 , 条 件 (19) 不 成 立 ， 从 而 问题 
无 解 . 

如 果 函 数 f 在 点 zo 连续 , 那么 , 如 已 指出 的 , 从 (18) 推出 co = f(zo), 从 而 我 
们 得 到 关系 式 


f(z)— flzo) =c1(z — zo0)+o(z -70) 当 T— 70,7€E, 


这 与 函数 f(z) 在 点 zo 可 微 的 条 件 等 价 . 


由 此 求 得 
pr fc) — fr0) poo). 


E3z-zo ZI 一 Z0 
这 样 一 来 就 证 明了 
命题 1 在 集 已 C 了 到 的 极限 点 To 处 连续 的 函数 f : 己 一 民 使 线性 近似 式 (18) 
成 立 的 充分 必要 条 件 是 它 在 这 个 点 处 可 微 . 


函数 
9(z) = co+c1(z — Zo) (20) 
当 co = f(zo) 且 cl = f'(zo) 时 , 是 满足 关系 式 (18) 的 唯一 的 形 如 (20) 的 函数 . 
于 是 函数 
9p(z) = f(z0) + f(z0)(z — zo) (21) 
依 下 述 意义 给 出 了 函数 f 在 点 zo 的 邻 域 中 的 最 佳 线性 近似 : 对 于 任何 其 他 形 如 (20) 
的 函数 p(z), 当 z 一 zo0,z EE 时, f(z) — yp(z) #0o(z 一 zo). 
函数 (21) 的 图 像 是 过 点 (zo, f(z0))、 斜 率 为 f(zo) 的 直线 


y— f(zo) = f'(z0)(z 一 zo). (22) 


由 于 直线 (22) 提供 了 函数 y = f(z) 的 图 像 在 点 (zo, f(zo)) 的 邻 域内 的 最 佳 可 
能 的 线性 近似 , 那么 , 自然 会 接受 . 


定义 4 如 果 函 数 f :一 RR 定义 在 集 巨 CR 且 在 点 zo e 已 处 可 微 , 那么 , 方 
程 (22) 给 出 的 直线 就 叫做 这 个 函数 的 图 像 在 点 (zo, f(zo)) 处 的 切线 . 


图 15 解释 了 至 此 我 们 已 经 引入 的 与 函数 在 一 点 处 的 可 微 性 相关 的 所 有 基本 概 
念 : 自 变量 的 增 量 和 与 它 相 应 的 函数 增 量 及 微分 的 值 ; 在 图 上 画 出 了 函数 的 图 像 、 图 
像 在 点 包 = (zo, f(zo)) 处 的 切线 以 及 用 以 进行 比较 的 任意 的 一 条 过 忆 和 函数 图 像 
上 某 点 P 关 Po 的 直线 (通常 叫做 割 线 ). 

定义 4 的 拓 广 是 

定义 5 如 果 映 射 :已 一 了 ,9 :一 民 都 在 集 巨 CR 的 极限 点 zo & 处 连 
续 且 当 z 一 zo ze 已 时 f(z) 一 g(z) = ol(z 一 Zo)"), 那么 就 说 了 和 9 在 点 zo 处 
m 阶 相 切 (或 者 更 确切 地 说 不 低 于 n 阶 相 切 ). 
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y=f(z) 
y-f(z0)= 
1 一 zol-F(zo)(z-zo) 


fet fle) (oo) 


f(zoth) |-- 
Af(zo;h) 
laf (zoXh) 
hh 
Jo 二 | 
上 : 
,一 
0 zo zo+th 工 
图 15 


当 n=1 时 ,说 f 和 g 在 点 zo 处 彼此 相 切 . 

按照 定义 5, 映射 (21) 在 点 zo 处 与 在 该 点 可 微 的 映射 了 : 已 一 及 相 切 . 

现在 也 可 以 说 , 关系 式 (19) 中 的 多 项 式 P(zo0;z) = cotci(Z 一 T0)+…+cn(Z 一 20)" 
与 函数 f 不 低 于 n 阶 相 切 . 

可 以 把 数 h = z 一 zo, 即 自 变量 的 增 量 , 看 作 是 一 个 从 zo 到 > = zo +h 的 位 移 
的 向 量 . 把 这 样 的 向 量 的 全 体 记 作 @ TR(zo) 或 者 TRz。. 类 似 地 , 用 TR(yo) 或 TRw 
来 表示 从 点 yo 沿 y 轴 的 位 移 向 量 的 全 体 ( 见 图 15). 那么 , 从 微分 的 定义 看 出 , 由 微 
分 h 己 站 (zo)h = df(zo)(h) 给 出 的 映射 


df(z0) :TR(zo) — TR(f(z0)) (23) 
与 可 微 函 数 的 增 量 所 给 出 的 映射 
hers f(zo +h)— f(z0) = Af(zo;h) (24) 


是 相 切 的 . 

我 们 指出 ( 见 图 15), 如 果 说 映射 (24) 是 函数 y = f(z) 的 图 像 的 纵 坐 标 当 自 变 
量 从 点 zo 变 到 点 zo +h 时 的 增 量 的 话 , 则 微分 (23) 给 出 了 函数 图 像 的 切线 的 纵 坐 
标 在 自 变量 的 同一 增 量 h 之 下 的 增 量 . 


4. 坐标 系 的 作用 “人 们 对 切线 的 解析 的 定义 4 可 能 产生 某 种 莫 明 的 不 满 ， 我 
们 将 尽力 说 清 是 什么 东西 令 人 不 满 . 不 过 我 们 先 从 更 加 侧重 几何 的 角度 指出 曲线 在 
它 的 一 点 Bo 处 的 切线 的 结构 ( 见 图 15). 


中 这 与 通用 的 记号 TcoR 或 Tso(R) 稍 有 不 同 - 
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取 曲 线 的 异 于 PP 的 任意 的 点 P. 由 两 点 PR、P 决定 的 直线 , 已 经 指出 过 , 叫做 
曲线 的 割 线 . 现在 让 点 P 沿 着 曲线 趋 于 点 Po, 如 果 这 时 割 线 趋 于 某 个 极限 位 置 , 那 
么 割 线 的 这 个 极限 位 置 就 是 曲线 在 点 Po 处 的 切线 . 

切线 的 这 种 全 赁 直观 的 定义 ,此刻 对 于 我 们 来 说 是 不 能 接受 的 ， 因 为 我 们 不 知 
道 曲 线 是 什么 , 不 知道 什么 叫做 “点 沿 着 曲线 趋 于 另 一 点 ”, 最 后 , 我 们 也 不 知道 应 该 
怎样 理解 “ 割 线 的 极限 位 置 ”. 

我 们 此 刻 不 想 把 这 些 概念 精确 化 , 而 是 集中 注意 关于 切线 的 这 两 种 定义 之 间 的 
基本 差别 . 第 二 个 定义 是 纯 几何 的 , 它 与 坐标 系 的 选取 没有 关系 . 而 在 第 一 种 情形 时 ， 
我 们 考察 的 曲线 都 是 可 微 函数 在 某 个 坐标 系 中 图 像 , 定义 的 切线 都 是 这 种 形式 的 曲 
线 的 切线 . 自然 可 能 发 生 这 样 的 问题 , 当 着 在 另 一 个 坐标 系 中 表 出 这 条 曲线 时 , 相应 
的 函数 会 不 会 变 成 不 可 微 的 , 或 者 虽然 可 微 , 但 新 的 计算 的 结果 所 得 到 的 切线 却 是 
另 一 条 直线 . 

这 个 不 变性 问题 , 即 与 坐标 系 的 无 关 性 的 问题 , 当 一 个 概念 是 借助 于 某 个 坐标 系 
引入 的 时 候 , 总 是 要 发 生 的 . 

对 于 速度 概念 也 同样 有 这 个 问题 . 速度 的 概念 我 们 已 在 第 1 段 中 讨论 过 , 并 且 
顺便 说 一 下 , 正 像 已 经 见 到 的 , 这 个 概念 包含 了 切线 的 概念 . 

点 、 向 量 、 直 线 等 等 在 不 同 的 坐标 系 中 有 不 同 的 数量 表示 (点 的 坐标 、 向 量 的 坐 
标 、 直 线 的 方程 ) 不 过 , 只 要 知道 了 联系 两 个 坐标 系 的 公式 , 就 一 定 可 以 弄 清楚 两 个 
同一 类 型 的 数字 表示 是 不 是 同一 个 几何 对 象 在 不 同 的 坐标 系 中 的 记 法 . 直觉 向 我 们 
暗示 , 第 1 段 中 所 描述 的 定义 速度 的 手续 将 产生 同一 个 向 量 , 而 与 在 其 中 进行 计算 
的 坐标 系 无 关 , 到 研究 多 元 函数 的 时 候 , 我 们 将 详细 地 讨论 类 似 的 问题 . 而 在 下 一 节 
我 们 就 来 验证 速度 的 定义 关于 不 同 的 坐标 系 的 不 变性 . 

在 着 手 考察 具体 的 例子 之 前 我 们 先 总 结 一 下 . 

我 们 已 经 接触 到 对 运动 物体 的 瞬时 速度 进行 数学 描述 这 样 一 个 问题 . 

这 个 问题 归结 到 对 于 给 定 的 函数 在 所 研究 的 点 的 邻 域内 用 线性 函数 来 近似 的 问 
题 , 从 几何 学 上 来 说 , 归结 到 切线 的 概念 . 描述 实际 力学 系统 的 运动 的 函数 , 常 假定 
是 允许 做 这 样 的 线性 近似 的 . 

这 样 就 自然 地 从 所 有 函数 中 分 出 了 一 类 可 微 函数 . 

函数 在 一 点 处 的 微分 的 概念 是 作为 线性 映射 引入 的 , 它 的 定义 域 是 从 所 考察 的 
点 出 发 的 位 移 的 集合 , 它 描述 可 微 函数 的 增 量 在 所 考察 的 点 的 邻 域内 的 性 态 , 其 误 
差 与 位 移 的 大 小 相 比 是 无 穷 小 量 . 

微分 df(zo)(h) = f'(zo)h 完全 由 函数 f 在 点 zo 的 导数 fr(zo) 决定 , 此 数 可 以 
经 极限 过 渡 求 得 

f(z0) = lim fo) -fro) 


BE3az-zo ZT—To 
导数 的 物理 意义 是 量 f(z) 在 时 刻 zo 的 变化 速度 ; 导数 的 几何 意义 是 函数 y = f(z) 
的 图 像 在 点 (zo, f(zo)) 处 的 切线 的 斜率 
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5. 一 些 例子 
例 1 设 f(z) = sinz. 证 明 f(z) = cosz. 
h h 
» 。 2sin7 .cos(z 十 二 
a sin(z+h) -sinz _ lim 2 ( ?) 
h—0 h h—0 h 
h a 
ck LA a 
-各 (2+ 如 -六 -er 
2 


我 们 使 用 了 关于 乘积 的 极限 的 定理 , 函数 cosz 的 连续 性 , 当 t 一 0 时 的 等 价 关 
系 sint ~t 以 及 关于 复合 函数 的 极限 的 定理 . 


例 2 证 明 cos'z = 一 sinz. 


zsn an (e+ 
、 2'sin(z+3 
lim 
h—0 h 


i cos(T+h)—cosz 和 
一 0 h 


hh 
sin 二 
=— Jimsin (z+2) lim 2 = 一 sinz,e 
hh 一 0 2/h-0 h 
2 


例 3 证 明 , 车 f(t) = rcoswt 则 f(t) = 一 rw sinwt. 


一 2si ( 4) sin (+ 多 
,Tcosw(t+h)—rcoswt /Rd 2 
4 lim =7 lim 

h—0 h h—0 h 


jh 一 0 ( 
[2 


( 3) 
=—r lim sinw (t+ 
h—0 2 


LI 
— 


= —rwsinwt.p 
例 4 若 f(t)=rsinwt 则 f'(t) = rwceoswt. 
< 证明 类 似 例 1 和 例 3. > 


例 5 质点 的 瞬时 速度 和 瞧 时 加 速度 . 设 质点 在 平面 上 运动 , 并 且 , 在 固定 的 坐 
标 系 中 它 的 运动 规律 是 用 时 间 的 可 微 函数 


z=z(t), y=y(t) 


来 描述 的 , 亦 即 用 向 量 +(t) = (z(t),y(t)) 来 描述 . 在 本 节 第 1 段 中 我 们 已 经 弄 清楚 
了 点 在 时 刻 t 的 速度 是 向 量 


v(t) = 7(t) = (2(€), 9(t)), 
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其 中 z(t)、y(t) 是 函数 z(t)、y(t) 关于 时 间 t 的 导数 . 
加 速度 alt) 是 向 量 v(t) 的 变化 速度 , 因此 


alt) =%(t) =7(t) = (z(t), 0(t)), 


其 中 z(t),(t) 是 函数 z(t)、y(t) 关于 上 的 导数 , 也 叫 函数 z(t)、y(t) 的 第 二 阶 导 数 . 

因此 , 根据 问题 的 物理 意义 , 描述 质点 运动 的 函数 z(t)、y(t) 应 该 既 具 有 一 阶 ， 
也 具有 二 阶 导数 . 

特别 地 , 我 们 来 考察 点 沿 着 半径 为 的 圆周 的 匀速 运动 . 设 w 是 点 的 角速度 , 即 
点 在 单位 时 间 内 移 过 的 圆周 角 的 值 . 

在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 (根据 函数 cosz、sin z 的 定义 ) 这 个 运动 表示 成 


T(t) = (r cos(wt + a), 7 sin(wt + o)), 


而 车 "(0) = (7,0) 则 写成 
T(t) = (7 coswr, r sin wt). 
为 了 简化 记 法 , 将 认为 "(0) = (7,0), 这 并 不 损害 后 面 结果 的 一 般 性 . 
那么 , 根据 例 3 和 例 4 的 结果 , 有 


v(t) =7(t) = (一 rw sin wt, rw coswt). 
不 出 所 料 , 从 内 积 的 计算 
(v(t), T(t)) = 一 r2wsinwtcoswt 十 rzwcoswtsinwt = 0， 


得 到 , 速度 向 量 v(t) 与 矢 径 r(t) 正 交 且 与 圆周 的 切线 同一 指向 . 
其 次 , 对 于 加 速度 有 


alt) =%(t) = F(t) = (一 rw2 coswt, —rw? sin wt), 


即 alt) = -w2r(#), 因此 , 加 速度 确实 是 指向 中 心 的 , 因为 它 与 向 量 r(b) 反方 向 . 

还 有 Fi 

la = nO = 7 = OF = 二 ， 
其 中 v= |v()|. 

从 这 个 公式 出 发 , 我 们 来 计算 , 例如 , 地 球 的 低 卫 星 的 速度 值 . 在 这 种 情况 下 
等 于 地 球 的 半径 , 即 r = 6400 公里 , 而 la(b| = g, 其 中 g = 10 米 / 秒 ? 是 地 球 表面 
自由 落体 的 加 速度 . 

于 是 ?=|alt)lr 之 10 米 / 秒 ?x64x105 米 = 64x105( 米 / 秒 )?. 从 而 v 守 8x103 
米 / 秒 . 
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例 6 抛物 镜 的 光学 性 质 . 考察 (图 16) 抛物 线 y = 让 > 0), 并 做 它 在 点 
Co) = (zo, 击 品 ) 处 的 切线 


由 于 f(z) = 坊 所 以 ? 
1 3 业 2 
pyran td 
ye 2p 2p" 1 
f(z0) = J ep im (z 十 zo) = pr (is 
这 就 是 说 , 所 求 的 切线 的 方程 是 和 
0 
2 一 让 吕 于 Za 一 zh) a6 
或 
Bzolz —z0) — (Ww) =0, (25) 
其 中 加 = 让 过 


从 最 后 这 个 方程 见 到 , 向 量 mn = (2zo,1) 与 直线 (25) 正 交 我 们 来 证 明 向 量 
eu = (0,1) 和 er = (-zo,5 一 ww) 与 nn 成 相等 的 夹 角 . 向 量 ey 是 轴 Oy 方向 的 单位 
向 量 ,而 6/ 是 从 切 点 (z0,w) = (xo, 去 吕 ) 指向 抛物 线 的 焦点 《0, 允 ) 的 向 量 . 于 是 


这 样 就 证 明了 , 安放 在 抛物 镜 的 焦点 0,2) 处 的 波源 给 出 平行 于 镜 轴 Oy 的 光 
束 ,而 镜子 使 平行 于 Oy 轴 射 来 的 光束 会 聚 到 焦点 处 ( 见 图 16). 
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例 7 我 们 用 此 例 来 表明 , 切线 只 不 过 是 函数 图 像 在 切 点 的 邻 域 中 的 最 佳 线性 
近似 , 它 全 然 不 必 像 在 圆周 的 情形 时 那样 , 或 像 在 一 般 的 凸 曲 线 的 情形 时 那样 , 与 函 
数 图 像 只 有 唯一 的 公共 点 (关于 凸 曲线 将 作 专 门 论述 .) 

设 函 数 f(z) 给 定 如 下 


1 
| z2sin =, 若 rz 地 0， 
A { 0, ” 若 z = 0. 


这 个 函数 的 图 像 用 粗 线 画 在 图 17 上 . 


如 果 z#0， 
如 果 z=0. 
图 17 
我 们 来 求 图 像 在 点 (0,0) 处 的 切线 . 由 于 
Woy lin 0 ji 0 
1) z=—0 2Z 一 0 z 一 0 了 


所 以 , 切线 的 方程 是 y- 0= 0(z -0), 即 y=0. 
于 是 , 在 我 们 的 例 中 , 切线 与 Oz 轴 重 合 , 图 像 与 切线 在 切 点 的 任 一 邻 域 中 都 有 


无 穷 多 个 交点 . 
根据 函数 :已 一 及 在 点 zoe 已 处 可 微 的 定义 有 


Jo) - f(z0) = Alzo)(z — zo) +o(2 —z0), 当 z — zo0, 7 EE. 
由 于 这 个 等 式 的 右边 当 z 一 zo,z E 已 时 趋 于 零 , 那么 ， 
lim f(z) = flzo)， 


五 3z 一 zo 
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因此 , 在 一 点 处 可 微 的 函数 必定 在 此 点 处 连续 . 
我 们 来 证 明 反 过 来 当然 并 不 总 是 对 的 . 


例 8 设 f(z) = |z|( 图 18). 那么 ,在 点 zo=0 处 


jim {Of jm 四 -0 jm 2 
z 一 z0-0 ”了 一 2Z0 z 一 0-0 Z 一 0 zz-—0-0 Z 

lim JJ) 一 flzo) _ 1 Iz-0_ i 区 
z—z0+0 了 一 2Z0 z 一 0+0 Z 一 0 z 一 0+0 IT 


因此 , 在 这 点 处 , 函数 没有 导数 , 也 就 是 说 它 在 这 点 处 不 可 微 . 


y=|z| 


例 9 我 们 将 证 明 : 当 有 一 0 时 ,有 
ET+h 一 er = erh + o(h). 
因此 , 函数 exp(z) = er 可 微 , 而 且 d exp(z)h = exp(z)h, 即 de* = erdz, 也 就 是 
说 exp'z =exp z， 即 而 = 
A eth—er=er(et—1)=er(ht+o(h)) = erh+o(h). 


我 们 使 用 了 第 三 章 82 第 4 段 例 39 中 得 到 的 公式 : 当 h 一 0 时 ,er* 一 1=h++ 
o(h). > 


例 10 当 h 一 0 且 a>0 时 ， 
arth 一 ar = ar(Ina)h + o(h). 
da®™ 
于 是 da* = azlnadz, 从 而 ， ne 


azth 一 az =az(oh 一 1)=az(ehn。 一 1) 


=az(hlna+o(hina))= az(ln a)h+o(h) 当 h = 0.> 
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例 11 Injz+ 有 一 Inlz| = Lh+ ol 及), 当 h 一 0 目 z 关 0. 于 是 , dlnjz| = 4dz, 从 
而 dlnlz| _1 
"dr 2 


alnlz+hl—-Inlz|=In i 


FE 
当 |h| < lz| 时 ， rs 


Sh 
3 


此 对 于 足够 小 的 产值 有 


Inlz+hl -Inlzl =In (1+4) =2+o(4) = Lh+ oh) 
人 了 I 


当 h 一 0. 此 处 我 们 用 到 了 第 三 章 82 第 4 段 例 38 中 所 证 明 的 公式 : 当 t 一 0 时 ， 
lIn(1+t) =t+o(t). Pp 
例 12 logslz+ 川 -logslz| = Th +olh), 当 刀 一 0、z 关 0.0<azl 时 . 


1 
ina- 


a 
-三 (入 -起 全 + 人 的 )- 时 ar 


我 们 使 用 了 对 数 的 换 底 公 式 和 考察 例 11 时 的 一 些 想法 . > 


于 是 d log。|z| = 四 dz, 从 而 ， a dl - 


a loga jz 十 川 一 logu |z| = log。 


练 习 
1, 证明 
a) 椭圆 i 
在 点 (zo,yo) 处 的 切线 方程 是 
ZZ0 , yyo 
+ 吧 


b) 由 置 于 半 轴 为 a > b > 0 的 椭圆 的 两 焦点 有 i = (Va7 一 琴 ,0)、 FR = (Va7 一 酌 ,0) 之 
一 处 的 光源 发 出 的 光线 被 椭圆 镜 会 聚 在 另 一 焦点 处 


2. 写 出 数值 的 近似 计算 公式 
a) sin (十) 当 a 什 接 近 于 零 时 ; 
b) sin(30° + a?) 当 a? 的 值 接近 于 零 时 ; 
co) cos (F 十 a) 当 a 值 接近 于 零 时 ; 
d) cos(45” 十 a°) 当 a* 的 值 接近 于 零 时 . 
3. 盛 着 水 的 玻璃 杯 绕 其 轴 以 常 角速度 w 旋转 , 设 液体 表面 用 通过 旋转 轴 的 平面 来 截 所 得 的 曲线 
的 方程 是 y = f(z). 
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a) 证 明 f'(z)= 所 =， 其 中 g 是 自由 落体 的 加 速度 ( 见 例 5). 
b) 挑选 满足 a) 中 所 述 条 件 的 函数 f(z)( 见 例 6). 
cj) 如 果 旋转 的 轴 不 与 杯子 的 轴 重 合 , 那么 , 在 a) 中 对 函数 所 述 的 条 件 是 否 要 改变 ? 
4. 一 个 物体 , 可 以 把 它 看 作 是 一 个 质点 , 在 重力 的 作用 下 从 一 个 光滑 小 山上 滑 下 来 山坡 是 可 微 
函数 y = f(z) 的 图 像 . 
a) 求 物体 在 点 (zo, yo) 处 的 加 速度 向 量 的 水 平分 量 和 竖 直 分 量 . 
b) 当 f(z) = 2?, 且 物 体 从 很 高 的 地 方 滑 下 来 时 , 求 抛物 线 y = z? 上 使 如 速度 的 水 平分 量 
最 大 的 点 . 


5， 处 处 不 可 导 的 连续 周期 函数 例子 , 置 


并 以 周期 1 延 拓 这 个 函数 到 全 数 轴 . 延 拓 后 的 周期 函数 用 wo 表示 . 还 设 
Jpn{(z) 一 去 eolt"z) 


大 
2 


函数 pn 周期 为 4", 且 除 了 点 z= (ke Z) 以 外 处 处 有 导数 , 导数 等 于 1 或 -1. 设 


f(z) = > en(z). 


n=1 
证 明 , 函数 f 在 R 上 有 定义 且 连 续 , 但 处 处 没有 导数 .( 这 个 例子 属于 现代 著名 的 荷兰 数学 
家 范 德 瓦 尔 登 . 没有 导数 的 连续 函数 的 最 初 的 例子 是 由 波 尔 察 诺 (1830 年 ) 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 
(1860 年 ) 构造 的 .) 


§2. 微分 的 基本 法 则 


构 作 已 知 函数 的 微分 , 或 等 价 地 , 求 它 的 导数 , 叫做 函数 的 微分 运算 @， 
1. 微分 法 和 算术 运算 
定理 1 若 函 数 了 :X 一 及 9g :天 一 及 都 在 点 ZEX 处 可 微 , 则 
a) 它们 的 和 在 z 处 可 微 , 且 
(f +9)(z) = (f’ +9)(2); 
b) 它们 的 积 在 z 处 可 微 , 且 


(fg)'(z) = f(z)g(z) + 7(z)g (z); 


@ 虽 说 求 微分 的 问题 和 求 导 数 的 问题 是 数学 等 价 的 , 可 是 导数 和 微分 毕竟 不 是 同一 个 事物 , 因 
此 , 例如 说 , 在 法 国 的 数学 语言 中 就 有 两 个 术语 : derivation 一 一 “ 求 导 ”, 求 导数 (速度 ) ,以 及 
differentiation 一 一 “微分 法 ”, 求 微分 . 
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c) 如 果 g(z) 0 的 话 , 它们 的 比 在 z 处 可 微 , 且 
f\) f(z)g(z) — f(z)g (zr) 
(Oe 
<< 我 们 用 可 微 函数 的 定义 和 在 第 三 章 82 第 4 段 建立 的 符号 o( “) 的 性 质 来 进 
行 证 明 . 
a) (f+g)(z+h)—(f+9g)(z)= (f(z+h)+g(z+h))— (f(z)+g(7)) 
= (f(z+h)— f(z)) + (g(z +h)—g(7)) 
= (f(z)h + o(h)) + (g'(z)h + o(h)) 
= (f'(z) +g'(z))h + o(h) 
= (f+g9)(z)h + o(h). 
b) (fg)(z+h)—(f.9)(7)= f(z+h)g(z +h)— f(z)g(z) 
= (f(z+h)— f(z))g(z +h)+ f(z)(g(z +h) — g(7)) 
= (f(z)h + o(h))(g(z) + 9g'(z)h + o(h)) + f(z)(g'(z)h + o(h)) 
= f'(z)g(z)h + f(z)g'(z)h + olh) 
= (jzjg(z) + f(z)g (2))h + olh). 
c) 由 于 在 点 ze X 处 可 微 的 函数 在 该 点 连续 , 所 以 , 注意 到 g(z) # 0, 根据 连续 
函数 的 性 质 , 即 可 断言 , 对 于 足够 小 的 h 值 , 同样 有 9g(z 十 门 地 0. 在 下 面 的 演算 中 
假定 h 是 足够 小 的 : 


(站 etn-( 有 m=- 您 攀 - 塌 


(f(z + h)g(z) — f(z)g(z + h)) 


~ glz)g(z + 
=(3 中 j+oD) 6) + f+ oli))g(s) = f(a)ol) + oh + oh) 


= (a + 0)) Flole) Flo) a) + on) 
_ Yo -Jejga 
= 2 用 十 oj 
我 们 用 到 了 : 由 函数 9 在 点 z 的 连续 性 以 及 g(z) 关 0 得 出 的 


并 了 
GT Re)’ 


即 
1 


gz) +h) pe 
这 里 , 当 h 一 0、z+heXX 时 , o(1) 是 无 穷 小 量 . > 
推论 1 可 微 函 数 的 线性 组 合 的 导数 等 于 这 些 函 教 的 导数 的 线性 组 合 . 


+o(1), 
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< 因为 常 值 函 数 显 然 是 可 微 的 , 且 它 的 导数 处 处 等 于 零 , 所 以 只 要 在 定理 1 的 
结论 b) 中 认为 f = const =c 就 有 (cg)'(z) = cg'(z). 
现在 用 定理 1 的 结论 a), 可 得 


(cf + cag)'(z) = (c1f)'(2) + (czg) (z) = c1f'(z) + c2g'(z). 
据 此 , 用 归纳 法 便 可 证 实 
(cfiteeetonfn) (2) = cfi(z) + + onfia(T).p 
推论 2 若 函 数 及,… ,fn 等 在 点 z 处 可 徽 , 则 


(fi fr) (7) = f(z)fo(7) + fn(z) 

+ f(z)f2(z) f(z) (十 … 

十 户 (z) fn-1(z)fn (zs). 
< 对 于 n= 1 结论 是 显然 的 . 
若 命题 对 于 某 mn e N 成立, 则 根据 定理 1 的 结论 b), 它 对 于 (n+1) e N 也 成 立 . 

根据 归纳 法 原理 , 断定 所 述 公式 对 于 任意 的 ne N 都 成 立 . > 

推论 3 从 导数 和 微分 的 相互 关系 推出 , 定理 1 也 可 写成 微分 形式 . 即 : 
a) d(f +g)(z) = df(z) + dg(z); 
b) d(f .9g)(z) = g(z)df (7) + f(z)dg(z); 


94(f) = OD, 0) #0 


我 们 来 验证 , 例如 a). 实际 上 ， 
d(f + gz)(h) = (f+9) (zh= (Ff +9) (2)h 
= (f(z) + 9(z)h= f(z)h+ g(r)h 
= df (2)(h) + dg(z)(h) = (df (2) + dg(z))(h), 


从 而 验证 了 d(f + 9)(z) 和 df(z) + dg(z) 是 一 样 的 . 
例 1 壕 度 定义 的 不 变性 . 现在 我 们 来 验证 81 第 1 段 中 定义 的 质点 的 瞬时 速度 
向 量 不 依赖 于 笛 卡 儿 坐标 系 的 选择 . 甚至 对 于 任意 一 个 仿 射 坐标 系 也 能 证 实 这 一 点 . 
设 (zl z2?) 和 (车, 芝 ) 是 平面 的 同一 个 点 在 两 个 不 同 的 坐标 系 中 的 坐标 , 这 两 个 
坐标 系 彼此 之 间 的 关系 是 


£1 一 ajzl +alz? +b, 
£2 = aizl + azr2 + b. 


(WD 
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因为 任 一 向 量 (在 仿 射 空间 中 ) 都 由 一 对 点 决定 , 而 向 量 的 坐标 是 它 的 终点 和 起 
:点 的 坐标 之 差 , 所 以 , 同一 个 向 量 在 这 两 个 坐标 系 中 的 坐标 应 以 关系 式 
d= alv! + alv?, 
2 = afv! +a3v2 加 
相 联系 . 
如 果 点 的 运动 规律 在 一 个 坐标 系 中 由 函数 (z1(t),z?(t)) 给 出 , 那么 , 在 另 一 个 系 
中 就 由 前 面 的 关系 式 (1) 相 联系 的 函数 (31(t),z2(t)) 来 确定 . 
将 关系 式 (1) 关于 时 间 上 求 微分 , 按 微分 法 则 求 出 
1 = alj! 十 ad22， 
=a! + od?. 四 
这 样 一 来 , 速度 向 量 在 第 一 个 系 中 的 坐标 (ul,v2?) = (2,2) 和 它 在 第 二 个 系 中 
的 坐标 原来 是 以 关系 式 (2) 相 联系 的 , 这 就 告诉 我 们 , 我 们 遇 到 的 是 同一 个 向 量 的 两 
种 不 同 的 写法 . 
Sin 人 


例 2 设 f(z) = tgz. 我 们 证 明 , 在 cos z 关 0 处 , 即 在 函数 tg z = Ban 的 定 
义 域内 处 处 有 f(z) = 一 


cos27 
在 81 的 例 1 和 例 2 中 曾 证 明 ， 
sin' z = cosz， cos'z 一 一 sinz， 


因此 , 从 定理 1 的 结论 c) 得 到 , 当 cosz 头 0 时, 有 
sn) ( 二 sin’ z cosZ 一 sin Z cos'z 


Bz= (加 cos27 
_ coszcosr+sinzsinz _ _1 
加 cos2z cos27 
例 3 当 sinz #0 时, 即 在 函数 ctg z = 2 的 定义 域 中 ， 
二 


ctg 7 = 一 一 5 一 . 
sin2z 


实际 上 ， 
J, (cosy _ cos'zsinz 一 cosTsin 
sgz= ( 品 ) (Om sin27 
_ _sinzsinz+cosTcosT __ 1 
0 sin? z sin 2 
例 4 车 P(z) = co + ciz 十 … 十 cnz" 是 多 项 式 , 则 P'(z) = c1+2c25 十 … 十 


LN 2 


实际 上 , 由 于 全 = 1, 那么 , 根据 推论 2， 2 = nzn-l 从 而 由 推论 1 推出 结论 . 


§2. 微分 的 基本 法 则 “175. 


2. 复合 函数 的 微分 法 
定理 2 (关于 复合 函数 的 微分 ) 如 果 函 数 了 :天 一 了 CR 在 点 ZEX 处 可 微 ，， 
而 函数 g:Y 一 民 在 点 y= f(z) EY 处 可 微 , 那么 , 这 两 个 函数 的 复合 gof :和 一 到 
在 点 z 处 可 微 , 并 且 复 合 函 数 的 微分 
d(go f)(7) :TR(z) — TR(g(f(7))) 
等 于 两 个 微分 
df(7) :TR(z) 一 TRG = f(2)), dg(y = f(7)) : TR(y) — TR(g(y)) 
的 复合 dg(y) oaf(z). 
< 函数 f 和 9 的 可 微 性 的 条 件 表明 
f(z +h)— f(z)= f(z)h+o(h), Gh— 0,7+heX, 
gy +t) — gy) = g(y)t+olt), Bt— 0,y+teY. 
我 们 看 到 , 在 后 一 个 等 式 中 , 可 以 认为 函数 olt) 在 t= 0 也 有 定义 , 且 有 表达 式 
olt) = y(t)t, 其 中 y(0) = 0, 且 当 t 一 0,yt+tEY 时 ,Y(t) 一 0. 令 f(z)=y,f(z+h)= 


y++t. 因为 函数 f 在 点 z 处 可 微 , 从 而 连续 , 我 们 断定 , 当 h 一 0 时 以 及 t 一 0, 若 
zheX, 则 y+tEY. 根据 关于 复合 函数 的 极限 的 定理 , 现在 有 


3(f(z+ 月 一 fo)) = a(h) = 0, 3h— 0,7+he XH, 
于 是 ,车 t= f(z 二) 一 f(z), 则 
olt) =7(f(z +h) — f(z)(f(z +h) — f(7)) 


= oa(h)(f'(z)h + oh)) = a(h)f’(z)h + oa(h)o(h) 
= o(h) + o(h) = o(h), 当 h — 0,z+heX. 


还 有 


(gof)(z +h)— (gof)(z) = g(f(z +h))— g(f(7)) 
=g(y+t)— gy) = 9 (Yt+ ot) 
=g(f(z)(f(z +h) — f(z) +o(f(z +h) — fF(2)) 
=g (f(z) (F(z)h + o(h)) + o(f(z +h) — f(z)) 
= 9 (f(T) (F(z)h) + 9 (f(z) (oh)) + o(f(z +h) — f(z)) 
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由 于 量 (Ac))(Ft) 间 显然 可 以 理解 为 映射 革 9 Pr(zj 和 映射 了 0 gi(y)r 
的 复合 放 包 Wede), gr(f(z)) . 1'(z)h 在 平移 hh 上 的 值 (dg(f(z))。df(z))(h). 因为 我 
们 已 经 确定 
olf(z + f(a) = 0(0), Bh 0,2+h ex 


为 完成 定理 的 证 明 , 只 要 再 指出 , 和 式 
g'(f(2))(o(h)) + o(f(z +h)— f(z)) 

与 hh 相 比 , 当 疡 一 0、.z+heX 时 ,是 无 穷 小 量 . 

这 样 就 证 明了 

(gof)(z +h)— (gof)(z) 
= g'(f(z)) f(z)h + o(h), Bh — 0 z+he XH.p 

推论 4 可 微 实 值 函数 的 复合 的 导数 (go f)'(z) 等 于 这 些 函 数 在 相应 的 点 处 的 
导数 的 乘积 g (f(z)). f(z) 

导数 的 富有 内 容 的 莱 布 尼 芯 符号 是 通 往 该 命题 的 简捷 证 明 的 好 响 导 . 按 他 的 记 
法 , 如 果 z= z(y),y = vy(z) , 就 有 

dz dz dy 


dz dy dr’ 
如 果 不 把 记号 全 或 旦 看 作 是 一 个 整体 , 而 分 别 把 它们 看 作 是 dz 与 册 的 比 或 四 
与 ds 的 比 , 那么 这 个 等 式 就 是 十 分 自然 的 了 . 

由 此 产生 的 证 明 思想 是 , 考虑 差 的 比 式 


然后 让 Az 一 0 取 极 限 . 这 里 发 生 的 困难 是 , 即使 Az # 0,Ay 也 可 以 是 零 (这 多 少 
也 是 无 法 回避 的 困难 !) 


推论 5 若 有 可 微 溃 数 yi = 及 (Z),… ,yn 二 fn(yn-1) 的 复合 (fno.…o 及)(z)， 
则 
(fno::ofi)(z) = f(yn-D) fri(yn 2) fi(7)- 
< 当 n= 1 时 结论 是 显然 的 . 
若 命题 对 于 某 ne N 成 立 , 则 从 定理 2 推出 , 它 对 于 n+1 也 成 立 , 这 就 是 说 ， 
根据 归纳 法 原理 可 确认 它 对 于 任意 的 née N 成 立 . > 


例 5 证 明 , 当 a < RR 时 , 在 = > 0 的 区 域内 有 字 = az*-!, 即 dz* = 


azro-ldz, 有 (z+h)° 一 za =are-!h+o(h), 当 h— 0 时 . 


§2. 微分 的 基本 法 则 “177. 


< 记 ze = ee = 使 用 刚 证 的 定理 , 并 注意 定理 1b) 款 和 81 中 例 9、 例 11 的 那 
些 结果 . 
设 g(y)=ey 及 y=f(z)=alnz, 那 么 z2*=(gof)(z) 且 
(gof)'(z)=9 7 


EN TB 1 a 
工 一 I 工 


例 6 可 微 函数 模 的 对 数 的 导数 常常 叫做 对 数 导 数 . 
由 于 二 nl/(O)| = (mel 1s (那么 根据 中 例 11 的 结果 ,Pa) = 
(olf 9 = 反 人 
于 是 


3 
dlln|f)(z) = 7 dz f(s) 
例 7 由 自 变量 的 取 值 误差 引起 的 可 微 函 数 的 值 的 绝对 误差 和 相对 误差 . 


若 函 数 f 在 点 z 处 可 微 , 则 


f(z+h)— f(z) = f(z)h+ a(z;h), 


其 中 , 当 h 一 0 时, a(z; 有 hh) = o(h). 
于 是 , 如 果 在 计算 函数 值 f(z) 时 , 自 变量 z 的 确定 具有 绝对 误差 h, 那么 , 由 
这 个 误差 引起 的 函数 值 的 绝对 误差 |f(z + 有 一 f(z)|, 对 于 足够 小 的 h, 可 以 用 在 平 
移 h 上 的 微分 的 值 的 模 |df(z)(h)| = |f"(z)h| 来 代替 . 
此 时 , 可 把 比值 
If'(z)h| _ ldf (2)(1)! 


If(z)| 四] 


顺便 指出 ,如果 f(z) = Inz, 那么 ,dln z = 坚 .从 而 在 确定 对 数值 时 的 绝对 误 
差 等 于 在 确定 自 变量 值 时 的 相对 误差. 此 事 , 例如 在 对 数 尺 上 (以 及 在 其 他 许多 具有 
非 均 匀 刻 度 比例 的 仪器 上 ) 得 到 了 妙用 . 那 就 是 说 , 我 们 想像 数 轴 上 零点 右边 的 每 个 
点 都 有 自己 的 坐标 y, 把 它 标记 在 点 的 上 方 , 而 在 这 点 的 下 方 标记 数 = = ev. 那么， 
y = In z， 同一 个 半 轴 被 标 上 了 一 个 均匀 刻度 y 和 一 个 不 均匀 刻度 z (这 个 不 均匀 
刻度 叫做 对 数 刻度 ). 要 想 求 出 nz, 应 该 把 准 线 放 在 数 z 上 并 读 出 上 面 对 应 的 数 y 
因为 准 线 放置 在 菜 一 点 的 准确 性 与 对 应 于 这 个 点 的 数 > 和 y 无 关 , 而 放置 准 线 的 误 
差 在 均匀 刻度 中 有 某 个 值 Ay (可 能 偏差 的 线段 的 长 度 ), 那么, 当 按照 数 z 来 确定 它 
的 对 数 y 时 , 将 大 约 有 同一 个 绝对 误差 , 而 当 按照 数 的 对 数 来 确定 这 个 数 时 , 将 在 一 
切 刻度 上 大 约 都 得 到 同一 个 相对 误差 
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例 8 我 们 来 求 函数 w(z)*"C) 的 微分 , 其 中 w(z) 和 v(z) 都 是 可 微 函 数 , 并 且 
u(z) > 0. 记 u(z)*(z) = ev(z)inu(z), 并 使 用 推论 5. 那么 


dev(zjin u(z) 


一 ev (va Inu(z) + "dE ) 


= u(z)" T(z) Inu(z) + v(z)u(z)" lw (z). 


3. 反 函 数 的 微分 法 

定理 3 (关于 反 函 数 的 导数 ) 设 函 数 了 :和 一 了 和 jj1:Y 一 X 互 为 反 函 
数 , 且 分 别 在 点 zo E 六 和 f(z0) = yo EY 处 连续 . 如 果 函 数 f 在 点 zo 处 可 微 且 
jzo) 关 0, 那么, 函数 f-! 在 点 yo 也 可 微 且 


(fT) (yo) = (f(z0))™. 


< 因为 函数 f :和 一 了 和 f-!:Y 一 XX 互 为 反 函 数 , 所 以 , 当 z 关 zo,y = f(z) 
时 , f(z) 一 了 (zo) 和 /~!(y) -1(yo) 都 不 为 零 . 从 f 在 zo 的 连续 性 和 -1 在 yo 的 
连续 性 还 可 以 断定 , 当 z 一 zo zx EX 时 ,有 y= f(z) 一 yo,y = f(z) sy, 并 且 , 若 
Zz 关 zo, 则 y = f(z) 关 2zo. 现在 使 用 关于 复合 函数 的 极限 的 定理 和 极限 的 算术 性 质 ， 
求 出 


ff ji; 工 一 70 
Hs 2 一 加 一 xs 了 7 回 二 f(zo) 
: 1 ot 
xd Fo) Fo) ™ Flzo) 
Z 一 Z0 


这 就 证 明 , 在 点 yo 处 , 函数 三 ! :Y 一 六 有 导数 且 
(3) (yo0) = (f(z0) .> 


注 1 ”如果 我 们 预先 知道 函数 广 ! 在 点 yo 处 可 微 的 话 , 那么 , 从 恒等式 (六 。 
有)(z) = z, 根据 关于 复合 函数 的 微分 法 的 定理 就 可 立即 求 出 (f71)'(yo) : f/(z0) = 1. 


注 2 条 件 f'(zo) #0 显然 等 价 于 : 由 微分 
Wf (70) :TR(zo) — TR(yo) 
实现 的 映射 六 -~ jzo) h 具有 由 公式 r (f'(zo))-!7 确定 的 逆 映 射 
二 (co]j : TR(yo) — TR(zo). 


这 就 是 说 , 使 用 微分 的 术语 , 定理 3 的 叙述 中 的 第 二 句 话 可 写成 下 面 的 形式 : 
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如 果 函 数 有 在 点 zo 处 可 微 且 在 这 点 处 它 的 微分 df (T0) : TR(zo) 一 TR(yo) 可 
逆 ,那么 了 的 反 唱 数 f-! 在 点 yo = f(zo) 处 存在 微分 上 且 此 微分 就 是 映射 df(z0) : 


TR(zo) 一 TR(yo) 的 北 映射 
df (yo) = [df (0)] 7 : TR(yo) 一 TR(zo). 


例 9 我 们 证 明 , 当 |y| < 1 时 , arcsin'y = 一 


Vi 
函数 sin : [一 ,了 ] 一 上 2.1] 和 arcsin : [-11] [也 ,下 互 为 反 函 数 且 连续 


( 见 第 四 章 , 82, 例 8)， 如果 lz| < 至 则 sin'z = cosz 关 0, 且 对 于 值 y = sinz 有 
ly <1. 
于 是 按 定理 3 


1 1 1 


Py 和 加 
eV Vi 
根 式 前 面 的 符号 是 根据 当 |z| < 了 时 , cosz > 0 来 选取 的 . 
例 10 像 上 例 中 那样 进行 讨论 可 以 证 明 (注意 第 四 章 , 82 的 例 9) 


arccos'y = Se 当 |ly| < 1 时 . 
VE 


实际 上 


A 1 . 1 1 
arccos'y = = 一 上 盖 一 By 


Cos' 7 sinrz Vi—cosiz Vi 
根 式 前 面 的 符号 是 根据 当 0 < z < r 时, sinz > 0 来 选取 的 . 


1 
例 11 arctg y = T+ yeR. 
实际 上 
1 也 \ 时 
arctgy = tz = 1 TT I+rtez 1+ 
cos2 7 
例 12 pi yeR. 
1 十 y2” 
实际 上 
wd 1 2 1 pp 下 
Wote de 7 1+ctgzz 1+y” 


sin2z 
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例 13 我 们 已 经 知道 ( 见 $1 中 的 例 10 和 例 12), 函数 y= f(z) = oz 和 z= 
f(y) = logsz 有 导数 f(z) = arIn a 和 (f7?)'(y) = 


我 们 来 验证 这 符合 定理 3: 


i 
而 ana yna’ 


(7 = 
7 四 = 


=yna=azna. 


1 
( 广 闻 Wha 
例 14 双 曲 、 反 双 曲 函数 以 及 它们 的 导数 . 
函数 
sh z 一 Be —e-*), 
chz= Je +e™”) 
分 别 叫 做 z 的 双 曲 正弦 和 双 曲 余弦 @. 
以 后 会 明白 , 我 们 此 刻 纯 形式 地 引入 的 这 两 个 函数 会 像 加 函数 sinz、cosz 那样 


自然 地 出 现在 许多 问题 之 中 . 
我 们 指出 


sh(—7) = 一 sh 7, 
ch(-—7z) = ch 7, 


即 , 双 曲 正弦 是 奇 函数 , 而 双 曲 余弦 是 偶 函 数 . 
此 外 , 下 列 恒等式 显然 成 立 


ch2z 一 sh2z = 1. 


函数 sh z 和 ch z 的 图 像 画 在 图 19 上 . 

从 函数 y = sh z 的 定义 和 函数 ez 的 性 质 推出 , sh z 是 
一 个 连续 的 严格 增 的 双方 单 值 地 映 及 到 R 的 函数 ， 于 是 
sh z 有 反 函 数 , 它 定义 在 及 上 , 连续 并 且 严 格 单调 增 . 

人 们 把 此 反 函数 记 作 


arshy 


( 读 作 y 的 面积 正弦 @). 


图 19 


四 根据 拉丁 语 sinus hyperbolici, cosinus hyperbol 
四 全 称 是 area sinus hyperbolici 这 次 为 作 交 用 古 和 (area) 而 不 像 在 圆 函数 时 那样 用 弧 (arcus)， 
以 后 再 作 解 释 . 


$2， 微 分 的 基本 法 则 


这 个 函数 容易 通过 已 知 的 函数 表示 出 来 . 关于 z 解 方程 


$e) =y, 
依次 求 得 
=y+Vit 六 


(ez > 0, 因此 er 关 y - VI+ 好 ) 和 


== mg+ VIF). 
于 是 


arshy =In(y + Vi+y), yeR. 
类 似 地 , 利用 函数 y = ch z 在 区 间 


R_={zeRlz<0j，R+ ={zeRlo<zl 


上 的 单调 性 , 可 以 建立 函数 arch_y 和 arch+y 它们 对 y > 1 定义 , 分 别 是 函数 ch x 
在 RR- 和 R+ 上 的 限制 的 反 函数 . 
它们 由 下 面 的 公式 给 出 


arch-y = In(y ~ Vy? — 1), 
arch+y = In(y + Vy — 1). 
从 所 引 的 定义 求 得 


sh'z = ¥( 2 +e *)=chz, 


ch'z= ie 一 ez) = sh z， 
而 根据 关于 反 函数 的 导数 的 定理 得 到 


1 1 1 1 
h'y = = 一 一 
my hn ms Vii /Ty 
1 1 1 1 
Re 全 = ，3>1 
chz shz Vchiz—1 Vy—1 > 
1 


1 1 1 
人 三 ii 
yh hs VE VP 


arch’ y= 


arch+ 


后 三 个 关系 式 可 以 使 用 反 双 曲 函 数 arsh y 和 arch y 的 明显 表达 式 来 验证 . 


“181. 
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例如 ， 。 


1 1 1 
arsh'y = 一 -一 一 一 一 (+ 
y+ Vit+w 2Vi+y 长 
1 LVI+8+3 1 


y+Vit Vi Vi+y 


类 似 于 tgz 和 ctgz 可 以 考察 函数 
shz ch 7 
tz= 二 和 cthz= 3 


它们 分 别 叫做 双 曲 正切 和 双 曲 余 切 . 同样 也 可 以 考察 它们 的 反 函 数 面积 正切 


_1, 1+y 
athy= si-y; lyl<1, 
和 面积 余 切 : 
| 
arcthy= 3 ny lyl>1. 


我 们 略 去 那些 导出 这 些 公式 的 求解 初等 方程 的 过 程 . 


根据 微分 法 则 有 
i sh'zchz 一 sh zchz ch zchz 一 shzshz 1 
外 ch2z 2 ch2z ch?2z’ 
= ch'zshz 一 ch zsh'z sh zshz 一 chzchz _ _ _1 
sh27 sh27 sh2z 
根据 关于 反 函 数 的 导数 的 定理 ， 
lL 
arthy= hz 一 I 一 ch z 
ch2z 
b 1 
= I- I lyl<1, 
/ 二 
arcthy = rn —sh?z 


RAS 
“ethiz—1 1 
这 两 个 公式 也 可 以 通过 直接 对 函数 arth y 和 arcth y 的 明显 表达 式 求 微分 来 验证 . 


4. 基本 初等 函数 的 导数 表 ”现在 我 们 录 下 在 81 和 82 中 算出 的 基本 初等 函数 
的 导数 ( 见 表 5.1). 
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表 5.1 
函数 f(x) 导数 f(z) | 对 自 变 量 = e R 的 变化 区 域 的 限制 
1. C( 常 数 ) 0 
和 mm Gul 当 aeR 时 z>0 
3. az arlna 当 aEN 时 zeR 
1 
4 
loga |z| rs rER(a>0,a#1) 
5. sinz cosz rER\Oa>0,a#1) 
6. cosz 一 sinz 
1 下 
7.tgz eds #3+kmkes 
8. ctg z 一 一 天 Km, 大 EZ 
sz 
有 <1 
9. arcsin z Vi lzl 
10. arccos z 一 Vi lzl<1 
11. arctg z T+ 
12. arcctg z i 
13.shz chz 
14. ch z ee 
15.thz Cn 
16. cth z pr #0 
shz 
17. arsh z = In(z + VI+z7) Vi 
18. arch z= ln(z 土 Ma 二 IT) | 土 lzl >1 
1 
19. arth z= 了 In 二 lzl<1 


i 


{zl>1 


5. 最 简单 的 隐 函 数 的 微分 法 设 y=vylt) 和 z= z(t) 是 定义 在 点 to e R 的 邻 
域 V(to) 中 的 可 微 函数 . 假定 函数 z = z(t) 有 反 函 数 t = t(z), 定义 在 点 zo = z(to) 
的 邻 域 V(zo) 中 . 那么 依赖 于 t 的 量 y = v(t) 也 可 以 看 作 是 依 隐蔽 形式 依赖 于 z 的 
函数 , 因为 v(t) = y(t(z)). 称 它 为 隐 函 数 . 假定 z'(to) 冯 0, 我 们 来 求 这 个 函数 关于 
z 在 zo 点 处 的 导数 . 使 用 关于 复合 函数 的 微分 的 定理 和 关于 反 函 数 的 微分 的 定理 ， 


得 到 
外 _ dy(t(z)) _ y(t) dt(z) 
Yzlz=zo = pr z=z0 一 一 入 i Se ei 
OO 
pr dt iw i W(to) 
dr(t) zt(to) 
dt | -ou 


(此 处 , 使 用 了 通用 的 记号 f(zjlz=z。 := f(z0)). 
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如 果 同 一 个 量 看 作 是 不 同 的 自 变量 的 函数 , 那么 , 为 了 避免 误解 , 在 求 微分 时 就 
需 明确 标明 是 对 哪个 变量 求 微分 , 我 们 正 是 这 样 做 的 . 


例 15 过 度 的 加 法 定律 ”如 果 在 给 定 计 时 系统 的 每 个 时 刻 t 都 知道 点 在 直线 
上 选 定 的 坐标 系 ( 数 轴 ) 中 的 坐标 z, 那么 , 点 沿 直 线 的 运动 就 完全 确定 了 ， 于 是 ， 
数 对 (z,t) 确定 了 点 在 时 间 推 移 过 程 中 所 处 的 空间 位 置 . 点 的 运动 规律 可 写成 函数 
Zz = z(t) 的 形式 . 

假设 我 们 希望 用 另 一 个 坐标 系 (站 来 描述 同一 个 点 的 运动 . 例如 , 新 的 数 轴 相 
对 于 头 一 个 数 轴 以 速度 -v 匀速 运动 (在 这 种 情况 下 可 以 把 速度 向 量 等 同 于 确定 它 
的 那个 数 ). 为 简单 起 见 , 我 们 认为 在 两 个 坐标 系 中 坐标 (0,0) 属于 同一 个 点 , 或 者 精 
确 地 说 , 在 时 刻 =0, 点 £ = 0 恰 与 时 钟 指示 t=0 时 的 点 z = 0 重合 . 

那么 , 经 典 的 伽利略 变换 


(4) 
就 提供 了 联系 描述 在 不 同 坐标 系 中 观察 同一 个 点 的 运动 的 坐标 (z,t) 和 (5;, 引 的 一 


种 可 能 的 方式 . 
考察 更 一 般 的 线性 关系 


到 =ar+pt, 加 
t=77+ 0, 
当然, 作为 假定 , 这 个 关系 是 可 北 的 , 即 矩阵 : , 的 行列 式 异 于 零 . 
设 = = ztt) 和 二 = (0) 是 在 这 两 个 坐标 系 中 所 观察 的 点 的 运动 规律 
如 若 知道 了 关系 = = z(t), 从 公式 (5) 就 能 求 得 
z(t) = az(t) + Bt, (6) 
tb = 77(t) + Wt, 
而 根据 变换 (5) 的 可 逆 性 写 下 
本 6 十 ba 四 


如 若 知道 = z( 有 ) 就 可 求 出 
z(D = 5 四 十 厌 
t(D = 5 站 十 殉 
从 关系 式 (6) 和 (8) 见 到 , 对 于 给 定 的 点 存在 着 互 逆 的 关系 了 = Et) 和 t= t 人 0 


(8) 
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现在 来 考察 我 们 的 点 分 别 在 坐标 系 (z,t) 和 (z, 引 中 的 速度 


vO = 20 -a NV) = 20 -50 
之 间 的 联系 . 
使 用 隐 函 数 的 微分 法 则 及 公式 (6), 有 
dz 
t 

艾 7 十 5 

即 
t)+B 
vO = VEG, (9) 


其 中 t 和 是 同一 个 时 刻 在 坐标 系 (z,t) 和 (z,) 中 的 坐标 . 这 一 点 在 使 用 公式 (9) 
的 简略 写法 
(10) 


的 情况 永远 都 要 注意 . 
在 伽利略 变换 (4) 的 情形 , 从 (10) 得 到 经 典 的 速度 加 法 定律 


V=V+v. (11) 


由 足够 精确 的 试验 确定 了 , 在 真空 中 , 光 总 以 确定 的 速度 。 传 播 而 与 发 光 物体 的 
运动 情形 无 关 (这 已 经 成 为 狭义 相对 论 的 一 条 公设 ) . 这 就 表示 , 如 果 在 时 刻 t= = 0 
在 点 z =z=0 处 突然 闪光 , 那么 , 经 过 时 间 t 在 坐标 系 (z, 中 光 达 到 的 点 的 坐标 
z2 = (ct)2, 而 在 坐标 系 (z, 引 中 这 个 事件 将 对 应 于 时 间 主 以 及 这 个 点 的 坐标 z, 它 
满足 82 = (cD)?. 

这 样 一 来 , 如 果 zz - czt2 = 0, 那么 , 也 有 z? - c2 训 = 0, 反之 亦 然 . 根据 某 些 补 
充 的 物理 的 理由 , 应 该 认为 , 一 般 地 , 如 果 (z,t) 和 (z, 引 在 以 关系 式 (5) 相 联系 的 不 
同 的 坐标 系 中 对 应 同一 个 事件 的 话 , 则 


-oP=2 oP. (12) 
条 件 (12) 给 出 了 变换 (5) 的 系数 a, 68,7,6 的 以 下 关系 式 : 


-oY=1, 
ap 一 c276 =0, (13) 
P80. : 
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倘若 c= 1, 则 代替 (13) 我 们 应 该 有 
(4) 


由 此 容易 推出 , 组 (14) 的 通 解 可 以 按 下 列 形式 给 出 ( 数 对 (a, 8)、(Y,6) 可 以 改变 符 
号 ): 
a=chy, 7=shy, B=shyp, 6=chy, 
其 中 wp 是 某 个 参数 . 
于 是 , (13) 的 通 解 有 如 下 的 形式 


人 加 chp cshyp 
7 0 > lshy chwp 
从 而 , 变换 (5) 可 具体 写作 : 


t=chyprti+cshyt, 
es (15) 


lshy z+chpt. 
这 就 是 洛 伦 兹 变换 . 

为 了 弄 清楚 怎样 来 确定 自由 参数 w, 我 们 想起 轴 z 是 以 速度 -v 相对 于 轴 x 运 
动 的 , 即 这 个 轴 的 点 2 = 0 在 系统 (z,t) 中 观察 具有 速度 -~v 在 (15) 中 置 3 =0 就 
求 出 它 在 系统 (zx,t) 中 的 运动 规律 : 

z= -cthypt. 
于 是 ， 
v 
thyp= 2 (16) 

把 速度 变换 的 一 般 规律 (10) 和 洛 伦 效 变换 (15) 相对 比 , 得 到 

- hpV h 

让 了 epY 十 cshw ， 
2 shpV+chyp 


考虑 到 (16), 得 
V+v (17) 


公式 (17) 就 是 相对 论 的 速度 加 法 定律 . 当 lvV| < cz, 即 当 c 一 co 时 , 它 就 转化 
为 由 公式 (11) 表 出 的 经 典 的 速度 加 法 定律 . 
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注意 到 关系 式 (16), 洛 伦 兹 变换 本 身 可 以 写成 下 面 更 自然 的 形式 : 


z+ 


i= 一 一 (18) 


由 此 可 见 , 当 jv| <c 时, 即 当 c 一 co 时, 它 就 变 成 经 典 的 伽利略 变换 (4). 


6. 高 阶 导数 ”如果 函数 f: 一 RR 在 任何 一 点 z € EE 都 可 微 , 那么, 在 集 电 上 
就 产生 了 一 个 新 的 函数 f' : E 一 RR, 它 在 点 ze B 处 的 值 等 于 函数 f 在 这 点 处 的 导 
数 f(z). 

函数 刻 :已 一 及 本 身 可 以 在 已 上 有 导数 ( 户 ) :已 一 及 ,这 个 导数 , 相对 于 初始 
的 函数 f, 叫做 f 的 二 阶 导 数 , 并 以 符号 


7)、 2 


之 一 表示 , 而 若 想 明确 标 出 微分 的 变 元 , 则 在 第 一 种 情况 下 还 写作 fs,(z). 
定义 按照 归纳 法 , 如 果 f 的 n 一 1 阶 导数 fm-D(z) 已 定义 , 则 n 阶 导 数 由 
公式 
f(z) = (0 )(z) 
来 定义 . 
对 于 n 阶 导数 , 使 用 记号 


0), YE. 


约定 fo)(z) := f(z). 

一 切 在 巨 上 具有 mn 阶 连续 导数 的 函数 f : B 一 R 的 集合 用 记号 Cm(E,R) 表 
示 , 而 当 不 致 引起 混淆 时 , 用 更 简单 的 记号 CW(E) 或 C"(E,RR) 或 C"(E) 来 表示 . 

特别 地 , 根据 已 做 的 约定 , 有 f(z) = f(z),C(E) = C(B). 

作为 例子 , 先 来 看 算出 的 几 个 函数 的 高 阶 导数 


例 f(z) f(z) Pa 7) 


16. az arlna arlnao … azln"a 
17. er La ee es ee 

下 
18. sinz cosz —sinz ~ sin (z+n3) 


Tt 
19. cosr 一 sinz 一 cosZT … cos (z+n3) 
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20. (1+z)jxa(1+z)s-1 ala-DG+zs- 2 --.. a(a—l):… (en+l)(l+ 
Zz)o—n 
21. za aze-1 ala— lr? 1 a(a—1): (a—n+l)r" 
二 (Dn D)! 。 
22. log。 |z| 去 az Fa” a 了 
23. Inlz| z-L 一 z-2? …， (-D?-lm 一 lz 


例 24 菜 布 尼 英 公式 ” 设 wz) 和 u(z) 同 在 集 吾 上 有 直到 阶 导数 . 那么 , 对 
于 它们 的 乘积 的 n 阶 导数 , 成 立 着 下 述 莱 布 尼 茨 公式 : 


(uu)o = pb oo (19) 
m=0 
莱 布 尼 芯 公式 很 像 牛顿 二 项 式 公式 而 且 真 的 和 它 有 直接 的 联系 . 
< 当 n=1 时 ,公式 (19) 与 已 建立 的 乘积 的 微分 法 则 一 样 . 
如 果 函 数 u、v 有 直到 n+1 阶 导 数 , 那么 , 在 公式 (19) 对 于 阶 数 n 成 立 的 假定 
下 , 对 它 的 左边 和 右边 求 微分 之 后 得 到 


n n 
(uv) "+) = bp Cmuln -mtv(m) 4 > Cmuln -mv(mtl) 


m=0 m=0 


= wntDv(0) 十 Yc: 十 Ck-DuntI-Bu 十 uCOun+D 
二 
n+l E 
= DO Chanti oh), 
k=0 
我 们 合并 了 函数 u、v 的 导数 的 乘积 的 同类 项 , 并 且 使 用 了 公式 Ch + Ch! = 
Ck 
这 样 一 来 , 用 归纳 法 确定 了 莱 布 尼 芯 公式 的 真确 性 . > 
例 25 车 P(z) = co+ctz+…+cnzn 则 


P(0)= co 

Pi(z) =c1+2c27+***+nenz™! 有 Pi(0)= 0 

Pi(z) =2c2+3x2c37+.+n(n— lenz"? 有 PY(0) = 2!c2, 
PE)(z) =3x2c3+..+n(n— 1)(n—2)cnz"? 有 PY(0) = 3lcs, 
P(x) =n(n— Dn—2).... .2cn 有 PY(0) =nlen, 
PW(z)=0 当 k>n. 

于 是 , 多 项 式 可 以 写成 这 样 


1 1 
Pa(z) = PAV(0)+ TP (Oz 十 Pe (Or 十 … 十 元 BO)z 
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例 26 利用 莱 布 尼 茨 公式 以 及 多 项 式 的 导数 当 求 导 的 阶 数 高 于 多 项 式 的 阶 数 
时 恒 等 于 零 这 一 事实 , 可 以 求 出 例如 函数 f(z) = z?sinz 的 ni 阶 导数 : 


f(z) = sinmmz.z2+Clsinn -bz.2z+C2sinmn 2)z.2 
= z2 sin (z+nF ) + 2nzsin (z+ (n—1)5 3) 
+ [Fo 一 1)sin (z 十 n3)] 


= (z2 —n(n—1))sin (= 十 n3) — 2nzcos (= 十 n3) » 
例 27 设 f(z)= es 我 们 来 求 1 (0)(n = 0,1,2,…) 的 值 . 


由 于 f(z 7)=T i 1 所 以 (1+z2)f(z) = 1. 
对 后 一 等 式 应 用 莱 布 尼 世 公式 , 就 得 递 推 公式 


(1+z2)fo+D(z) + 2nzf (2) + n(n— DI" (z) =0 


由 此 即 可 逐次 求 出 函数 f(z) 的 一 切 导数 . 
置 z = 0, 得 到 
f+D(0) = -nn 一 Dfo -0(0). 


当 n=1 时 ,有 /2)(0) = 0, 因此 , 总 有 f(zm)(0) = 0. 对 于 任意 的 奇 阶 数 有 
Jen+D(0) = -2m(2m 一 DJCn (0)， 


又 由 于 j"(0) = 1, 得 到 
JCm+D(0) = (-D)™(2m)!. 


例 28 加 速度 . 如 果 z 二 z(t) 是 沿 数 轴 运 动 的 质点 的 坐标 对 时 间 的 依赖 关系 ， 
那么 , 糙 们 = (0) 是 点 的 速度 , 而 宇内 = 人 2 -是 点 在 时 刻 + 的 加 速度 


如果 z(t) = at+p, 那么 z(t) = a i 区 三 0, 也 就 是 说 在 匀速 运动 中 加 速度 等 
于 零 . 很 快 我 们 就 会 验证 , 若 函 数 的 二 阶 导数 等 于 零 , 则 函数 本 身 有 at + 6 的 形式 . 
这 样 一 来 , 在 匀速 运动 中 并 且 仅 在 匀速 运动 中 加 速度 等 于 零 . 

但 当 我 们 从 两 个 坐标 系 中 来 观察 在 真空 中 依 惯性 运动 的 物体 时 ,如果 我 们 希望 
在 每 个 坐标 系 中 物体 都 做 匀速 直线 运动 , 那 就 必须 使 得 从 一 个 惯性 系 到 另 一 个 系 的 
变换 公式 是 线性 的 . 正 是 由 于 这 个 缘故 , 在 例 15 中 选择 了 线性 的 坐标 变换 公式 (5). 

例 29 最 简单 的 隐 函 数 的 二 阶 导 数 . 设 y = y(t) 和 z = z(t) 都 是 二 阶 可 微 函 
数 . 假设 函数 > = z(t) 有 可 微 的 反 函 数 t = t(z), 从 而 可 认为 量 y(t) 依 隐 各 形式 依 
赖 于 z, 这 是 因为 y= y(t) = y(t(z)). 在 z(t) 关 0 的 假定 下 我 们 来 求 二 阶 导数 ys。. 
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按照 在 第 5 款 中 考察 的 那 种 函数 的 微分 法 则 , 有 


Tt 
因此 yy 
Ye) 
上 = = 的 
Tt 
(区 wey 
MG sh 
2 EE (24)3 


我 们 注意 到 , 这 里 出 现 的 每 个 函数 , 包括 好 。 在 内 , 它们 的 明显 表达 式 都 是 依赖 
于 t 的 . 但 是 , 对 于 具体 的 点 z, 在 把 t 用 对 应 于 这 个 z 值 的 t = t(z) 的 值 代 换 后 ， 


就 能 求 得 yi 在 点 z 的 值 . 
例如 , 若 y= etz= nt 则 

1 Me WW (YM) _ette_ . 

w= TIT- We I =t(t+ 1)et. 


t t 
我 们 特意 取 了 一 个 简单 的 例子 , 在 这 个 例 中 可 以 通过 z 明显 地 表示 出 t,t = e”， 
且 在 y(t) = et 中 代入 t= ez 之 后 , 就 可 求 得 对 z 的 明显 的 依赖 关系 y = e*. 对 最 
后 这 个 函数 求 微分 , 就 可 以 检验 上 面 所 得 结果 的 正确 性 . 
显然 , 依次 应 用 公式 
(n) 他)， 
yzn = a 


就 可 以 求 出 任意 阶 的 导数 . 


练 习 
1, 设 ao, a1,… ,an 是 给 定 的 实数 . 求 出 在 固定 的 点 zo e R 有 导数 


PIV(zo) =ax (=01 人 


的 nn 阶 多 项 式 Ps(z). 
2. 计算 六 (z), 如 果 
ex (~ 去 ) Wz #0, 
a fo)=1 五 人， 
0, Bz = 0. 
午 
z2sin 一, Sz #0, 
b 
hd ” wz=0. 


c) 验证 问题 a) 中 的 函数 在 及 上 任意 次 可 微 , 且 fo (0) = 0. 
d) 证 明 问题 b) 中 的 函数 的 导数 在 民 上 有 定义 , 但 不 是 妨 上 的 连续 函数 . 
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6) 证 明 函 数 
和 1 
f(z) = op (tp gy) Ns 
0， 当 lz| > 1 
在 民 上 任意 次 可 微 . 
3. 设 feC(%)(R). 证 明 当 z 关 0 时 
1 sm {1 id [ie {1 
zr = (3)] 
4. 设 f 是 在 R 上 可 微 的 函数 . 证 明 
a) 车 f 是 偶 函数 , 则 f' 是 奇 函数 . 
b) 若 f 是 奇 函 数 , 则 f' 是 侦 函 数 . 
5. 证 明 
a) 函数 f(z) 在 点 zo 可 微 当 且 仅 当 f(z) -- f(zo) = yp(z)(z 一 zo), 其 中 p(z) 是 在 zo 连 
续 的 函数 (并 且 在 这 种 情况 下 w(zo) = f(z0)). 
b) 车 f(z) - flzo) = yp(z)(z 一 zo0) 且 pe CO-D(U(zo)), 其 中 UU(zo) 是 点 zo 的 邻 域 ， 
则 函数 f(z) 在 点 zo 处 有 n 阶 导数 fm (zo). 
6. 举例 说 明 , 定理 3 中 三: 在 点 yo 连续 的 条 件 不 是 多 余 的 . 
7， a) 质量 分 别 为 ma 和 ms 的 两 个 物体 , 在 仅 有 的 相互 吸引 力作 用 下 在 空间 运动 . 试 利用 牛 
顿 定律 (§ 1 的 公式 (1) 和 (2)) 验证 , 在 运动 过 程 中 , 量 
E= (dm + Sma) + (-cm 2) =:K+U 
不 变 , 这 里 vi 和 vo 是 物体 的 速度 ,7 是 两 物体 之 间 的 距离. 
b) 给 出 量 互 = K +U 以 及 它 的 各 个 组 成 部 分 的 物理 解 积 . 
c) 将 结果 推广 到 n 个 物体 运动 的 情形 . 
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1. 费 马 引 理 和 罗 尔 定理 

定义 1 如 果 点 zo 在 集 EE 中 有 一 个 邻 域 Ug(zo) 使 得 函数 了 :已 一 及 在 任 一 点 
z EUg(zo) 处 都 满足 f(z) < f(zo)( 或 者 f(z) > f(z0)), 那么 就 称 点 zoe 已 < 及 为 函 
数 f 的 局 部 极 大 (或 极 小 ) 值 点 , 而 称 函 数 在 这 点 处 的 值 为 它 的 局 部 极 大 (或 极 小 ) 值 . 

定义 2 如 果 在 任意 点 re Ug(zo)\zo = De(zo) 处 都 成 立 严 格 的 不 等 式 f(z) < 
f(zo)(f(z) > f(zo0)), 那么 点 zo e 古称 为 函数 了 :已 一 及 的 严格 局 部 极 大 (小 ) 值 点 ， 
而 函数 在 这 点 处 的 值 称 为 它 的 严格 局 部 极 大 (小 ) 值 . 

定义 3 局 部 极 大 值 点 和 局 部 极 小 值 点 都 叫做 局 部 极 值 点 , 而 函数 在 这 种 点 处 
的 值 叫做 函数 的 局 部 极 值 . 
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例 1 设 


_ fz2, 车 -1<z<2, 
ra 位 若 2 <z、 


(图 20) 对 于 这 个 函数 ， 
z= -1 是 严格 局 部 极 大 值 点 ; 
z= 0 是 严格 局 部 极 小 值 点 ; 
z= 2 是 局 部 极 大 值 点 ; 
Zz > 2 是 极 值 点 , 既是 局 部 极 大 值 点 也 是 局 部 极 小 值 点 ， 
0 1 2 3 因为 在 这 里 函数 局 部 为 常数 . 
20 
例 2 设 /(z) = sin 在 集合 E=R\0 上 . 


点 z= (+2kr)”,k eZ 是 f(z) 的 严格 局 部 极 大 值 点 ,而 点 z= (一 + 


-1 
2kr) ,eZ 是 f(z) 的 严格 局 部 极 小 值 点 ( 见 图 12). 


定义 4 函数 f : E 一 RR 的 极 值 点 zo e 已 叫做 内 极 值 点 , 如果 zo 既是 集 
已 = {z € Elz < zo} 的 极限 点 也 是 集 Ei = {z e Elz > zo} 的 极限 点 . 


在 例 2 中 所 有 的 极 值 点 都 是 内 极 值 点 , 而 在 例 1 中 点 z = -1 不 是 内 极 值 点 . 


引 理 1 ( 费 马 ) 如 果 函 数 / : 忆 一 及 在 内 极 值 点 zo E 忆 处 可 微 , 则 它 在 这 点 处 
的 导数 等 于 零 : f'(z0) = 0. 


< 根据 函数 在 点 zo 处 可 微 的 定义 


f(zo +h) — f(z0) = f(zo)h + a(zo;h)h, 
其 中 , 当 hh 一 0,zo+h eB 时 , a(zo;h) 一 0. 
把 这 个 关系 式 改 写成 


f(zo +h) — f(z0) = [f(z0) + a(zo; h)]h. (1 


由 于 zo 是 极 值 点 , 对 于 一 切 足够 接近 于 零 量 使 zo+he 的 的 值 , 等 式 (1) 
的 左边 或 者 同时 是 非 负 的 或 者 同时 是 非 正 的 . 

倘若 f'(zo) 尖 0, 那么 , 当 h 充分 接近 零 时 , 量 f(zo) 二 a(zo;hh) 与 败 (zo) 同 号 ， 
这 是 因为 当 h 一 0、zo +heE 时 , a(zo;h) 一 0. 

至 于 说 h 本 身 的 值 , 则 它 既 可 以 是 正 的 也 可 以 是 负 的 , 因为 zo 是 内 极 值 点 . 

这 样 一 来 , 如 果 f'(zo) 关 0, 我 们 就 得 到 这 样 的 情形 : 当 h 的 符号 变化 时 (如 果 
hh 足够 接近 于 零 ), (1) 式 的 右边 要 改变 符号 , 同时 (1) 式 的 左边 不 能 变 号 (如 果 及 足 
够 接近 于 零 ) 这 个 矛盾 就 完成 了 证 明 . > 
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对 费 马 引 理 的 注 1° 费 马 引 理 给 出 了 可 微 函数 的 内 极 值 点 的 必要 条 件 . 对 于 非 
内 极 值 点 ( 像 例 1 中 的 点 z = -1), 结论 f'(zo) = 0 一 般 说 来 是 不 成 立 的 . 

2° 引 理 在 几何 上 是 十 分 明显 的 , 因为 它 断 定 在 可 微 函数 的 极 值 点 处 , 函数 图 像 
的 切线 是 水 平 的 (须知 f'(zo) 是 切线 对 Oz 轴 的 倾角 的 正切 ). 
3° 引 理 在 物理 上 表示 , 沿 直线 运动 的 物体 , 在 开始 返回 时 ( 极 值 !) 的 瞬时 速度 等 
于 零 . 3 


从 刚才 证 明 的 引 理 和 关于 闭 区 间 上 连续 函数 的 最 大 (小 ) 值 的 定理 , 推出 下 面 的 


命题 1 ( 罗 尔 @ 定 理 ) 车 函数 / : [a,9] 一 及 在 闭 区 间 lo, 外 上 连续 , 在 开 区 间 
Ja,b[ 中 可 微 , 并 且 f(a) = f(b), 则 存在 点 & EJa,bl, 使 得 1'(&) = 0. 


< 因为 函数 f 在 闭 区 间 [a, 四 上 连续 , 所 以 , 存在 点 zm、zM & [a,9, 在 这 两 
点 函数 分 别 取 它 在 这 个 闭 区 间 上 的 最 小 值 和 最 大 值 . 如 果 f(zm) = f(zm), 那么 函 
数 在 fo 中 上 是 常数 , 而 此 时 f(z) = 0, 故 结论 显然 成 立 . 若 f(zm) < f(zm), 则 因 
f(a) = f(b), 点 zm 和 zx 中 必 有 一 个 落 在 开 区 间 ]a,i[ 中 , 我 们 把 它 记 为 €. 根据 费 
马 引 理 , /'(€) = 0. > 

2. 拉 格 朗 日 和 柯 西 的 有 限 增 量 定理 ”下 述 命题 是 研究 数值 函数 的 一 个 最 常用 
的 重要 工具 
。 定理 1 《关于 有 限 增 量 的 拉 格 朗 日 定理 ) 如 果 函 数 有 : [oj 一 及 在 闭 区 间 
[a 上 连续 , 且 在 开 区 间 ]a,b[ 中 可 微 , 那么 , 存在 点 cla,b[ ,使 得 


f(b) — f(0) = "(6) (6 — a). (2) 


< 为 证 定理 , 考察 辅助 函数 F(z) = f(z) -了 二 了 从 (z 到 . 它 显然 在 闭 区 间 
[fo 如 上 连续 , 在 开 区 间 ]a,b|[ 中 可 微 , 且 在 它 的 端点 处 取 相 等 的 值 F(a) = F(b) = f(a). 
对 F(z) 用 罗 尔 定理 , 得 到 点 5 eja,bl, 使 


f(b) — f(a) 包 - f(a) _ 


一 Q 


已 G)=7G) 一 


站 是 二 日 定理 的 注 1° 拉 格 朗 日 定理 在 几何 上 表示 (图 21) 在 某 一 点 (和 ， 
) 处 , 其 中 eja, bl, 函数 图 像 的 切线 平行 于 联结 点 (a, f(a))、(b, f(b)) 的 弦 , 因 


a -0. 


@ 罗 尔 (M. Rolle) (1652 一 1719) 一 一 法 国 数学 家 . 
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2” 车 把 z 看 作 时 间 , 而 把 f(b) - f(a) 看 
作 沿 直线 运动 的 质点 在 时 间 b 一 a 内 的 位 移 ( 注 
意 z 世 f(z) < R), 则 拉 格 朗 日 定理 表示 ， 质 
点 的 速度 f(z) 在 某 个 时 刻 & eja,b[ 具有 这 样 
的 特点 , 倘 在 整个 时 间 进 程 [0, 中 质点 以 常 束 
度 f/(é) 运动 的 话 , 它 就 会 得 到 同一 个 位 移 的 什 
f(b) - f(a) . 量 1($) 自然 被 当 作 是 在 时 间 间隔 
[e,4] 中 运动 的 平均 速度 . 
六 3。 但 须 指出 , 当 运动 不 是 沿 直线 进行 的 时 
候 , 注 2。 意义 下 的 平均 速度 可 能 不 存在 . 实际 
上 , 例如 设 质点 沿 半径 为 1 的 圆周 以 常 角速度 w = 1 运动 . 我 们 知道 , 它 的 运动 规律 
可 以 写成 


7(t) = (cost, sint). 


那么 
F(t) = w(t) = (~ sint, cost). 
于 是 |u| = Vsinzt 二 cos2t = 1. 
在 时 刻 t=0 和 + = 2r, 质点 位 于 平面 的 同一 点 r(0) = r(2r) = (1,0) 处 , 于 是 
等 式 
r(2r) —7(0) = v(é)(27 — 0) 


应 该 表明 u(e) = 0, 但 这 是 不 可 能 的 . 

不 过 我 们 明白 , 在 某 一 段 时 间 内 发 生 的 位 移 与 运动 的 速度 之 间 当然 是 有 联系 的 . 
这 种 联系 是 , 通过 的 路 程 不 可 能 超过 速度 的 最 大 值 与 路 上 所 花 的 时 间 的 乘积 , 此 话 
可 写成 下 面 更 确切 的 形式 : 


Ir(0) —r(o)| < sup IF 一 oa. (3) 
tE]a,bf 


在 适当 的 时 候 将 证 明 , 这 个 很 自然 的 不 等 式 实际 上 是 永远 成 立 的 . 这 个 不 等 式 
也 叫做 关于 有 限 增 量 的 拉 格 朗 日 定理 , 而 只 对 于 数值 函数 成 立 的 公式 (2) 常常 叫做 
拉 格 朗 日 中 间 值 定理 (中 间 值 一 词 在 这 种 情况 下 既 指 速度 值 f'(é) 是 中 间 值 , 也 指点 
& 位 于 a、5b 之 间 ). 

4 拉 格 朗 日 定理 之 所 以 重要 , 在 于 它 把 函数 在 有 限 闭 区 间 上 的 增 量 同 也 数 在 这 
个 区 间 上 的 导数 联系 起 来 了 ， 在 此 之 前 我 们 还 不 曾 有 过 这 种 关于 有 限 增 量 的 定理 ， 
而 只 是 通过 在 固定 点 处 的 导数 或 微分 来 刻画 函数 的 局 部 (无 穷 小 的 ) 增 量 . 
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拉 格 朗 日 定理 的 推论 
推论 1 (函数 单调 性 检验 法 ) 如 果 在 开 区 间 的 每 一 点 函数 的 导数 都 是 非 负 的 
(或 总 是 正 的 ), 那么 ,函数 在 这 个 开 区 间 上 不 减 (或 递增 ). 
< 实际 上 , 若 z1,z2 是 区 间 中 的 两 点 , 且 zl < zz, 即 z2 一 zl > 0, 则 根据 公式 
(2) 有 
f(z2) - f(z1) = f'(€)(z2 — 21), 其 中 z1 < € < 2», 


于 是 等 式 左边 的 差 与 1'(€) 同 号 . > 
当然 , 可 以 对 具有 非 正 (或 负 的 ) 导数 的 函数 的 非 增 (或 递减 ) 性 质 令 述 类 似 的 
命题 . 


注 根据 关于 反 函 数 的 定理 和 推论 1, 特别 地 , 可 以 断定 , 如 果 在 某 个 区 间 7 上 
函数 f(z) 有 正 的 或 者 负 的 导数 的 话 , 那么 , 函数 在 工 上 连续 、 在 工 上 单调 、 有 反 
函数 f-!, 且 f-! 定义 在 区 间 [= J(T) 上 并 在 7 上 可 微 . 


推论 2 ( 常 值 函数 判别 法 ) 在 闭 区 间 fa, 中 上 连续 的 函数 在 此 区 间 上 为 常数 当 
且 仅 当 它 的 导数 在 闭 区 间 [a 站 (或 者 甚至 只 要 开 区 间 ]a,b[) 的 任 一 点 都 等 于 零 


< 只 需 证 明 , 当 f'(z) 在 Ja,b[ 上 恒 为 零 时 ,对 于 任意 的 rt za e [a,4], 都 有 
f(z1) = f(z2). 但 此 事 从 拉 格 朗 日 定理 推出 , 按 此 定理 
f(z2) - f(z1) = f"(€)(z2 — 21) =0, 
这 是 由 于 & 位 于 zl 和 za 之 间 从 而 eja,bl, 于 是 11(€) = 0. > 


注 由 此 显然 可 以 做 出 下 面 的 结论 : 若 两 个 函数 及 (z)、F(z) 的 导数 看 (z)、 
及 (x) 在 某 区 间 上 重合 , 即 Ff(z) = 瑟 (z), 则 在 此 区 间 上 差 瓦 (z) - 忆 (z) 是 常 值 函 
数 .( 我 们 将 会 看 到 , 这 个 结论 对 于 积分 学 是 很 重要 的 .) 


以 下 是 拉 格 朗 日 定理 的 有 益 的 推广 , 它 也 基于 罗 尔 定理 . 
命题 2 ( 柯 西 有 限 增 量 定理 ) 设 z=z(t) 及 y=y(t) 是 在 闭 区 间 [a,B] 上 连续 
且 在 开 区 间 ]a, B[ 中 可 微 的 函数 . 那么 存在 点 7 Eja, B[ 使 得 
2 (7) (y(B) — ya)) = (7) (z(B) 一 z(a)) 
如 果 对 于 任意 tEja,B[ 有 z(t) 天 0, 则 z(a) 关 z(B) 且 成 立 等 式 
y(B) -yal) _YC) (4) 


z(B)—z(o) (nT) 


< 函数 F(t) = z(t) (y(B) - y(a)) 一 y(t) (z(B) 一 z(@)) 在 闭 区 间 [o, 8 上 满足 罗 
尔 定理 的 条 件 , 因此 , 存在 点 r e]a, 6[ 使 F'(7) = 0, 它 等 价 于 要 证 的 等 式 , 为 了 从 
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它 推出 关系 式 (4), 只 要 再 注意 , 如 果 在 ]a, 8[ 上 有 z'() 关 0, 则 仍 根据 罗 尔 定理 得 
Z(a) 关 z(B). > 

柯 西 定理 的 注 1° 如 果 把 一 对 函数 z(t),y(t) 看 作 质点 运动 的 规律 , 那么 (z'(， 
y(t)) 是 它 在 时 刻 t 的 速度 向 量 , 而 (z(8) - z(a),y(8) -y(a)) 是 它 在 时 间 间 隔 [o, | 
内 的 位 移 向 量 , 从 而 定理 断定 , 在 某 时 刻 r ela, Bl, 这 两 个 向 量 共 线 . 但 是 这 个 关于 
平面 运动 的 事实 , 同 直线 运动 中 关于 平均 速度 的 定理 一 样 ， 只 不 过 是 一 种 令 人 喜欢 
的 特殊 现象 . 事实 上 , 请 想象 一 下 沿 着 螺旋 线 均匀 上 升 的 质点 吧 . 它 的 速度 与 铅 垂 线 
构成 不 变 的 非 零 的 夹 角 , 可 是 , 位 移 向 量 却 可 能 是 竖 直 的 ( 绕 一 图 所 作 的 位 移 ). 

2° 拉 格 朗 日 公式 可 从 柯 西 公式 得 到 , 如 果 在 柯 西 公式 中 令 r = z(t) = t,y(t) = 
y(z) = f(z),a =a,B=b. 

3， 泰勒 @ 公 式 ” 从 目前 已 经 讲 过 的 微分 学 这 部 分 内 容 可 以 产生 这 样 一 个 正确 
的 观念 , 两 个 函数 在 某 点 处 越 是 有 更 多 的 导数 (包括 零 阶 导 数 ) 相同 , 它们 在 这 点 的 
邻 域内 就 越 近似 . 我 们 大 体 上 已 经 注意 过 函数 在 某 点 的 邻 域内 用 多 项 式 


Pu(z) = Ps(zoiz)=co+cl(z 一 zo) 十 … 十 cz 一 z0)” 


来 近似 的 问题 , 现在 我 们 再 来 研究 这 个 问题 . 我 们 知道 ( 见 82 第 6 段 的 例 25), 代数 
多 项 式 可 以 表 成 


PA (ro) 


Ph(z) = Pn(z0) 十 ml 


(2—z0)+…+ (2 — 20)", 


Pi(z0) 
1 
即 cx = 0) ( 0,1,.… ,用 . 此 事 容 易 直接 验证 . 
于 是 仿 果 我 们 给 定 了 一 个 在 点 zo 处 有 n 阶 导 数 的 函数 /(z), 那么 我 们 可 以 随 
即 写 出 多 项 式 
fo Leo) 


Ple0;0) = Palo) = fleo) + LP eC 国 
记 丰 上 a0 处 不 起 过 阶 的 导数 与 数 Ja) 在 点 xn 处 的 同 阶 导数 相同 


定义 5 由 关系 式 (5) 给 出 的 多 项 式 叫做 函数 f(z) 在 点 zo 处 的 n 阶 泰 勒 多 
项 式 . 


(z 一 2o) 十 …+ 一 一 一 


我 们 感 兴趣 的 是 量 
jlz) — Pa(zoiz) = rn(zoiz)， (6) 
即 多 项 式 P.(z) 与 函数 f(z) 的 偏差. 此 量 党 被 称 为 泰 贡 公 式 
7 (n) 
FO) = 0) + Lea0) + + P(e eo tralzo;s)| 四 


泰勒 (Taylor)(1685 一 1731) 一 英国 数学 家 - 
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的 余 式 , 或 更 确切 地 称 为 n 阶 余 式 或 n 阶 泰勒 公式 余 项 . 

如 果 对 于 函数 rn(zo; z), 除了 它 的 定义 (6) 外 毫 无 所 知 , 那么 等 式 (7) 本 身 当然 
是 毫 无 用 处 的 . 

现在 我 们 使 用 技巧 性 相当 强 的 方法 来 求 关 于 余 项 的 信息 . 更 自然 的 办 法 将 在 积 
分 学 中 给 出 . 


定理 2 如 果 在 以 ro、z 为 端点 的 闭 区 间 上 函 教 了 连同 它 的 前 n 阶 导数 连续 ， 
而 在 这 个 区 间 的 内 点 处 它 有 nn 十 1 阶 导数 , 那么 对 于 任意 一 个 在 这 个 闭 区 间 上 连续 
且 在 它 的 内 点 处 有 异 于 零 的 导数 的 函数 yp, 都 存在 位 于 zo 和 z 之 间 的 点 E 使 得 


mle0i) = LEE + (Eee)", (8) 
< 在 以 zo、z 为 端点 的 闭 区 间 1 上 考察 辅助 函数 
F(0) = f(z) -Paltz), (9) 


它 是 自 变量 + 的 函数 .详细 写 出 F(t) 的 定义 : 
r=10- 0+ edr+ Se- 0 


从 函数 F(t) 的 定义 和 定理 的 条 件 看 出 , F 在 闭 区 间 I 上 连续 且 在 它 的 内 点 处 
可 微 , 同时 


FOg= + 


£0 20+ Oe- 


mm (n+1), 
re i 
对 于 闭 区 间 了 上 上 的 本 类 对 F(t)、yp(t) 用 柯 西 定理 ( 见 关系 式 (4)), 求 得 介 于 zo 
和 zx 之 间 的 点 &, 在 这 点 处 , 有 
F(z)— F(zo) _ F’(é) 
p(s) -pz0) P(E) 
把 F'(€) 的 表达 式 代 进来 ， 并 注意 到 从 公式 (6)、(9) 和 (10) 推出 的 F(z) 一 
F(z0) = 0 一 下 (zo0) = -rn(zoiz), 就 得 到 公式 (8). > 
在 (8) 中 置 p(t) =z 一 已 得 到 


推论 1 ( 余 项 的 柯 西 公式 ). 


ra(zo0;7) = Hf) — A)"(e — zo0). (yD 
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在 (8) 中 置 p(t) = (z 一 tj)"t1, 得 到 特别 优美 的 公式 
推论 2 ( 余 项 的 拉 格 朗 日 公式 ) 


ma(zoiz) = if) (Os 一 zo)”+1. (12) 


四 cr 


我 们 指出 , 泰勒 公式 (7) 当 zo = 0 时 常 叫做 麦克 劳 林 @ 公 式 . 
看 一 些 例子 . 


例 3 对 于 函数 f(z) =e”, 当 zo = 0 时, 泰勒 公式 表示 为 


er=1+ 了 十 坟 Ee + + ra(0;2), (13) 
根据 (12) 可 以 认为 
rn(0;2) = EL + 一 一 一 cczn+t， 
其 中 | 人 | < Izl. 
于 是 
mal= i < De (14) 
但 对 于 任意 固定 的 ze RR, 当 m -co 时 ,我 们 已 知 ( 见 第 三 章 1 第 36 段 ) 量 ET 
是 趋 于 零 的 . 这 就 表明 , 从 估计 式 (14) 及 级 数 和 的 定义 推出 , 对 于 =Ee R 有 
ez 二 1+ 省 z+ 站 2 二 + 二 (15) 
例 4 类 似 地 , 对 于 任意 的 a,0 < a,a 关 1 我 们 得 到 函数 a? 的 展开 式 : 
az 一 1 十 ?= z+ e+ 2 十 … 十 ean 十 


例 5 设 f(z) = sinz. 我 们 知道 ( 见 82 第 6 段 例 18) f(z) = sin (z+n3), 
ne N, 因此 , 从 拉 格 朗 日 公式 人 对 于 zo = 0 和 任意 的 ze RR, 求 得 


7n(0;z) = sin (é 十 Zn + 1)): a (16) 


人 


由 此 推出 , 对 于 任意 的 固定 的 值 > e R, 当 n 一 co 时 , 量 rn(0;z) 趋 于 零 . 于 是 对 于 
任意 的 z eR, 展开 式 成 立 : 


过 三 es 人 了 T2n+1 十 .…. 
sinz 一 了 有 + + n+ 训 十 …" 绰 (17) 


外 麦克 劳 林 (C.Maclaurin)(1698 一 1746) 一 一 英国 数学 家 . 
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例 6 类 似 地 , 对 于 函数 f(z) = cosz 得 到 


rn(0;z) = [ep (E+ Fn+)) nt (18) 
和 n 
cosz =1— 7 + i -+ T+ (19) 


例 7 由 于 sh'z = chz, 而 ch'z = sh z, 所 以 , 对 于 函数 f(z) =shz, 当 zo=0 
时 , 从 公式 (12) 得 到 
Tn(0iz) 一 


全 和 oo 


其 中 当 n 为 偶数 时 , (5) = shé, 而 当 n 为 奇数 时 , p(&) = ché. 因为 上 | < |zl, 在 任 
何 情况 下 都 有 
|p(O| < max{|sh zl, | ch zl}. 


这 就 表明 , 对 于 任意 固定 的 值 re R, 当 n 一 co 时 , rn(0,z) 一 0. 于 是 我 们 得 到 对 任 
意 的 re RR 都 成 立 的 展开 式 


和 1 
Ss 
shnr=7 a 可 去 Z5 二 区 1 (20) 


例 8 类 似 地 得 到 对 于 任意 的 值 > < R 都 成 立 的 展开 式 


=1+ 12+ la+..+ liom 
chz=1+a7 + 有 十 + tn” 十 (21) 


例 9 对 于 函数 f(z) = ln(1+z), 有 


n CCD" (nD)! 
A )(z) = a 
因此 , 当 zo = 0 时 , 泰勒 公式 (7) 对 于 这 个 函数 成 为 


1 CD" 


In(z+1)=2 -3 + 了 i ti +rn(0;2). (22) 
这 次 我 们 按 柯 西 公式 (11) 来 表示 rn(0; z): 
人 nm 
Tn(0;z) 一 机 Ge (z—)"z, 
或 n 
m9 = (D's (HE) ， (23) 


其 中 点 在 0 和 z 之 间 . 
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如 果 |z| < 1, 那么 , 从 & 在 0 和 z 之 间 这 个 条 件 推出 


zl 全 加- 后- ， 1-k = 和 
Ti < = 至 站 <1- 二 = (24) 
于 是 当 |z| < 1 时 
|rn(0,z)| < lz (25) 
因此 , 当 lz| < 1 时 成 立 展开 式 
n+ 可 = 一 3 + ie CD (26) 


我 们 发 现 , 在 闭 区 间 |z| < 1 之 外 , (26) 右 端 的 级 数 处 处 发 散 , 因为 它 的 一 般 项 
当 |z| > 1 时 不 趋 于 零 . 


例 10 若 ftz) = (1+z)", 其 中 aeR, 则 
f(z) = ala 一 1)…(a 一 ma +1l(+z)c-". 
因此 , 当 zo = 0 时 , 这 个 函数 的 泰勒 公式 (7) 有 如 下 的 形式 : 


se D2 es a(a— De 一 多 十 Dn + ra(0;2). (27) 


使 用 柯 西 公式 (11), 求 得 


(1+2)° =1+ z+ 


rn(0;z) = so- de)( +é€)°-"(z — €)"z, (28) 


其 中 上 位 于 0 和 z 之 间 . 
如 果 |z| < 1, 那么 使 用 估计 式 (24), 有 


Ira(O;o) < le (29) (2) + ln. (29) 


当 nn 增加 1 时 , 不 等 式 (29) 的 右边 乘 以 | -1)a 


如 果 |z| < 9 < 1 则 不 管 a 的 值 如 何 ,对 于 足够 大 的 n 将 有 4- 1)o|<<1 
由 此 推出 , 对 于 任意 的 a e 及 和 开 区 间 |z| < 1 中 任意 的 zx, 当 n 一 o0 时， 
xa(0;z) 一 0; 因此 在 开 区 间 |z| < 1 上 成 立 由 牛顿 得 到 的 展开 式 (牛顿 二 项 式 ) 


(a—1) 
(1+2)° =1+ r+ 
+o) a n+ De (30) 
nl 
我 们 注意 到 , 从 达 朗 贝尔 比较 检验 法 ( 见 第 三 章 81 第 46 段 ) 可 以 看 出 , 当 jz| > 1 
时 , 只 要 a ¢ N, 级 数 (30) 总 是 发 散 的 . 
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现在 我 们 单独 讨论 a = n e N 的 情形 . 
这 时 函数 f(z) = (1+z)s = (1+z)" 是 n 次 多 项 式 , 因此 它 的 一 切 高 于 n 阶 的 
导数 都 是 零 . 于 是 , 我 们 从 泰勒 公式 (7) , 以 及 例如 拉 格 朗 日 公式 (12) 都 得 到 等 式 : 


i Ne 由 


n 
(+2)"=1+17 | 2 (31) 


这 正 是 我 们 在 读 中 学 时 就 知道 的 具 自 然 数 指数 的 牛顿 二 项 式 公式 : 
(1+2)"=1+Clr+C272 + + ON". 


这 样 , 我 们 已 经 定义 了 泰勒 公式 (7), 并 且 得 到 了 泰勒 公式 余 项 的 表达 式 (8) 、 
(11)、(12). 我 们 所 得 到 的 关系 式 (14)、(16)、(18)、(25)、(29) 可 以 用 来 估计 按 泰 勒 
公式 计算 一 些 重 要 的 初等 函数 时 的 误差 . 最 后 , 我 们 还 得 到 了 这 些 函 数 的 朝 级 数 展 
开 式 . 


定义 6 如 果 函 数 f(z) 在 点 zo 处 有 任意 阶 导数 , 那么 级 数 
Jeo) 二 十 Peojtz 一 ao) 十 … 十 让 foo(zojfz — 20)" + 


叫做 函数 f 在 点 zo 处 的 泰勒 级 数 . 


不 应 该 认为 每 个 无 穷 可 微 的 函数 的 泰勒 级 数 都 在 点 zo 的 某 个 邻 域内 收敛 , 因 
为 对 于 任何 一 个 数列 co,c1,… ,cn,… 都 可 以 构造 (这 并 不 是 很 简单 的 ) 一 个 函数 
f(z), 使 得 fm)(zo) = cn,n EN. 

也 不 应 该 认为 , 如 果 泰 勒 级 数 收敛 , 它 就 一 定 收敛 到 产生 它 的 函数 . 泰勒 级 数 收 
伍 到 产生 它 的 函数 , 此 事 只 对 于 所 谓 解析 函数 成 立 . 

下 面 就 是 一 个 柯 西 给 出 的 非 解析 函数 的 例子 : 


e- 立 , 若 z #0， 
f(z)= 
0, 车 z =0. 


从 导数 的 定义 出 发 , 由 于 当 z 一 0 时 , 不 管 值 如 何 总 有 zre- 广 一 0 ( 见 第 三 
章 82 的 例 30), 可 以 验证 对 于 n = 0,1,2,… ,了 ("(0) = 0. 于 是 , 在 这 种 情况 下 泰勒 
级 数 的 每 一 项 都 是 零 , 从 而 它 的 和 恒 等 于 零 , 同时 , 当 z 关 0 时 , f(z) 0. 

最 后 我 们 来 详细 研究 一 下 泰勒 公式 的 局 部 形式 . 

重新 回 到 用 多 项 式 局 部 通 近 函数 f : B 一 及 的 问题 . 我 们 是 在 81 第 3 段 中 开始 
讨论 这 个 问题 的 . 我 们 试图 选择 一 个 多 项 式 Pn(zo0;z) = co+ci(z 一 zo) 十 … 十 cn(z 一 
Zo)", 使 得 

f(z) = Pn(z0; 2) +o((z 一 zoj”), 当 z — Zo, 7 € E, 
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或 详细 写 出 来 
f(z) =c+ctz 一 zo) 二 十 oz 一 zoom 二 ol(z 一 zo)”)， 
当 z 一 zoz EE. (32) 
我 们 明确 地 叙述 一 个 实质 上 已 经 证 明了 的 
命题 3 如 果 满 足 条 件 (32) 的 多 项 式 
Pn(zo;z) = co tol(z— zo) ++ en(T — zo0)" 
存在 , 那么 它 是 唯一 的 . 


< 实际 上 多 项 式 的 系数 可 以 从 条 件 (32) 顺 次 完全 单 值 地 (根据 极限 的 唯一 性 ) 
求 出 来 : 


全 plim,, f(?), 
cl = lim En 


ee 1 -ott (eso) 
Elz zo ; 


现在 证 明 


命题 4 (局 部 泰勒 公式 ) 设 马 是 以 zo ER 为 端点 的 闭 区 间 . 如 果 函 数 了 :已 一 
肥 在 点 zo 处 有 直到 nn 阶 的 导数 f'(z0),… ,f((zo), 那么 下 列表 达 式 成 立 : 
(n) 
f(z) = Fle) + {EO (os0) + + f(s 20)" 
+o((Z — £0)"), zr — rz0,7 € E. (33) 


这 样 一 来 , 可 微 函 数 的 局 部 通 近 问题 就 由 相应 阶 数 的 泰勒 多 项 式 解决 了 . 

由 于 泰勒 多 项 式 忆 ,(zo;z) 是 根据 这 样 的 条 件 构造 的 , 即 在 点 zo 处 它 和 函数 f 
的 n 阶 以 内 的 同 阶 导数 相同 , 所 以 f(zo) - PA (zo;zo) = 0(k = 0,1,… ,n), 从 而 
公式 (33) 的 正确 性 由 下 述 引 理 确立 . 

引 理 2 车 范 数 p: 巨 一 及 定义 在 以 zo 为 端点 的 闭 区 间 上 , 在 点 zo 处 有 一 切 
不 超过 n 阶 的 导数 (zo0),… ,pm)(zo), 且 yp(z0) = 9 (750) =… = 二"(zo) =0, 则 
当 zz 一 Zo,z € E 时 , p(z) = o((z — x0)"). 

< 当 n = 1 时 , 结论 可 从 函数 p 在 点 zo 处 可 微 的 定义 如 下 推出 : 据 可 微 的 定义 


olz) = p(z0) +w'(zoj(z 一 zo)+olz — x0), zr — zo,z € EF. 
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但 因 w(zo) = w(zo) = 0, 故 有 
olz) = olz -zo), 当 z 一 zo,ze E 时 . 


现在 假定 命题 对 阶 数 n = 一 1 > 1 已 证 实 . 我 们 来 证 它 对 于 阶 数 n=k>2 也 
成 立 . 
我 们 预先 指出 , 由 于 


{k—1) wlK-1l) 
m 一 和 ro) 


(k) = (ok-Dytz 一 1 
p(T0) = (2 ) (zo) pdm 和 


那么 , pl9(zo) 的 存在 是 以 pk-0(z) 在 巨 上 zo 的 一 个 不 管 多 么 小 的 邻 域 中 有 定义 
为 前 提 的 . 如 果 必 要 的 话 , 只 消 缩短 闭 区 间 瓦 , 就 可 以 预先 认为 函数 p(z)、w'(z)……， 
el-D(z), 其 中 大 > 2, 在 以 zo 为 端点 的 整个 闭 区 间 E 上 有 定义 . 由 于 大 > 2, 那么 ， 
所 以 函数 p(z) 在 上 有 导数 w'(z), 且 根据 条 件 , 有 


(wo)'(zo) = = (Pp) D(z0) = 0 
这 样 一 来 , 根据 归纳 假设 
(7) =o((z 一 zo) 1) 当 z — zo,z € E 时 . 
此 时 , 用 拉 格 朗 日 定理 , 得 到 


ep(z) = p(z) 一 p(zo) = p'(€)(z ~ xo) 
= a(é)(€ — z0)*-!(z 一 zo)， 


其 中 & 是 位 于 zo 和 z 之 间 的 点 , 即 | -zol < lz - zo|, 而 当 & 一 zo、€ € 互 时 ， 
a(&) 一 0. 这 就 意味 着 , 当 z 一 zo、z E 己 时 ,同时 有 一 zo0、€E 忆 且 a(é) 一 0. 而 
由 于 
Ip(o)| < la(ellz -zol lz — zol, 
所 以 , 就 证 明了 “ 
wp(z) =0((z — Zz0)*) zx 一 zoze 了 一. 

这 样 一 来 , 根据 数学 归纳 法 的 原理 , 引 理 2 的 结论 得 到 了 证 明 . > 

关系 式 (33) 之 所 以 叫做 局 部 泰勒 公式 , 是 因为 根据 其 中 余 项 的 形式 (所 谓 佩 亚 
诺 形式 ) 

rn(zoiz) = o((2 — z0)") (34) 

只 能 对 泰勒 多 项 式 和 当 z 一 zo; ze EB 时 函数 的 渐 近 行 为 作出 结论 . 

因此 , 公式 (33) 对 于 计算 极限 及 描述 当 z 一 zo、ze 已 时 函数 的 渐 近 行为 是 适 
用 的 , 但 是 , 只 要 对 量 rn(zo; z) = o((z - zo)”) 还 没有 作出 实际 的 估计 , 它 都 不 能 应 
用 于 函数 值 的 近似 计算 . 
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总 结 一 下 . 我 们 定义 了 泰勒 多 项 式 
ee) 


Pn(zo;7) = f(z0)+ (zz0) + 
Eo 一 zo)”， 
写 出 了 泰勒 公式 
0) = fro) + LO (0 a0) + + EO (~ a0) + rao0;0) 


并 得 到 了 它 的 下 列 重要 的 具体 表达 式 : 
如 果 f 在 以 zo、z 为 端点 的 开 区 间 中 有 n+1 阶 导 数 , 则 


7 各 加 en+ OO 


ja) = Jo)+ | 


(z 一 zo) 十 … 十 


(一 zo)" (35) 


其 中 上 是 位 于 zo 和 zx 之 间 的 点 ; 
如 果 f 在 点 zo 处 有 直到 n > 1 阶 的 导数 , 则 


2 0) 


10) = flen) + + Fe 


(z 一 zo) 十 … 一 zo)"+ol(z 一 zo)”)， (36) 


关系 式 (35) 称 为 具有 术 格 朗 日 余 项 的 泰勒 公式 , 它 显然 是 拉 格 朗 日 定理 的 推广 ， 
后 者 是 它 当 n = 0 时 的 特例 . 

关系 式 (36) 称 为 具有 佩 亚 诺 余 项 的 泰勒 公式 , 它 显然 是 函数 在 一 点 处 可 微 的 定 
义 的 推广 , 后 者 是 它 当 = 1 时 的 特例 . 

我 们 注意 到 , 公式 (35) 实际 上 含有 更 多 的 内 容 , 因为 一 方面 如 我 们 已 见 到 的 , 用 
它 能 够 估计 余 项 的 绝对 值 , 而 另 一 方面 , 例如 , 当 fo+(z) 在 zo 的 邻 域内 有 界 时 ， 
从 它 还 推出 渐 近 公式 


党 eo) 


n) 
/四 = fe0) + LO 0) + Ee a0)" + Ol ~ a0)"+), (7) 


因此 , 对 于 无 穷 可 微 的 函数 , 公式 (35) 包含 着 局 部 公式 (36) ， 而 经 典 分 析 在 绝 大 多 
数 场合 都 是 与 这 种 函数 打交道 的 . 


特别 地 , 根据 公式 (37) 和 前 面 研究 过 的 例 3 一 例 10, 现在 可 以 写 出 下 面 的 当 
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z 一 0 时 的 渐 近 公式 表 : 


1 1 
=1+ Ti+ +? +O(2" 1), 


i i 2n+2 
cosz=1 a + a + jr + O(z )， 


(一 D7 
sinz 一 Z es wy 


= 一 ri 2n+2 
chz=1 二 了 1 2 + mn Ji mm 十 O(z2n+2)， 


hz = __ 2n+1 2n+3. 
shz= 二 十 ， + rt + O(z: 上 


z2n+1 十 O(z2n+3)， 


一 yn 一 1 
DG+ 可 = 一 3 + y Zn 十 O(zn+l)， 


(+9 =1+ + 2 2 n+1) gn + O(znt!). 


现在 再 考察 几 个 应 用 泰勒 公式 的 例子 . 


例 11 写 出 计算 函数 sinz 在 闭 区 间 -1 < z < 1 上 的 值 的 多 项 式 , 使 绝对 误差 
不 超过 10-3. 


我 们 取 函 数 sinz 在 点 zo = 0 的 邻 域内 展开 所 得 适当 次 数 的 泰勒 多 项 式 作为 这 
样 的 多 项 式 . 因为 


sinz = z 一 二 za 十 二 一 (ED 
wo n+1)! 


其 中 余 项 按 拉 格 朗 日 公式 给 出 : 


Tt 十 0.Z2n+2 + ron+2(0; 2), 


sin (¢ 平 Ton 十 3)) 


.2m 十 3 
Crt a 


Tan+2(0;7) = 


所 以 当 |z| < 1 时 ， 


Inta0ials Tartar 


但 当 n>2 时 ， [ee ere 10-3, 所 以 


sinz ~ + 


它 在 闭 区 间 |z| < 1 上 具有 所 需 的 精确 性 . 
例 12 我 们 证 明 当 z 一 0 时, tgz=z 十 和 十 o(z3). 
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tg z=c0s ?rz, tg’r=2c0s zr.sing, 
tg%z = 6cos-4zsin2z 十 2cos-2z. 
于 是 , tg0 = 0,tg'0 = 1,tg”0 = 0,tg%0 = 2, 从 而 由 局 部 泰勒 公式 推出 所 需 的 关 
系 式 . 


例 13 设 e > 0. 我 们 来 研究 级 数 In cos 二 的 收 全 性 
n=1 
当 a > om 一 oo 时 , 去 一 0. 估计 级 数 项 的 阶 


I 二 TY 1 
ljncos 二 =In 1 一 页 Fe +o ne hh ma): 


于 是 我 们 的 级 数 是 常 号 级 数 , 其 项 与 级 数 了 一 下 
n= 


27m2a 


的 项 等 价 . 由 于 后 者 仅 当 


a > 时 收敛 , 所 以 在 所 说 的 区 域 a > 0 中 , 原来 的 级 数 仅 当 a > 时 收敛 ( 见 问 题 
15b)). 
例 14 我 们 证 明 当 z 一 0 时 ， 
ln cosz= -3 一 证 一 部 十 ofz5). 
这 次 我 们 不 去 逐次 计算 六 个 导数 , 而 是 使 用 已 经 知道 的 当 z 一 0 时 , cosz 的 展 


开 式 和 当 ww 一 0 时 , ln(1 +u) 的 展开 式 : 
lncosz = ln (1 一 A + a 一 有 +otea)) 


=in(1+ = 3 + 了 +O(ug) 
= (-ie + i 一 Ee + 0(z®)) 


(mhz 局 AR = +0(z)) 


2、\(205 31 下 
1 1 6 8 
+3 (x? + O(z )) 

和 1 


: 
= a 三 五 一 二 全 十 O(z8). 


例 15 求 函 数 Incosz 在 z=0 处 的 前 六 个 导数 的 值 . 

(ncosz) = 二 sa. 于 是 在 = = 0 处 , 由 于 cos0 关 0, 所 以 这 个 函数 显然 有 任意 
阶 的 导数 、 我 们 不 深 采 这 些 导数 的 函数 表达 式 着 手 , 而 是 使 用 泰勒 多 项 式 的 唯一 性 
和 上 例 的 结果 . 
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j(z)=co+cz+…+cnzn 二 olzn) zr — 0, 


ck = 0, 即 f(®)(0) = ktcx. 
于 是 , 在 我 们 的 情形 , 有 


(ncos)(0) = 0， (neos)(0) = 0，(n cos)"(0) = -3 -2 
incos) WV(0) =0， (ln eo) (0) = 十- 
(Ineos)®(0) =0， (In eco) =- 恋 


例 16 设 f(z) 是 在 点 zo = 0 处 无 穷 可 微 的 函数 , 并 已 知 它 的 导数 在 零 的 邻 域 
内 的 展开 式 . 


“6!. 


Jr(z) = 四 十 dz 十 十 czn 十 OUzntl). 
那么 , 根据 泰勒 展开 式 的 唯一 性 , 我 们 有 
(f)® (0) = ktch, 
因此 f(*+D)(0) = klck. 这 样 一 来 , 对 于 函数 f(z) 本 身 , 有 展开 式 


! !e/ 
j 四 = 7 生理 全 + 


an+1 十 O(zn+2)， 


化 简 之 后 即 


Jo) =JO+ 开 e+ Sm 于 5 I + O(z"+2). 
例 17 求 函 数 f(z) = arctgz 在 零 处 的 泰勒 展开 式 . 


由 于 Jo) = 了 了 =(1+22)-1=1 一 22+24 一 … 十 (一 1)"z2n 十 O(z2"+2), 所 


以 根据 上 例 所 说 的 理由 ， 


f(z) =/(0) +1o- $e +3 


即 


3 
-1 
5 了 7 十 Oo), 
本 1 3 1 5 CD” 2m 十 1 2n 十 3: 
arctgz 一 工 3 + 87 + pr +O(2 3). 
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例 18 类 似 地 , 把 函数 arcsin' z = (1 -- z2)-# 在 零 的 邻 域内 按 泰勒 公式 展开 ， 
逐次 求 出 


(+ 人 于 =1+ 一 w+ 一 全 一人 2 十 … 


(1—22)- Bl+de 2 


(2m — 1)!! 
‘csinz = 
arcsinz =z 十 了 -57 十 - 囊 -6 + nn” 


或 在 经 过 一 些 初等 变换 后 得 


z2n+1 十 O(z2n+3)， 


A 和 + Oss a = em 十 O(z2n+3)， 
这 里 , (2n 一 =1.3.… (2n—1),(2n)! =2.4..…. (2n). 


例 19 利用 例 5、 例 12、 例 17、 例 18 的 结果 求 得 


arctgz 一 sinZ 
zr—0 tgz— arcsinz 
= 一 je + oa) 一 E 一 i + ed) 
ST 1 
ee Ee + 5+ oa 二 | 十 可 到 十 olo5]| 


1 3 
一 zz3 十 O(z5) 
= lim -一 一 一 一 = 一 1. 
+OGz5) 


练 习 


1. 选择 数 a 和 5b 使 得 函数 f(z) = cosz 一 ae 当 z 一 0 时 是 尽 可 能 高 阶 的 无 穷 小 量 . 


工 十 zz 
E 1 z \= 

全 im [5 2 (#1) | 
3. 写 出 函数 ez 在 零点 处 的 一 个 泰勒 多 项 式 , 使 能 按 它 在 闭 区间 -1 < z < 2 上 计算 ez 的 值 精 

确 到 10-3. 
4. 设 f 是 在 零点 无 穷 可 微 的 函数 . 证 明 : 

a) 车 f 是 偶 函 数 , 则 它 在 零 这 点 的 泰勒 级 数 只 含有 z 的 偶 次 每 . 

b) 车 f 是 奇 函数 , 则 它 在 零 这 点 的 泰勒 级 数 只 含有 z 的 奇 次 军 . 
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5. 证 明 : 车 fe Ce 70(0) =0, 当 n=0,1,2,…, 并 且 存在 数 C, 使 得 


sup If (rz)|<nlC", neN, 
—1gzg1 


那么 ,在 [1,1] 上 f(z) = 0. 
6. 设 JeCeo( -110) 且 sup | <1. 
设 ma(D) = 闻 1%(e)l, 其 中 了 是 含 在 开 区 同 ] -1.1 中 的 区 间 , 证 明 : 
a) 车 被 分 成 顺 次 的 三 个 区 间 五、 五 、 到 , 且 是 五 的 长 , 则 


mx(D) < (msl) + me-1(13)). 


b) 若 了 的 长 是 入 , 则 
alt Lk 
mx(D) < 2 La 


c) 存在 这 样 的 数 an, 它 只 与 n 有 关 , 使 得 车 |f'(0)| > an, 则 方程 


f™(z)=0 
在 ] 一 1,1[ 中 至 少 有 n 一 1 个 不 同 的 根 . 


提示 “在 b) 中 用 a) 和 归纳 法 原理 ; 在 <) 中 用 a) 并 归纳 地 证 明 : 在 ] 一 1,1[ 中 存在 这 
样 的 点 列 


Zhi < Zia < … < Tks 
使 得 对 于 1 < is 一 1 ftze) :f(Tkn) < 0. 


7. 证 明 ; 车 函数 / 在 开 区 间 上 定义 且 可 微 , la, 蝇 < 了 则 
a) 函数 f'(z)( 不 必 是 连续 的 !) 在 [a, 可 上 取 遍 f'(a) 和 f'(b) 之 间 的 一 切 值 (这 是 达 布 9 
定理 ). 
b) 车 还 有 f"(z) 在 ja, 区 中 存在 , 则 存在 点 & eja, bl, 使 得 


f°(b) —f(0) = f"(€)(6— a). 


8. 函数 f(z) 在 全 数 轴 上 可 微 且 f'(z) 可 以 不 连续 ( 见 81 第 5 段 例 7). 
a) 证 明 : 函数 f'(z) 只 可 能 有 第 二 类 间断 点 . 
b) 指出 下 述 对 于 f(z) 的 连续 性 的 “证 明 ” 中 的 错误 . ， 


4 设 zo 是 RR 中 任意 一 点 且 f(zo) 是 函数 f 在 点 zo 处 的 导数 . 根据 导数 的 定义 和 拉 


格 朗 日 定理 


-Je mm f= 
y (co) = .im 二 = lim f(8) dm, f 9， 


其 中 & 是 zo 和 z 之 间 的 点 , 从 而 当 z 一 zo 时 也 趋 于 ro. > 


四 达 布 (G.Darboux)(1842 一 1917) 一 一 法 国 数学 家 . 
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9. 设 f 是 区 间 上 的 二 次 可 微 函数 . 设 
Mo = sup|f(z)| Ma = sup|f'(z)|, M2 = suplf” (2)|. 
ET zel Er 


证 明 : 
有 若 T= [aal, 则 
Po 
OI< 加 + 于 Mo 


b) 


Mi < 2V 而 觅 , 车 [的 长度 不 小 于 2 各， 
E 
Mi < ViMo NM, 若 [ = R. 


ec) 在 b) 中 数 2 和 V3 不 可 再 减 小 . 
d) 车 f 在 RR 中 p 次 可 微 , 且 量 Mo 和 Mo = suplf™ (a) 都 有 限 , 则 对 于 1<k<p, 量 
ze 


Mk = sup If 中 (z)| 亦 有 限 且 
6 
Mi < 2 M$ Mb. 


提示 “利用 问题 6b),9b) 和 归纳 法 原理 . 
10. 证 明 : 若 函 数 f 在 点 zo 处 有 直到 ”+ 1 阶 导数 , 则 泰勒 公式 的 拉 格 朗 日 型 余 项 


ra(z0;2) = Hf (zo + (2 ~ 20))(2 — zo)", 


其 中 的 量 0 = 0(z) 当 = 一 zo 时 趋 于 二 
11. 设 f 是 区 间 7 上 的 m 次 可 微 函 数 . 证 明 : 
a) 车 f 在 区 间 7 的 m 十 工 个 点 处 为 零 , 则 存在 点 &e 了 I 使 fo(5) = 0. 
b) 如 果 z1,z2，… ,zp 是 区 间 7 的 点 , 则 存在 唯一 的 不 超过 n 一 1 阶 的 多 项 式 L(z)( 拉 格 
朗 日 插值 多 项 式 ), 使 得 f(zi) = L(zi)(i = 1,2,… ,n). 此 外 , 对 于 ze 了 存在 ET 
使 得 
f(z) - L(z) = 区 za) 


nl 

co) 车 zi < za < … < zp 是 区 间 了 的 点 , mi(1 < i < p) 是 这 样 一 些 自然 数 , 使 得 
人 十 ma 十,… 十 np 二 nn 且 当 0<k< nm 一 1 时, fj((zri) = 0, 则 在 区 间 [z1,zp] 中 存 
在 点 使 fo D(6) = 0. 

d) 存在 唯一 的 n 一 1 阶 多 项 式 吾 (z)( 埃 尔 米 特 @ 插 值 多 项 式 ), 使 得 当 0 < k< ni 一 1 时 
f(zi) = P 由 (zi). 此 外 , 在 包含 点 > 和 zi(i = 1,… ,p) 的 最 小 的 区 间 内 部 存在 点 6 
使 得 


(ee)™ 


f(a) = Hz) 二 =. 


nl 


四 埃 尔 米 特 (Hermite)(1822 一 1901) 一 一 法 国 数学 家 , 从 事 分 析 学 问题 的 研究 , 特别 是 证 明了 数 。 
的 超越 性 . 


$3， 微 分 学 的 基本 定理 .211 ， 


这 个 公式 叫做 埃 尔 米 特 插值 公式 . 诸 点 Zi(i = 1,.… ,p) 分 别 叫做 ns 重播 值 节点 . 拉 格 
朗 日 插值 公式 (问题 b) 是 埃 尔 米 特 公式 当 p 二 n,ni = 1(i = 1,… ,n) 时 的 特例 , 同样 , 具 
有 拉 格 朗 日 余 项 的 泰勒 公式 也 是 埃 尔 米 特 插值 公式 的 特例 , 它 相 应 于 p = 1 的 情形 , 即 在 一 
个 n 重 插值 点 上 插值 的 情形 . 
12. 证 明 : 
a) 在 实 系数 多 项 式 P(z) 的 两 个 实 根 之 间 存 在 它 的 导数 P'(z) 的 根 . 
b) 若 多 项 式 P(z) 有 重 根 , 则 多 项 式 P'(z) 也 有 这 个 根 , 但 重 数 少 1. 
0) 车 Q(z) 是 多 项 式 P(z) 和 P'(z) 的 最 大 公 因 式 , 其 中 P'(z) 是 多 项 式 P(z) 的 导数 ， 
则 多 项 式 强 以 多 项 式 P(z) 的 根 为 根 , 且 都 是 一 重 的 . 
13. 证 明 ; 
a) 任 一 多 项 式 P(z) 都 可 表 成 co + cl(z 一 zo) 十 … 十 cn(z 一 zo)” 的 形式 . 
b) 存在 唯一 的 n 阶 多 项 式 P(z) 使 得 当 巨 3z 一 zo 时 ， 
f(z) - P(z) = o((z ~— z0)"). 
这 里 /是 定义 在 集 巨 上 的 函数 , 而 zo 是 玉 的 极限 点 . 
14. 借助 于 对 k,1 < 大 的 归纳 法 , 我 们 定义 函数 了 在 点 zo 处 的 阶 有 限 差 ; 
Al:jf(zoi 冲 ) = Af(zo;hi) = f(zo + hi) -7(zo)， 
A?f(zo;hi, h2) = AAf(zo; hi, h2) 
= (f(zo+ hi+h2)— f(zo+h2)) — (f(zo+ hi)— f(z0)) 
= f(zo+hit+h2)— f(zo+hi)— f(zo+h2)+ f(z0), 


Arf(zo; hi ,hk) = A*~1gx(zo; hi,. ,hx-1), 


其 中 gk(z) = A'f(z; hs) = f(z + hr) — f(z). 
a) 设 fe Cm-n)[a,, 且 至 少 在 开 区 间 Ja,b[ 中 f(z) 存在 . 若 诸 点 


Zo, To+ hi, zo 十 ha2,zo 十 加 十 ha，…… ,To+ ht hn 
皆 在 fa, 中 中 , 则 在 包含 这 些 点 的 最 小 闭 区 间 的 内 部 存在 点 & 使 得 
A"f(zos hs ,hn) = FO (Chi ee hn. 
b) ( 续 ) 车 fm(zo) 存在 , 则 成 立 估计 式 
IA® f(zo; he ,hn) — FO (zo hn) 


< sup |f™(z)— fF (zo hl lhnl. 
zEja,bl 


9 ( 续 ) 置 A"f(zo;h… ,及 = A"f(zo;h"). 证 明 ,车 f(zo) 存在 , 则 


Cn im Sf(z0;h") 
人 -有 全 全 
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d) 举例 证 明 , 即使 /™(zo) 不 存在 , 上 面 的 极限 也 可 以 存在 . 
提示 “例如 对 于 函数 
f= zsin ,2 #0, 
， z=0, 
考察 A?f(0; h?) 并 证 明 
lim 
h—0 


15.。 a) 将 拉 格 明日 定理 用 于 函数 二 ,其 中 a > 0, 证 明 对 于 ne N 和 a > 0 成 立 不 等 式 


A?f(0;h? 
:0 2 


{<i( 1 -去 ) 
ntae “alm ne 


b) 用 问题 a) 的 结果 证 明 级 数 》) 直 当 o> 1 时 收 人 


n=1 


84. 用 微分 学 的 方法 研究 函数 
1 函数 单调 的 条 件 (参看 函数 单调 性 检验 法 ) 


命题 1 开 区 间 ]a,b[ 已 上 可 微 的 函数 了 :已 _ 肥 在 此 区 间 内 的 单调 性 与 它 的 


导数 f' 在 此 区 间 的 符号 ( 正 、 负 ) 彼此 之 间 有 下 述 的 关系 : 
Ji(z) > 0 一 j 递 增 汪 了 (z) > 0， 
ji(z) >0 字 不 减 有 > f(T) > 0， 
f(z) 三 0 全 了 = const( 常 数 ) 僵 f(z) 三 0， 
jz) <0 池 /不 增 =3 f(z) < 0， 
f'(z) < 0 一 /递减 一 1'(7) < 0. 


< 左边 这 栏 的 结论 我 们 在 讨论 拉 格 朗 日 定理 时 已 经 知道 了 , 根据 拉 格 朗 日 定理 


f(z2) ~ f(z1) = f"(€) (x2 — 21), 


其 中 zuza eja,6[ 且 在 zi 和 zo 之 间 . 从 这 个 公式 见 到 , 当 zi < zz 时 , 差 f(zz) 一 


f(zi) 的 正 负 与 六 (6) 的 正 负 一 致 . 


右边 那 栏 的 结论 直接 由 导数 的 定义 得 出 . 例如 我 们 来 证 明 , 若 在 ]a,b| 上 可 微 的 


函数 递增 则 在 ]a,j[ 上 f'(z) > 0. 实际 上 
7 加 = 四 了 + 有 -1 


车 有 >0, 则 f(z+ 有 加 一 f(z) >0, 而 若 h<0, 则 f(z 二 hh) 一 f(z) < 0; 因此 极限 号 后 


面 的 分 数 是 正 的 . 
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因此 , 它 的 极限 f(z) 非 负 , 这 就 是 所 要 的 结论 . > 

注 1 从 函数 f(z) = zs 这 个 例子 见 到 , 可 微 函数 的 递增 只 蕴含 导数 的 非 负 而 
不 蕴含 导数 恒 正 . 在 这 个 例 中 , f'(0) = 3z?|z=0 = 0. 

注 2 在 4 地 B 这 个 记号 中 ,如 我 们 已 经 及 时 指出 过 的 , 4 是 B 的 充分 条 件 而 
B 是 4 的 必要 条 件 . 这 就 意味 着 , 从 命题 1 特别 地 可 以 做 出 下 面 的 结论 : 

函数 在 开 区 间 上 为 常数 当 且 仅 当 它 的 导数 在 这 个 区 间 上 恒 等 于 零 ; 

要 使 在 开 区 间 上 可 微 的 函数 在 这 个 区 间 上 递减 , 只 需 使 它 的 导数 在 这 个 区 间 的 
任何 一 点 处 都 是 负 的; 

为 使 在 开 区 间 上 可 微 的 函数 在 这 个 区 间 上 递减 , 它 的 导数 在 这 个 区 间 上 必须 是 
非 正 的 . 

例 1 设 在 了 上 f(z) =z3 一 3z+2. 那么 f/(z) = 3z? 一 3= 3(z? 一 1), 并 且 , 由 
于 当 lz| < 1 时, f(z) < 0, 以 及 当 lz| > 1 时, f'(z) > 0, 所 以 可 以 断言 , 函数 在 开 区 
间 ] - oo, -1[ 上 递增 , 在 开 区 间 ] -1,1[ 上 递减 , 而 在 开 区 间 ]1, +oo[ 上 重 又 递增 . 


2. 函数 的 内 极 值 点 条 件 ”根据 费 马 引 理 (83. 引 理 1), 可 以 得 到 下 面 的 

命题 2 (内 极 值 点 的 必要 条 件 ) 要 使 点 zo 是 定义 在 这 点 的 领域 中 的 函数 
j : U(zo) 一 民 的 极 值 点 ， 必 须 成 立 下 列 两 条 件 之 一 : 或 者 函数 在 zo 不 可 微 ,或 
者 j(zo) = 0. 

简单 的 例子 表明 , 极 值 点 的 这 些 必要 条 件 不 是 充分 的 . 

例 2 设 在 及 上 f(z) = z3. 那么 "(0) = 0, 但 在 点 zo = 0 处 没有 极 值 . 

例 3 设 


z， 当 z> 0, 
/= 位 当 z < 0. 


这 个 在 零点 发 生 转 折 的 函数 显然 在 这 点 既 无 导数 亦 无 极 值 . 


例 4 我 们 来 求 函 数 f(z) = z? 在 闭 区 间 [-2,1] 上 的 最 大 值 . 在 这 种 情况 下 , 显 
然 最 大 值 在 区 间 -2 的 一 端 处 达到 . 但 正规 的 求法 是 这 样 的 . 求 出 f(z) = 2z 以 及 开 
区 间 ] 一 2,1[ 中 一 切 使 J/'(z) = 0 的 点 . 在 我 们 的 题目 中 , 这 样 的 点 , 只 有 一 个 , 就 是 点 
z = 0. f(z) 的 最 大 值 或 在 这 些 点 中 达到 , 或 在 一 个 端点 处 达到 . 关于 端点 的 情形 , 命 
题 2 什 么 也 没 说 . 因此 , 在 我 们 的 情况 下 , 应 当 把 函数 值 f(-2) = 4,f(0) = 0,f(1) = 1 
进行 比较 , 由 此 断定 函数 f(z) = z? 在 闭 区 间 上 的 最 大 值 等 于 4, 它 是 在 这 个 区 间 的 
一 端 -2 处 达到 的 . 


根据 在 第 1 段 中 建立 的 关于 导数 的 符号 和 函数 的 单调 性 之 间 的 联系 , 我 们 得 到 
下 述 在 一 点 处 存在 局 部 极 值 或 不 存在 局 部 极 值 的 充分 条 件 . 
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命题 3 (用 一 阶 导数 表达 的 极 值 的 充分 条 件 ) 设 f : U(zo) 一 及 是 定义 在 点 zo 
的 邻 域内 的 函数 , 在 点 zo 处 连续 且 在 它 的 空心 邻 域 六 (rzo) 中 可 微 . 设 
U(r0)= {zsUojlz<zoj，D+(zo)= {zeUlzollzo < zj 

那么 下 列 断 语 成 立 : 
(yzeDr(zo(f'z)<0)A(wzeDrlzol(f(z)<0) 
全 (f 在 zo 处 没有 极 值 ); 
(Vz eV (zo)(f’(z) <0)) A (vr e D(zo) (f(z) > 0)) 
全 (zo 是 f 的 严格 局 部 极 小 值 点 ); 
©) (vzeU- (zo)(f'(z) >0) NV edt(ro)(f(z) < 0)) 
全 (zo 是 f 的 严格 局 部 极 大 值 点 ); 
(VreU- (zo)(f'(z) > O) A (vr EVt(zo)(f’'(z) > 0)) 
芒 (f 在 zo 处 没有 极 值 ). 

可 以 简单 地 但 不 太 确 切 地 说 , 如 果 经 过 一 个 点 时 导数 变 号 , 则 有 极 值 , 而 若 导数 
不 变 号 , 则 没有 极 值 . 

我 们 立即 注意 到 , 关于 极 值 的 这 些 条 件 是 充分 的 , 但 不 是 必要 的 . 下 面 的 例子 可 
以 说 明 这 一 点 

例 5 设 


a 


b 


d 


下 
2 当 
品位 十 Z2 sin ~, rz#0, 
0, 当 z = 0. 


由 于 z? < f(z) < 3z2, 那么 很 明显 , 函数 在 点 zo = 0 处 有 严格 局 部 极 小 值 但 
无 论 在 这 个 点 的 哪个 空心 半 邻 域 中 , 它 的 导数 Pr(z) = 4z + 2zsin 一 cos 都 不 保 
号 这 样 一 个 例子 还 指出 了 由 于 命题 3 的 上 述 简略 表达 而 可 能 引 超 的 误会 ” 

现在 证 明 命题 3. 

< a) 从 命题 2 推出 函数 /在 姓 -(zo) 上 严格 递减 . 由 于 f 在 zo 连续 , 故 

io 7)= f(z0), 

从 而 当 z EUV-(zo) 时 , f(z) > f(z0). 同 理 , 当 z EU+(zo) 时 , f(zo) > f(z). 这 样 一 
来 , 函数 在 整个 邻 域 U(zo) 中 严格 递减 , 于 是 zo 不 是 极 值 点 . 

b) 首先 , 像 在 a) 中 那样 , 由 于 f(z) 在 矿 -(zo) 递减 和 f 在 zo 连续 , 我 们 断定 ， 
当 z ED-(zo) 时 ,有 f(z) > f(zo). 从 了 在 上 +(zo) 递增 和 /在 zo 连续 断定 , 当 
ze Tt+(zo) 时 , f(z0) < f(z). 于 是 函数 f 在 zo 有 严格 局 部 极 小 值 . 

断言 c) 和 d) 可 类 似 地 证 明 . > 
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命题 4 (用 高 阶 导数 表达 的 极 值 的 充分 条 件 ) 设 函 数 f : U(zo) 一 及 定义 在 点 
Zo 的 邻 域 U(zo) 中 , 在 To 有 直到 mm 阶 导 数 (n> 1). 

如 果 Pr(lzo) 二 … 二 fm-D(zo) =0 且 (mM(zo) 关 0, 则 当 n 为 奇数 时 ,在 zo 处 
上 无 极 值 , 而 当 n 为 偶数 时 , f 有 极 值 , 此 时 若 fn)(zo) > 0, 则 有 严格 局 部 极 小 值 ， 
而 著 fn)(zo) < 0, 则 有 严格 局 部 极 大 值 . 


< 我 们 将 利用 局 部 泰勒 公式 
f(0) -Jo= 汪 rmGoe-ao"+age-zon， 四 
其 中 当 = 一 zo 时 , a(z) 一 0, 像 在 证 明 费 马 引 理 时 那样 进行 讨论 . 把 (1) 改写 成 
Jo — f(r0) = (B71 a0) + os)) (~ 20)". 人) 


因为 中 (zo0) 六 0, 而 当 z 一 zo 时 , a(z) 一 0, 所 以 , 当 z 充分 接近 zo 时 , 和 式 
Je)(zo)+ at 人 z) 的 值 与 fo")(zo) 同 号 . 若 ” 是 奇数 , 则 经 过 zo 点 时 (z- zo)"” 改变 符 
号 , 这 时 (2) 式 右 端 , 从 而 等 式 的 左 端 都 变 号 . 这 就 表明 , 当 = 2k + 1 时 没有 极 值 . 
车 n 为 偶数 , 则 当 z 关 zo 时 , (z - zo)" > 0, 因此 在 点 zo 的 小 邻 域内 , 由 等 式 
(2) 可 见 差 f(z) - f(zo) 的 符号 是 与 fn)(zo) 的 符号 一 样 的 . > 
我 们 考察 一 些 例子 . 


例 6 几何 光学 中 光 的 折射 定律 (斯 涅 耳 @ 定律 ) 根据 费 马 原理 , 在 任意 两 点 
之 间 , 光线 所 走 的 实际 路 径 是 耗费 时 间 最 少 的 路 径 . 


从 费 马 原理 和 两 点 间 最 短路 径 是 以 它们 为 端点 
的 直线 段 这 一 事实 推出 , 在 同一 种 均匀 介质 (在 每 点 
和 每 个 方向 都 有 同样 结构 的 介质 ) 中 , 光 是 沿 直线 传 
播 的 . 

现 设 有 两 种 均匀 介质 目光 从 点 4i 传 到 点 42， 
如 图 22 所 示 . 

车 cl 、ca 是 光 在 这 两 种 介质 中 的 速度 , 则 通过 
所 示 路 径 的 时 间 是 : 


t(z) = 二 V 各 + 十 二 vV 硒 十 (a 一 z)2， 


我 们 来 求 函数 t(z) 的 极 值 : 


lz) = 1 多 浊 ao—2 ee 
cl Vhi+z ce Vhi+(a—7) 


四 斯 涅 耳 (Snell 或 Snellius) (1580 一 1626) 一 一 荷兰 天 文学 家 和 数学 家 . 
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按照 图 上 的 记号 , 此 式 给 出 


bs, 
一 Sin al = — sin a2. 
cl C2 


从 物理 的 考虑 或 者 从 x 一 co 时 函数 t(z) 无 限 增长 的 情况 , 都 可 以 明白 , 使 
t'(z) = 0 的 点 是 连续 函数 t(z) 的 绝对 极 小 值 点 . 于 是 从 费 马 原理 推出 了 折射 定律 


例 7 我 们 证 明 : 对 于 z>0 有 


z° -art+a—1<0,， 当 0<a< 1 时 , (3) 
ZT* 一 az 十 Qa 一 1>0， 当 a < 0 或 1 < a 时 . (4) 


4 对 函数 f(z) = za - az + (a 一 1) 求 微分 , 得 到 f'(z) = az 一 1) 以 及 当 
z =1 时 , fr(z) = 0. 如 果 0 < a < 1 则 当 点 从 1 处 经 过 时 , 导数 从 正 值 变 到 负 值 , 而 
若 w<0 或 1 < a 则 当 点 从 1 处 经 过 时 , 导数 从 负 值 变 为 正 值 . 在 第 一 种 情形 , 在 点 
1 处 有 严格 极 大 值 , 而 在 第 二 种 情形 则 有 严格 极 小 值 (并 且 根据 f 在 区 间 0<z < 1 
上 的 单调 性 知道 这 个 极 值 不 仅仅 是 局 部 的 ). 然而 f(1) = 0, 于 是 不 等 式 (3)、(4) 都 
成 立 . 甚至 还 同时 证 明了 , 如 果 z 关 1 的 话 , 两 个 不 等 式 都 是 严格 的 . > 

我 们 注意 到 , 如 果 以 1 + z 代替 z, 我 们 将 发 现 , (3) 和 (4) 是 我 们 熟悉 的 指数 是 
自然 数 的 伯 努 利 不 等 式 的 推广 (第 二 章 82; 也 可 参看 这 一 节 末 尾 的 题目 2). 

借助 于 初等 的 代数 变换 , 从 所 证 的 不 等 式 可 以 得 到 一 系列 在 分 析 学 中 很 重要 的 
经 典 的 不 等 式 . 我 们 来 推导 这 些 不 等 式 . 

a. 杨 格 人 不等式” 如 果 a > 0 且 b> 0, 而 数 p、gq 满 足 :p 郑 0、1,g 了 0、 D+ = 
1, 那么 


atbi < lat+ lb p> (5) 
p 9 
中 站 > lot 也 当 p < 1， (6) 


且 (5)、(6) 中 的 等 号 仅 当 a =b 时 成 立 . 
< 只 要 在 (3) 和 (4) 中 置 2= 和 a = 上 ,并 引 用 记号 一 1 一 ， 便 可 证 明 ， > 


四 杨 格 (Young)(1882 一 1946) 一 一 英国 数学 家 . 
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b. 幸 尔 德 @ 不 等 式 设 z;>0,y >0(i=1… ,内 且 于 + 二 一 工 那么 


n n 去 /a 二 

Drivi < (<) - ( 中 , 当 p > 1, (7) 
i=1 i=1 i=1 

Bem (全 <) (HA) ,< 1,p#0. (8) 
i=1 bzl i=1 


当 p < 0 时 ,(8) 中 假定 rz > 0 (i = 1,… ,nn). (7)、(8) 中 的 等 号 仅 当 向 量 (zf,… ,28) 


和 (好 ,级 ) 共 线 时 成 立 . 


< 我 们 验证 不 等 式 (7). 设 X = bE 二 Ty > 0. 在 (5) 中 置 
ap wy i=1 i=1 
a= X= 得 到 
wiv 1 1y 
KIyF SpXtay. 
把 这 些 不 等 式 关于 i 从 1 到 n 加 起 来 , 得 到 
Driv: 
Rr» 
这 与 (7) 等 价 . 


类 似 地 从 (6) 得 到 (8). 由 于 (5) 和 (6) 中 的 等 号 仅 当 a = b 时 成 立 , 所 以 我 们 
判定 (7) 和 (8) 中 的 等 号 仅 当 z? = Xy 或 者 y = Xz? 时 成 立 . > 
c. 闵可夫 斯 基 @ 不 等 式 设 zx; > 0,y>0(i=1,… ,n). 那么 


(Det) > (S75) + (7) ,Bp < 1,p#0. (10) 


i=l 


< 对 恒等式 
cs 十 gj = De + + Du + 


i=1 
右 端的 两 项 用 赫 尔 德 不 等 式 . 
@ 赫 尔 德 (H6lder)(1859 一 1937) 一 一 德国 数学 家 . 
外 闵可夫 斯 基 (Minkowski)(1864 一 1909) 一 德国 数学 家 , 提出 了 狭义 相对 论 的 恰当 的 数学 模型 
(不 定 度量 空间 ). 
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那么 左 端 , 根据 不 等 式 (7)、(8), 相应 地 被 量 


(Ea) (Fe +uy) + (7) ' (Fe + 
i=1 i=1 i=1 


i=1 


1 
了 


从 上 方 或 从 下 方 控制 。 ， 
用 { 立 Gcs + oz 去 除 所 得 的 不 等 式 之 后 就 得 到 (9) 和 (10). 


i=1 

知道 了 在 赫 尔 德 不 等 式 中 等 号 成 立 的 条 件 , 我 们 就 能 验证 在 闵可夫 斯 基 不 等 式 
中 等 号 仅 当 向 量 (Zz1,… ,zn)、(W1,… ,ym) 共 线 时 成 立 . > 

当 n = 3、p = 2 时 , 闵可夫 斯 基 不 等 式 (9) 显然 就 是 三 维 欧 几 里 得 空间 中 的 三 
角形 不 等 式 . 

例 8 再 考虑 一 个 用 高 阶 导数 求 局 部 极 值 的 最 简单 的 例子 . 设 f(z) = sinz. 
为 jz) = cosz 和 f"(z) = 一 sinz, 所 以 一 切 使 f(z) = cosz = 0 的 点 都 是 函数 sinz 
的 局 部 极 值 点 , 因为 在 这 些 点 上 j"(z) = 一 sinz 关 0. 并 且 若 sinz > 0 则 1"(z) < 0; 
而 车 snz <0 则 j"(z) > 0 . 于 是 使 cosz = 0 且 sinz > 0 的 点 是 函数 sinz 的 局 部 
极 大 值 点 , 而 使 cosz = 0 且 sinz < 0 的 点 是 它 的 局 部 极 小 值 点 (这 些 当 然 都 是 早 知 
如 此 的 ). 


3. 函数 凸 的 条 件 


定义 1 定义 在 开 区 间 ja,b[c 及 上 的 函数 7 :ab 一 及 叫 Ja,b[ 上 的 凸 函数 , 如 
果 对 于 任意 的 点 zi 、za ja,b[ 和 任意 的 数 aa > 0、az > 0 使 mm + ao = 1 者 ,成立 
不 等 式 


J(aacl +aaza) < of (71) + a2f (72). (11) 


车 当 zi 关 za 且 mm .aa 关 0 时 , 这 个 不 等 式 总 是 严格 的 , 则 函数 叫做 开 区 间 ]a, b[ 
上 的 严格 凸 函数 . 

从 几何 上 来 说 , 函数 f :ja,b[ 一 RR 凸 性 的 条 件 表示 函数 图 像 的 任何 一 段 弧 上 的 
点 都 位 于 这 段 弧 所 张 的 弦 的 下 面 (图 23). 

事实 上 , (11) 的 左边 是 函数 f(z) 在 点 > = aazl + aaz2 € [zi, 72] 处 的 值 , 而 右 
边 是 一 个 线性 函数 在 同一 点 处 的 值 , 此 线性 函数 的 图 像 直线) 通过 点 (zt f(z1))、 
(za2, f (22)). 

关系 式 (11) 还 可 加 以 更 好 的 解释 , 就 是 说 , 平面 上 位 于 函数 图 像 上 方 的 点 的 
集合 

E={(z,y) € Rlz eja,bl, f(z) < 


是 凸 集 ,“ 凸 ”函数 一 语 本 身 就 是 由 此 得 来 的 . 
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(za, f(z2)) 
(aazl+ aazzraaf(Gz)+aafza) 1 


(CN CR 


五 EECTT To 


图 23 


定义 2 若 对 于 函数 :ab BR 在 (11) 中 成 立 着 相反 的 不 等 式 , 则 说 函数 是 
开 区 间 Ja,b[ 上 的 凹 函数 ,也 常常 说 它 是 这 个 区 间 上 的 上 驯 函 数 以 区 别 于 凸 函 数 , 而 
把 凸 函数 叫做 开 区 间 ]a,b| 上 的 下 凸 函数 . 

由 于 下 凸 函数 和 上 凸 函数 的 一 切 进一步 的 构造 都 是 完全 一 样 的 , 所 以 我 们 只 限 


于 讨论 (下 ) 凸 函数 ， 
首先 我 们 给 出 不 等 式 (11) 的 另 一 个 更 适合 于 我 们 的 目的 的 形式 . 四 


从 关系 式 rz = aazl + aazz,at +aa =1 有 aa = -22 一 二 、oao = 二 2 ， 因 此 
ZIZ2 一 ZI1 T2 一 T1 
(11) 可 改写 成 站 本 网 
f(D) < EE fe) + EE fle). 


考虑 到 zl < z < za 和 zi < zz, 乘 以 zz - zl 之 后 得 到 
(za 一 z)j(zai) + (z1 — x2)f(2) + (2 — 21)f(22) >0. 
注意 到 za - zi = za - z + z - zl, 从 最 后 这 个 不 等 式 经 初等 变换 后 得 到 : 当 


zl <z<z2、zI、z2 Ela, bl 时 ， 
f(D -fe) 。 To 一 1 i 
一 2Z1 IT2 一 了 

不 等 式 (12) 是 开 区 间 la,b[ 上 函数 凸 性 定义 的 另 一 种 形式 . (12) 式 在 几何 上 表 
示 联 结 点 (z1, f(z1)) 和 (z, f(z)) 的 弦 工 的 斜率 不 超过 (在 严格 凸 的 情形 下 是 小 于 ) 
联结 点 (z, f(z)) 和 (za, f(za)) 的 弦 I 的 斜率 ( 见 图 23). 

现在 假定 函数 f :a,b[ 一 展 在 Ja,b[ 上 可 微 . 那么 , 在 (12) 中 先后 令 z 一 zl 和 
Zz 一 z2, 就 得 到 

Jab < Ta 一 fc < po,), 
T2 一 IT1 


这 就 确定 了 函数 f 的 导数 的 单调 性 . 
对 于 严格 凸 函数 , 考虑 到 导数 的 单调 性 , 利用 拉 格 朗 日 定理 求 得 


Plo) < Fe) = OLE < E10 -osfloa， 


开 一 1 
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当 z1 < <z< 6&2 < zz 时 成 立 , 因此 严格 凸 性 蕴含 着 导数 的 严格 单调 性 . 

于 是 , 若 可 微 函 数 f 在 开 区 间 ]a,b[ 上 是 凸 的 , 则 f' 在 ja,b[ 上 不 减 , 而 在 了 严 
格 凸 的 情形 , 它 的 导数 f' 在 ]a,b[ 上 递增 . 

其 实 , 对 于 可 微 函 数 的 凸 性 , 这 不 仅 是 必要 条 件 , 也 是 充分 条 件 . 

事实 上 , 对 于 a < zi <z < za <b, 按 拉 格 朗 日 定理 

f(z) — f(z1) 
T—71 

其 中 zi < 6 <z< 名 < zo, 于 是 车 了 7(&1) < f'(&2) 则 凸 性 的 条 件 (12) 成 立 (而 若 
ja) < 1'(&2), 则 严格 凸 性 的 条 件 成 立 ). 

这 样 我 们 证 明了 下 面 的 


命题 5 要 使 在 开 区 间 ]a,b[ 上 可 微 的 函数 了 :ja,b[ 一 及 在 ]a,b[ 上 是 (下 ) 凸 的 ， 
必须 且 只 需 它 的 导数 f' 在 ]a,b[ 上 不 减 . 同时 ,j 的 严格 凸 性 对 应 着 f' 的 严格 递增 ， 

对 比 命题 5 和 命题 1, 得 到 

推论 要 使 在 开 区 间 ]a,b[ 上 有 二 阶 导 数 的 函数 f :]a,b[ 一 及 在 这 个 区 间 上 是 
(下 ) 凸 的 , 必须 且 只 需 在 ]a,b[ 上 有 f"(z) > 0. 如 果 f”(z) > 0 在 Ja,b[ 上 成 立 的 话 ， 
那么 这 已 充分 保障 函数 f :]a,b[ 一 区 是 严格 凸 的 . 

现在 我 们 能 够 解释 清楚 , 例如， 为 什么 最 简单 的 初等 函数 的 图 像 总 具有 某 种 
同性 . 

例 9 研究 函数 f(z) = ze 在 集合 z > 0 上 的 凸 性 . 由 于 f(z) = a(a 一 1)z°-2, 
那么 , 当 a < 0 或 a > 1 时, j"(z) > 0, 所 以 对 于 宕 指 数 a 的 这 样 的 值 , 宕 函数 z* 
严格 (下 ) 凸 . 当 0<a<1 时 有 f"(z) < 0, 因此 , 对 于 这 样 的 塞 指数 , 它 严 格 上 吓 . 
例如 , 我 们 总 把 抛物 线 f(z) = z? 画 得 向 下 凸 . 剩 下 的 情形 = 0 和 wa=1 是 平庸 
的 :zo = 1, zl = z. 在 这 两 种 情况 , 函数 的 图 像 都 是 射线 ( 见 第 304 页 上 的 图 30) 

例 10 设 flz) =ar,0< aa 头 1. 由 于 f(z)=a” ln2a > 0, 所 以 , 对 于 任意 许 
可 的 底数 a, 指数 函数 ar 都 是 在 及 上 严格 (下 ) 凸 的 ( 见 第 304 页 上 的 图 24). 

例 11 对 于 函数 f(z) = logaz 有 j"(z) = -二 训 5 因 此, 当 0 <a < 1 时 函数 
严格 (下 ) 凸 , 而 当 1 < a 时 严格 上 凸 ( 见 第 304 页 上 的 图 25). 

例 12 我 们 来 研究 函数 f(z) = sinz 的 凸 性 ( 见 第 304 页 上 的 图 26). 

因为 f"(z) = 一 sinz, 所 以 , 在 开 区 间 r2k < z < 7(2k+1) 上 f"(z) < 0， 而 在 
区 间 (2k 一 1) < z <x2k 上 f(z) > 0, 其 中 eZ. 由 此 ,作为 例子 推出 , 函数 
sinz 的 图 像 在 闭 区 间 0 < z < 于 上 的 弧 除 端点 外 处 处 位 于 它 所 张 的 弦 的 上 方 ; 因此 


和 2 
当 0<z< 工 时 , sinz > -7. 
2 下 


=7GD, ED 二 四 = 7)， 


EE: 
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现在 我 们 还 要 指出 凸 函数 的 一 个 特征 , 它 在 几何 上 等 价 于 平面 上 的 凸 区 域 位 于 
它 的 边界 的 切线 的 一 侧 这 样 一 个 性 质 . 

命题 6 在 开 区 间 ]a,b| 上 可 微 的 函数 厂 :ja,b[ 到 在]a,i[ 是 (下 ) 西 的 当 且 仅 
当 函 数 的 图 像 的 一 切 点 都 不 位 于 此 图 像 的 任何 一 条 切线 的 下 方 . 同时 ， 要 使 函数 是 
严格 凸 的 ， 必须 且 只 需 图 像 上 所 有 的 点 除了 切 点 本 身 以 外 都 严格 地 位 于 这 条 切线 的 
上 方 . 

4 必要 性 设 zo eja,b[. 图 像 在 点 (zo,f(zo)) 处 的 切线 的 方程 是 

y= f(z0) + f(zo)(z — zo), 

因此 


f(z) — y(z) = f(z) — f(z0) — f'(z0)(z — zo) 
= (1 — f(z0))(z — xo), 
其 中 上 是 > 和 zo 之 间 的 点 . 因为 f 是 凸 的 , 函数 f(z) 在 ja,b[ 上 不 减 , 于 是 差 
JE) - f(zo) 与 差 z - zo 同 号 , 因此 在 任意 点 z eja,b[ 处 , f(z) - y(z) > 0. 如 果 
f 是 严格 凸 的 , 那么 f' 在 ja,b[ 上 严格 递增 , 这 就 表明 , 当 rz Ee]Ja,b[ 且 zzo 时 ， 
f(z) 一 y(z) > 0. 
充分 性 若 对 于 任意 的 点 z、zo elJa, bl， 
jf(z) -y(z) = f(z) — f(z0) — f'(zo)(z — z0) > 0, (13) 
则 
让 < f/(z0)， 当 z < zo 时 ， 
f(z) — f(zo) 
To 
于 是 , 对 于 任意 三 点 z1、z、z2 Eja,bl, 当 zl < z < za 时 得 到 
/四 一 Jan fe) -08), 
了 一 IT1 T2 一 了 
同时 ,(13) 中 的 严格 不 等 式 蕴含 着 上 式 中 的 严格 不 等 式 ,我 们 看 到 , 这 个 不 等 式 与 凸 
函数 的 定义 的 写法 (12) 是 一 样 的 . > 
我 们 看 几 个 例子 . 
例 13 函数 f(z) = ez 严格 凸 . 直线 y = z+1 是 这 个 函数 的 图 像 在 点 (0,1) 处 
的 切线 , 因为 f(0) = e? = 1 且 f'(0) = ez|=-o =1. 据 命题 6 断定 , 对 于 任意 的 z eR 


er>1+z, 


> f(z0)， 当 zo < z 时 . 


且 若 z 关 0, 则 不 等 式 是 严格 的 . 
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例 14 类 似 地 , 利用 函数 Inz 的 严格 上 是 性质, 可 以 验证 当 z > 0 时 , 成 立 着 

不 等 式 
nz 和 z 一 1， 

并 且 当 zx 关 1 时 , 这 个 不 等 式 是 严格 的 . 

在 画 函 数 的 图 像 时 , 把 图 像 的 “拐点 ” 挑 出 来 常常 是 有 益 的 . 

定义 3 设 f:U(zo) 一 RR 是 在 点 zoe 了 的 邻 域 U(zo) 中 定义 且 可 微 的 函数 . 
若 在 集 

UV-(z0) = {z € U(xo)lz < zo} 
上 函数 下 (上) 凸 , 而 在 集 
D+(zo) = {zeU(zojlzo < 2} 

上 函数 上 (下 ) 凸 , 则 图 像 的 点 (zo, f(zo)) 叫做 它 的 拐点 . 

于 是 , 在 通过 拐点 时 , 图 像 凸 的 方向 发 生变 化 , 特别 地 , 这 表明 , 在 点 (zo, f(z0)) 
处 , 函数 的 图 像 从 它 在 此 点 的 切线 的 一 侧 转 到 另 一 侧 . 

对 比 命题 5 和 命题 3, 容易 看 出 拐点 横 坐 标 zo 的 分 析 特 征 . 即 可 以 说 , 若 f 在 
点 zo 二 次 可 微 , 那么 , 由 于 f'(z) 在 点 zo 处 有 极 值 , 从 而 必须 有 f”(zo) = 0. 

若 二 阶 导数 f"(z) 在 U(zo) 中 都 有 定义 且 在 V-(zo) 中 f”(z) 处 处 有 同一 符 
号 ,但 在 UV+(zo) 中 处 处 有 与 它 在 立 -(zo) 中 相反 的 符号 , 则 这 就 足以 使 得 f'(z) 在 
六 -(zo) 中 和 在 U+(zo) 中 都 是 单调 的 , 但 单调 性 质 却 不 同 . 那么 根据 命题 5, 在 点 
(zo, ftzo)) 处 图 像 凸 的 方向 发 生变 化 , 即 (zo, f(zo)) 是 拐点 . 

例 15 在 例 12 中 考察 了 函数 f(z) = sin z, 求 出 了 它 的 图 像 向 上 凸 的 区 间 和 向 
下 凸 的 区 间 . 现在 我 们 证 明 图 像 上 以 z = rk ,Ke Z 为 横 坐标 的 点 是 拐点 . 

实际 上 , fv(z) = -sinz; 当 z=7k,k EZ 时 , f"(z) = 0. 此 外 , 当 从 这 些 点 经 过 
时 f(z) 变 号 , 这 是 拐点 的 充分 条 件 ( 见 第 304 页 的 图 26). 

例 16 不 应 该 认为 ， 曲 线 在 某 点 处 从 切线 的 一 侧 转 到 另 一 侧 是 判断 此 点 为 拐 
点 的 充分 条 件 . 须知 可 以 发 生 这 样 的 情形 , 在 这 点 的 无 论 是 左 邻 域 中 还 是 右 邻 域 中 
曲线 都 不 保持 确定 的 凸 性 . 例子 是 容易 构造 的 , 只 要 把 基于 类 似 理由 引入 的 例 5 做 
些 改善 即 可 . 


设 


0, 当 z = 0 时 ， 
那么 , 当 0<z 时 , za < f(z) < 3z3, 而 当 z < 0 时 , 3z3 < f(z) < z3. 因此 , 函数 的 
图 像 在 点 z = 0 处 与 横 轴 相 切 并 在 这 点 从 下 半 平 面 转 到 上 半 平 面 . 同时 , 函数 f(z) 


ee 
f(z) = i a 
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的 导数 
f(s) = 6z2 十 3z2sin 十 一 2cos 十 ， 当 z 取 0 时 ， 
0, 当 z = 0 时 . 


在 点 z = 0 的 无 论 哪个 半 邻 域 中 都 不 单调 . 
最 后 我 们 重新 回 到 凸 函 数 的 定义 (11) 并 证 明 下 面 的 


命题 7 (往生 @ 不 等 式 ) 若 f:]a,b[ 一 民 是 加 函数 , I1,… ,zn 是 开 区 间 ]a,b[ 的 
点 , ql,… ,Qn 是 非 负 实数 使 aa 十 … + am = 1, 则 成 立 不 等 式 
jaazi 十 … 十 anzn) < aajf(zl) 十 … 十 anf(zn). (14) 


< 当 n=2 时 ,(14) 与 凸 函数 的 定义 (11) 一 样 . 
我 们 来 证 , 若 (14) 对 于 n= m 一 1 成立, 则 它 对 于 n=m 也 成 立 . 
为 确定 起 见 , 设 在 oa,… ,an 这 组 数 中 an 取 0. 那 时 ， 


B=m+…+tan>0 且 竺 +…+ 千 =1 


有 
用 函数 的 凸 性 , 由 于 
om +B=1 和 (区 c++ 名 zs,) ea 外 
得 
jlaazl 十 … 十 anzn) =f (am + (Se 十 …… 十 ey)) 
< af(e) + (vs ++ 名 ). 
其 次 , 按 归 纳 假定 
f(t 名 zr) < fe) + 只 fen 


因此 ， 
f(az1+:**+anTn) < of(71) + Bf (Sz; 下 Sz,) 
< of (71) + aajf(zz) 十 … 十 anf(zn). 
根据 归纳 法 原理 断定 , (14) 对 于 任意 的 ne N 成 立 .( 对 于 n = 1 (14) 是 平庸 的 .) > 
我 们 指出 , 如 同 在 证 明 中 见 到 的 , 严格 凸 性 对 应 于 严格 久生 不 等 式 , 亦 即 , 若 数 
aa ,an 异 于 零 , 则 (14) 中 的 等 号 当 且 仅 当 zl = … = zn 时 成 立 . 
四 久生 (Jensen)(1859 一 1925) 一 一 丹麦 数学 家 . 
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当然 , 对 于 上 凸 函 数 得 到 的 是 与 不 等 式 (14) 相反 的 不 等 式 
flair1+ + anzn) > of (71) + + onf (Tn). (15) 


例 17 函数 f(z)=Inz 在 正 数 集 上 严格 上 凸 , 因此 根据 (15), 对 于 zi > 0, ai > 
0(i=l…,n) 和 Dai=1, 
i=1 


Qilnz1+:… +anlnzn < In(aiz1 + + onzn) 


或 
TI TH" & QT1 + + OnTn. {16) 
特别 地 , 若 aa =… = an = 2 则 得 到 n 个 非 负 实数 的 几何 平均 与 算术 平均 之 
间 的 经 典 的 不 等 式 
FT (17) 


在 (17) 中 , 像 前 面 曾 指出 的 那样 , 等 号 仅 当 zi = za = … = zn 时 成 立 . 如 若 在 (16) 
中 置 n=2 = oa 一 二 ma = wzs = b 则 将 再 次 得 到 我 们 已 经 知道 的 不 等 式 
(5). 

例 18 设 f(z) =zP,z > 0,p > 1 由 于 这 样 的 函数 是 凸 的 , 所 以 有 


n 7 n 
位 on] < Do 
Cet 气 
于 此 置 
入 
Da 
了 如 于 下 
pl ni Ti 二 Em Ch 
Da 
k=1 


就 再 次 得 到 赫 尔 德 不 等 式 (7) 
1 1 
Daibi < (Se) - (2) lb 
i=1 i=1 这 1 
其 中 2 了 +3=1 且 p>1 
当 p < 1 时 , 函数 f(z) = zp 是 上 凸 的 , 因此 , 经 类 似 的 讨论 就 可 得 到 另 一 个 赫 
尔 德 不 等 式 (8). 


8$4。 用 微分 学 的 方法 研究 函数 * 225 


4. 洛 必 达 法 则 “现在 我 们 来 研究 求 函 数 之 比 的 极限 的 一 个 特殊 的 , 然而 有 时 是 
很 有 效 的 方法 , 这 就 是 著名 的 洛 必 达 @ 法 则 . 
命题 8 ( 洛 必 达 法 则 ) 设 函 数 f :ja,b[ 一 展 和 g :ab 一 及 在 开 区 间 ]a,b[ 上 可 
微 (-o0<a<b<+o0), 并 且 在 la,b[ 上 g(z) 了 0 且 
f'(z) 
g'(z) 
那么 , 只 要 下 面 两 种 情况 有 一 种 成 立 , 就 有 


f(z) 
glz) 


= A, 当 Zz 一 a+0(-o0 <& A< +o0). 


一 4, 当 rz 一 a+0. 


这 两 种 情况 是 
1° (f(z) 一 0)A(g(z) 一 0), 当 z 一 4 十 0 时 . 
2° g(z) 一 oo, 当 z 一 a 十 0 时 . 


当 z 一 b 一 0 时 类 似 的 结论 也 成 立 . 

人 们 常 简单 地 但 不 十 分 确切 地 这 样 来 叙述 洛 必 达 法 则 :函数 比 的 极限 等 于 它们 
的 导数 的 比 的 极限 , 只 要 后 者 存在 . 

< 由 于 在 ]a,b[ 上 g'(z) 六 0, 根据 罗 尔 定理 可 以 断言 , g(z) 在 ja,b[ 上 严格 单调 . 
因此 , 只 要 另 取 b, 把 它 取得 与 a 充分 近 (如 果 有 必要 这 样 做 的 话 ), 可 以 认为 , 在 ]a, b[ 
上 成 立 g(z) 关 0. 对 于 z,y eja,bl, 根据 柯 西 定理 , 存在 点 £ e]a, bl, 它 在 x 和 ?% 之 间 ， 


且 
有 (0) -fy) _ fe) 
g(z)—g(y) 9) 
我 们 把 这 个 等 式 改 写成 方便 目前 应 用 的 形式 
ja) _ FW) 1) [gg 
ga) gz) ”909 P- - 绢 | : 
当 zc 一 a+0 时 , 与 z 的 变化 相 适应 , 我 们 令 y 这 样 地 趋 于 a 十 0, 使 满足 
f(y) 2) 
ge Eg 
容易 看 出 , 无 论 是 假定 的 情况 1° 还 是 情况 2°, 这 总 是 办 得 到 的 . 由 于 上 在 = 和 vy 之 
间 , 所 以 , 与 z 和 一 起 , 也 有 & 一 a+0: 因此 , 最 后 这 个 等 式 的 右边 趋 于 4, 从 而 ， 
它 的 左边 也 趋 于 A. > 


例 19 通 开 = = ] 四 2 一 1 


z—0 1 


四 洛 必 达 (L' Hospital)(1661 一 1704) 一 一 法 国 数学 家 , 约翰 . 伯 努 利 的 高 才 生 , 侯 柄 约翰 . 伯 努 
利于 1691 一 1692 年 为 他 写 了 第 一 本 分 析 学 教科 书 . 洛 必 达 将 书 中 关于 微分 学 的 部 分 以 稍微 不 同 的 
形式 用 自己 的 名 义 发 表 . 因此 , 我 们 把 “ 洛 必 达 法 则 " 归功 于 约翰 . 伯 努 利 . 
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不 应 认为 这 是 证 明 当 z 一 0 时 有 = 1 的 一 个 新 方法 . 问题 在 于 , 辟 如 说 
在 导出 关系 式 sin' z = cosz 时 , 我 们 就 已 经 应 用 了 这 里 要 计算 的 极限 . 

只 有 求 得 了 导数 的 比 的 极限 , 才 有 应 用 洛 必 达 法 则 的 可 能 . 这 时 , 不 应 该 忘记 验 
证 条 件 1° 或 2. 下 面 的 例子 表明 了 这 些 条 件 的 重要 性 . 


例 20 设 f(z) = cosz,g(z) = sinz. 那么 fr(z) = -sinz,g'(z) = cosz, 从 而 ， 


当 = 10 时 , 了 ez) oo ,同时 当 = +0 时 工 四 0. 
g(z) gf(z) 


EL 
i 1 
例 21 lim 22= lim 一 2 = lim =0 当 a>0. 
一 十 co TO 一 十 co OTA rot AQT 
例 22 当 a>1 时 
ar GE 一 工 入 5 Qn 
a Sn 
z 一 +co QZ zm+% arlna 工 一 十 oo azln"a 


Ta 一 nm 


这 是 因为 当 m > a 时 , 若 = 一 +co, 由 于 a > 1 则 显然 有 二 


我 们 看 到 , 最 后 这 串 等 式 直到 我 们 得 到 可 求 其 极限 的 表达 式 为 止 , 其 中 的 每 个 
比 式 都 具有 所 要 求 的 性 质 . 


5. 作 函数 的 图 像 ”为 了 直观 地 描述 函数 , 常常 用 到 它 的 图 像 表 示 . 通常 , 在 讨 
论 函 数 性 状 的 定性 问题 时 , 这 种 图 像 表 示 是 很 有 用 处 的 . 

人 们 极 少 用 图 像 来 做 精确 的 计算 . 因此 , 实践 中 重要 的 不 是 用 图 像 对 函数 做 精 
细 的 描画 , 而 是 做 出 能 正确 反映 函数 性 状 基本 特征 的 函数 图 像 草图 . 在 这 一 段 我 们 
将 考察 在 作 函 数 图 像 草图 时 常 遇 到 的 一 些 一 般 方 法 . 

a. 初等 函数 的 图 像 ”首先 我 们 要 注意 基本 初等 函数 的 图 像 是 什么 样子 , 自如 地 
掌握 这 些 图 像 对 于 以 后 是 必须 的 (图 24 一 30)- 

b。 作 函数 图 像 草 图 的 例子 “( 不 涉及 微分 学 ), 现在 我 们 来 看 这 样 一 些 例子 , 在 
这 些 例 子 中 , 只 要 我 们 已 经 知道 最 简单 的 初等 函数 的 图 像 和 性 质 , 就 可 以 容易 地 画 
出 函数 图 像 的 草图 来 . 


例 23 画 函 数 


一 0. 


1 = logz? -az+22 
的 图 像 和 草图 . 


考虑 到 


1 1 
Y= logz? -sz+22 一 logs(72 —3z+2) logsl(z — 1)(z —2)]’ 


先 作 二 次 三 项 式 wy = z? - 3z + 2 的 图 像 , 而 后 作 yo = log2 yn(z) 的 图 像 , 最 后 作 
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1 
?一 
函数 图 像 的 这 个 形式 也 可 用 另外 方法 去 “猜测 ": 弄 清 函 数 


的 图 像 (图 31). 


logz2_3z+22 = (logz(z2 — 37 + 2))-! 


的 定义 域 , 找 出 函数 在 接近 定义 域 的 边界 点 时 以 及 在 以 定义 域 的 边界 点 为 端点 的 区 
间 上 的 性 状 , 参照 已 求 得 的 函数 在 区 间 端 点 附近 的 性 状 画 出 “平滑 的 曲线 ”. 


y= sinz2 
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加 =z2-3z+2 


图 31 图 32 


图 像 的 草图 见于 图 32. 


我 们 已 经 按照 这 个 函数 的 一 些 特征 性 的 点 画 出 了 它 的 图 像 . 这 些 特殊 的 点 是 使 
sinz? = 一 1, sinz2 = 0 及 sinz? = 1 的 点 . 在 两 个 相 邻 的 这 种 类 型 的 点 之 间 函 数 是 
单调 的 . 图 像 在 点 z = 0,y =0 的 邻 域内 的 形状 被 这 样 的 事实 决定 : 当 z 一 0 时 ， 
sin z2 ~ z2 . 此外, 注意 到 函数 是 偶 函数 是 有 益 的 

由 于 我 们 始终 只 讲 草图 而 不 是 精确 作 函 数 的 图 像 ， 所 以 为 简单 起 见 , 我 们 约定 以 
后 认为 凡 要 求 “ 作 函数 的 图 像 " 对 于 我 们 来 说 总 等 价 于 要 求 “ 作 函 数 图 像 的 草图 ” 
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例 25 作 函 数 
=z+arctg(z3 — 1) 
的 图 像 (图 33). 当 z 一 -oo 时 , 图 像 很 接近 直线 y =z - 工 , 而 当 z 一 +oo 时 很 接 
二 2 
近 直 线 4 一 2 十 可 


-各 
v=o) + Wo) 


我 们 引入 下 述 很 有 用 的 


定义 4 直线 y= co+caz 叫做 当 z 一 -oo( 当 z 一 +oo) 时 函数 y= f(z) 的 图 
像 的 渐 近 线 , 如 果 当 z 一 -oo( 当 z 一 +eo) 时 flz) - (co+ cz) = 0(1). 

在 例 25 中 , 当 z 一 -co 时 , 图 像 有 渐 近 线 y = z 一 子 , 而 当 z 一 +oo 时 , 有 渐 
近 线 y = z+ 3: 

车 当 z 一 a-0( 或 当 z 一 a+0) 时 , |f(z)| 一 oo, 那么 , 很 显然 , 函数 的 图 像 这 
时 随 着 z 趋 近 于 a 而 越 来 越 贴近 竖 直线 z = a. 这 条 直线 就 叫做 图 像 的 竖 直 渐 近 线 ， 
以 区 别 于 定义 4 中 所 说 的 那 种 永远 倾斜 渐 近 线 . 

因此 , 例 23 中 的 函数 图 像 ( 见 图 31) 有 两 条 竖 直 的 渐 近 线 和 一 条 (对 于 z 一 -oo 
和 z 一 十 oo 共有 的 ) 水 平 渐 近 线 . 

从 定义 4 显然 可 以 推出 

cl = lim {9, 


z 一 -co ZT 


a= lim (f(s) ar). 
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一 般 说 来 , 若 当 z 一 -co 时 , f(z) - (co + cz+… 十 cnzn) =o(D), 则 


a= lim za) 


了 一 一 oo Zn 


2 
oi = lim dj 一 oz， 
z 一 -co Zn-l 


= lim flz) 一 (cz 二 十 cnz )， 


我 们 对 于 z 一 -oo 的 情形 写 出 的 这 些 关系 式 当然 对 于 z 一 +oo 的 情形 也 是 对 
的 , 它们 都 可 以 用 于 通过 相应 的 代数 多 项 式 co + clz + … + cnzn 的 图 像 描述 函数 
f(z) 图 像 的 渐 近 性 状 . 


例 26 设 (p,p) 是 平面 上 的 极 坐标 , 并 设 点 在 平面 上 这 样 运动 : 在 时 刻 t(t > 0) 
p=p(t)=1— etcos 6 


p= p(t)=1—e sin 2 


要 求 画 出 点 的 轨迹 . 


为 此 , 我 们 先 画 函 数 p(t) 和 y(t) 的 图 像 (图 34a、34b). 
现在 同时 注视 所 作 的 这 两 个 图 像 , 就 能 画 出 点 的 轨迹 的 一 般 形 状 (图 34c). 


c. 微分 学 应 用 于 作 函 数 的 图 像 我 们 已 经 见 到 , 只 根据 最 简单 的 一 些 考虑 就 可 
以 大 致 画 出 很 多 函数 的 图 像 . 但 是 , 如 果 我 们 希望 把 草图 画 得 更 准确 些 , 那么 , 当 所 
研究 的 函数 的 导数 不 十 分 复杂 的 时 候 , 就 可 以 使 用 微分 学 的 工具 . 我 们 通过 例子 来 
示范 . 
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例 27 设 f(z) = jz+2le-#, 作 函 数 y = f(z) 的 图 像 . 函数 f(z) 对 于 ze R\0 
有 定义 . 因为 当 z 一 oo 时 , e- 一 1, 所 以 


lz+2le-# ~ 一 名 十 9), 当 z 一 -co 时 |， 
(Z 十 2)， 当 z 一 +oo 时 . 


还 有 , 当 z 一 -0 时 , 显然 |z + 2lje-# 一 +oo, 而 当 z 一 +0 时 ,lz+2le-* 一 +0. 最 
后 , 显然 f(z) > 0 且 f(-2) = 0. 根据 这 些 观 察 已 经 可 以 画 出 图 像 的 初步 轮廓 (图 
35a). 


现在 我 们 来 认真 地 弄 清 楚 所 给 的 函数 是 否 真 的 在 区 间 ] 一 co, -3], [一 2, 0[, ]0, +oo[ 
上 单调 , 它 是 否 真 有 所 指出 的 渐 近 线 以 及 函数 图 像 的 凸 性 特征 画 得 是 否 正 确 . 
由 于 


*， 若 -2< zz 0, 


2 
i i 
i 


2 
2 十 Z 十 2 1 
了 e 


以 及 (x) 关 0, 那么 , 可 编制 表 5.2. 


表 5.2 
区 间 ]-0%, -2[ ]-2,0[ ]0,+eol 
f'(z) 的 符号 | 一 | + + 
f(z) 的 性 状 +oo \0 0 性 +oo 0 性 +oo 


在 导数 不 变 号 的 区 间 , 如 我 们 已 知 的 那样, 函数 具有 相应 的 单调 性 . 表 中 最 下 面 
一 行 里 的 符号 +oo \\ 0 表示 由 +oo 单调 递减 到 0, 而 符号 0 +eo 表示 函数 的 值 
由 0 单调 递增 到 +oc. 

我 们 指出 , 当 = 一 -2 一 0 时 , f(z) 一 -ez, 而 当 z 一 -2 上 +0 时 , f(z) 一 时 ， 
因此 , 点 (-2,0) 应 该 是 图 像 的 角 点 (有 如 同 函数 lz| 的 图 像 中 那 种 类 型 的 转折 ), 而 
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不 是 像 我 们 画 在 图 35a 上 那样 通常 的 点 . 另外 , 当 z 一 +0 时 , f(z) 一 0 因此, 图 像 
应 该 从 原点 出 来 与 横 轴 相 切 ( 想 一 想 f'(z) 的 几何 意义 0 

现在 来 准确 地 分 析 函 数 当 z 一 -co 和 z 一 +co 时 的 渐 近 性 . 

由 于 当 z 一 co 时 , e -=1-1+o(z)， 所 以 


3 -Zz 一 1 十 o(1), 当 z 一 一 o0 时 ， 
tal ere 当 z 一 +oo 时 . 


这 就 表明 , 图 像 的 倾斜 渐 近 线 其 实 是 y = -x 一 1( 当 zf 一 -oo 时 ) 和 y = z+1l( 当 
z 一 +oo 时 ). 
根据 这 些 材 料 , 已 经 可 以 制作 相当 可 靠 的 图 像 草图 了 . 但 是 , 我 们 继续 深入 一 步 ， 


在 计算 出 
一 ,车 z < 一 2， 
f"(z) = 和 


后 再 找 出 图 像 具 凸 性 的 段落 . 


因为 仅 当 z= 3 时 , f"(z) = 0, 所 以 得 到 下 表 : 


f"(z) 的 符号 
f(z) 的 凸 性 


因为 当 > = 2 时 ， 我 们 的 函数 可 微 ,而 在 通过 这 点 时 1"(z) 变 号 所 以 点 


(8,7(3)) 是 图 人 的 点 


顺便 说 一 句 , 假使 导数 f'(z) 成 为 零 , 则 从 f'(z) 的 符号 的 表 中 , 就 可 以 判断 在 相 
应 的 点 处 有 没有 极 值 . 在 我 们 的 情况 下 , f'(z) 无 论 在 哪 点 都 不 为 零 , 但 在 点 > = 一 2 
处 , 函数 有 局 部 极 小 值 : 它 在 这 点 处 连续 , 并 且 通 过 这 点 时 f'(z) 从 负 号 变 到 正 号 . 其 
实 , 我 们 的 函数 在 = = -2 有 最 小 值 这 一 点 , 从 表 中 对 函数 值 在 相应 区 间 上 的 变化 的 
描述 , 当然 还 要 考虑 到 f(-2) = 0 就 已 经 看 出 来 了 . 

现在 可 以 画 出 所 给 函数 的 更 精确 的 图 像 草图 了 ( 见 图 35b). 

最 后 我 们 再 考察 一 个 


例 28 设 (z,y) 是 平面 上 的 笛 卡 儿 坐 标 , 并 设 动 点 在 每 个 时 刻 tt > 0) 时 有 
坐标 
oe 2 
1 We 1 二 5 
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-1.20 


要 求 画 出 点 运动 的 轨迹 . 
先 画 出 所 给 的 每 个 坐标 函数 > = z(t) 和 vy = y(t) 的 图 像 的 草图 (图 36a、36b) 、 
这 两 个 图 像 中 的 第 二 个 更 为 有 趣 , 因此 , 我 们 来 弄 清 它 的 作法 . 
直接 从 y(t) 的 解析 表达 式 看 出 当 t 一 +0,t 一 1 一 0,t 一 1+0 时 函数 y= 3 人 
的 性 状 和 当 t 一 +co 时 函数 的 渐 近 式 y(t) = 2t + o(1). 


算出 导数 
和 
YT I) 


之 后 , 求 出 它 在 区 域 上 > 0 中 的 零点 碧 盖 0.5 和 tt 守 1.5. 
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造 表 : 
5.4 
区 间 Jo,al Ja,1[ ]1,to[ Jt2, +o0[ 
WD 的 符 哥 + | = 于 
y(t) 的 性 状 0 7 yt) FREE +o0 Nylta) | Y(t) /+o 


然后 求 出 使 函数 单调 的 区 间 和 函数 的 局 部 极 值 y(t1) 完 3( 极 大 ) 和 y(t2) s 4( 极 小 ). 
现在 兼顾 x = z(t) 和 yy = y(t) 的 图 像 , 画 出 点 在 平面 上 运动 轨迹 的 草图 ( 见 图 
36c). 
这 个 草图 可 以 精确 化 . 例如 , 可 以 弄 清楚 轨迹 的 渐 近 线 . 
由 于 lim 0 = -1 且 lim(y(t) +z() = 2, 所 以 直线 y = -zx +2 是 对 应 于 
t 一 1 的 轨迹 两 端的 渐 近 线 . 也 很 清楚 , 直线 z = 0 是 相应 于 t 一 +oo 的 那 段 轨迹 的 
坚 直 渐 近 线 . 
再 求 出 
) 钱 _ 1=-5t2 十 2t4 
WI 


容易 明 自 , 函数 + 一 吧 二 2 当 w 从 0 增 至 1 时 音调 地 从 1 递 源 到 -1 而 当 
从 1 增 至 +oo 时 从 -1 违 入 到 +oo. 

从 以 单调 性 的 特征 可 以 对 轨迹 在 相应 段落 上 的 西 性 的 特征 做 出 判断 ， 考 虑 到 
所 说 的 这 些 , 现在 可 以 做 出 点 运动 轨迹 的 如 下 更 精确 的 草图 ( 见 图 36d). 

如 果 我 们 还 考虑 t < 0 时 的 轨迹 的 话 ,那么 , 从 函数 z(t) 和 y(t) 的 奇 性 推出 , 对 
于 平面 (zy) 上 已 作 好 的 曲线 还 要 添上 与 它 中 心 对 称 的 曲线 . 

关于 制作 用 解析 式 子 给 出 的 丽 数 的 图 像 的 程序 ,我们 做 个 总 结 , 提出 如 下 最 一 
般 的 方案 : 

1 指出 函数 的 定义 域 

2 记 下 函数 的 明显 特性 (例如 , 偶 性 、 奇 性 、 周 期 性 , 其 图 像 经 过 最 简单 的 坐标 
变换 与 已 知 函数 图 像 重合 ). 

3* 查 明 函 数 在 趋向 定义 域 的 边界 点 时 的 渐 近 性 状 , 特别 地 , 如 果 有 渐 近 线 的 话 ， 
把 渐 近 线 求 出 来 

4 求 出 函数 单调 的 区 间 并 标 出 函数 的 局 部 极 值 点 

5e 明确 表 出 图 像 的 同性 特征 并 标 出 拐点 

6。 标 出 图 像 的 特殊 点 尤其 是 与 坐标 轴 的 交点 ,如果 这 样 的 点 存在 且 能 算出 
的 话 . 
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练 习 


1. 设 z = (zu ,Tn),@ = (at ,Qn), 且 对 于 i= 1,2,…,n,zi > 0ai > 0, 还 有 
和 as = 1. 对 于 任意 的 数 大 0, 我 们 考察 数 zl, zz，…… ,zn 以 aa,… ,an 加 权 的 十 阶 平均 


i 
n 和 , 
Mi(z,a) = (Sa) > 
Ee 
特别 地 , 当 am = … = an = = 且 t = 一 1,1,2 时 , 分 别 得 到 调和 平均 、 算 术 平均 及 二 阶 
平均 . 
证 明 : 
a) lim Me(z,0) 一 za 
即 几何 平均 可 以 作为 极限 而 得 到 . 
b) ,lim, Mi(z,0) = ma ze 
C) Mt(z,a) = Bi 
d) Ml a) 在 有 上 是 + 的 非 减 函数 (Mo 由 a) 中 极限 定义 ), 并 且 若 m > 1, 所 有 的 ri 不 
同 为 一 数 , 则 Me(z,a) 是 严格 递增 的 . 
2. 证 明 : 
|1+zl? > 1+pz + cppr(7), 
3 _ ieP, 当 lz| < 1 时 ， 
其 中 cp 是 只 依赖 于 p 的 正 的 常数 , 而 当 1 < p < 2 时 ,pp(z) = { lzjP, 当 lz| > 1 时 ， 
当 2<p 时 ,在 R 上 
ep(z) = Iz 
3. 验证 : 当 0< lz| < 也 时 ， cosz < <(2:) a 
4. 研究 函数 f(z) 并 人 出 它 的 图 像 : 
a) f(z) = arctg logacos (mz + 1); 
b) f(s) = arceos (3 —sinz); 
©) f(z) = zlz + 3)s; 
d) 做 出 在 极 坐 标 系 中 由 方程 p = 万 和 了,P > 0 给 定 的 曲线 , 并 标 出 它 的 渐 近 线 、 
e) 指出 在 知道 了 函数 y = f(z) 的 图 像 之 后 怎样 得 到 函数 f(z) + B、Af(z)、f(z 十 
5b)、f(az), 特别 是 一 f(z) 和 f( 一 z) 的 图 像 . 
5. 证 明 : 如 果 f € Cla,bD 且 对 于 任意 的 点 zi 、zz Eja,b[ 成 立 不 等 式 
ZI1 十 2 f(z1) + f(z2) 
1/(03 


那么 , 函数 f 在 ja,b[ 上 是 凸 的 . 
6. 证 明 : 
a) 若 凸 函数 f : 民 一 RR 有 界 , 则 它 是 常 值 函数 . 
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b) 若 对 于 凸 函数 太 : RR 一 及， 
lim {© =- lm ze -0 
se Tp 


则 /是 常 值 孙 数 . 
o) 对 于 定义 在 区 间 a < z < +oo( 或 -co < z < a) 上 的 任意 的 凸 函数 了 ,比值 全 当 = 
沿 着 函数 的 定义 域 趋 于 无 穷 时 趋 于 有 限 极限 或 趋 于 无 穷 中 
7. 证 明 : 若 f :ja,b[ 一 RR 是 凸 函数 , 则 
a) 在 任意 点 z Eja,b[ 处 , 它 有 左 导数 族 和 右 导数 大 : 


f(z) = im f+ f(z) eS lim, {E+ — f(z) 


并 且 f(z) < 扩 (z). 
b) 当 z1、z2 EjJa,b[ 且 zl < zz 时 成 立 不 等 式 f(z1) < f(z2). 
c) f(z) 的 图 像 的 角 点 (使 f(z) 去 f(z) 的 点 ) 是 至 多 可 数 集 . 


8. 定义 在 区 间 TC 及 上 的 函数 了 : 了 一 有 的 勒 让 德 @ 变 换 指 的 是 函数 
f°(t) = sup(tz — f(7))- 
zeEl 


证 明 : 
a) 使 f*(t) < 及 ( 即 f*(t) 天 co) 的 值 te R 的 集合 六 或 者 是 空 集 , 或 者 是 单 点 集 , 或 者 是 
区 间 , 而 在 最 后 一 种 情况 , 函数 f*(t) 在 六 上 是 凸 的 . 
b) 车 f 是 凸 函数 , 则 1" 承 儿 且 当 f* € C(T") 时 ， 


(7°)"(z) = Sip (et -f(t) = f(z) 


对 于 任意 的 ze 7 成 立 . 于 是 凸 函数 的 勒 让 德 变换 是 对 合 变 换 ( 它 的 平方 是 恒 等 变 换 ). 
ec) 成 立 不 等 式 
zt < f(z) + f°(t), Bz eI te 大 时 . 


d) 当 f 是 吓 的 可 微 函 数 时 , f*(t) = tz 一 f(zt), 其 中 zt 由 方程 
t= f(z) 
确定 ; 由 此 得 到 勒 让 德 变 换 f* 及 其 自 变 量 t 的 几何 解释 , 它 表 明 勤 让 德 变换 是 一 个 在 函 


数 图 像 的 切线 集合 上 定义 的 函数 
6) 当 a>1 且 z>0 时 , 函数 f(z) = 3 的 勒 让 德 变换 是 函数 f*(t) = = #0, 其 中 t>0 


且 三 + 二 1; 由 此 , 注意 到 c) 款 ， 得 到 已 经 知道 的 杨 格 不 等 式 


1 1 
< —7z° + at. 
zt < aT + Fe 


中 勒 让 德 (Legendre)(1752 一 1833) 一 一 著名 的 法 国 数学 家 . 
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自 函数 f(z) = er 的 勒 让 德 变换 是 函数 广 (8) = tln ,zt > 0, 并 且 成 立 不 等 式 
zt < +tlnt, rs eR,t > ON. 


9. 曲线 在 一 点 处 的 曲率 、 曲 率 半径 和 曲率 中 心 . 设 有 一 点 在 平面 上 运动 . 其 运动 规律 由 一 对 关 
于 时 间 二 次 可 微 的 坐标 函数 z = z(t)、y = y(t) 确定 . 这 时 它 描画 出 一 条 曲线 , 对 此 , 我 们 说 
这 条 曲线 是 以 参数 形式 = = z(t)、 = y(t) 给 定 的 . 由 函数 y = f(z) 的 图 像 给 出 曲线 的 情 
形 只 是 一 种 特殊 参数 形式 , 此 时 , 可 以 认为 = = t 而 y = f (四 . 我 们 想 指出 一 个 刻画 曲线 在 
一 点 处 的 奔 曲 程度 的 数 , 就 像 加 半径 的 倒数 可 以 作为 加 周 讨 曲 程度 的 指标 . 我 们 下 边 使 用 的 
正 是 这 个 对 比 . 
a) 求 出 点 的 加 速度 向 量 att) = (四 , 训 )) 的 切 向 分 量 at 和 法 向 分 量 an, 即 把 a 表 成 和 
式 at + an 其 中 向 量 at 与 速度 向 量 v(t) = (Z(t),y(t)) 共 线 , 也 就 是 说 , 它 的 方向 是 
沿 轨迹 切线 的 , 而 向 量 an 的 方向 是 沿 轨 迹 的 法 向 的 . 
b) 证 明 : 当 沿 着 半径 为 的 回 周 运动 时 成 立 关系 式 
_ | 
and 
c) 当 沿 着 任意 的 曲线 运动 时 , 考虑 到 b), 自然 把 量 
0) = al 


jan 人 | 


r 


叫做 曲线 在 点 (z(t),y(t)) 处 的 曲率 半径 . 
证 明 : 曲率 半径 按 公 式 


2 4 
"0- 和 
来 计算 . 
d) 平面 曲线 在 给 定点 (z(t) 、y(b)) 处 的 曲率 半径 的 倒数 叫做 绝对 曲率 . 与 绝对 曲率 一 道 , 还 
考虑 量 i 
k(t) = En 
这 个 量 叫 做 曲率 . 


证 明 : 曲率 的 符号 表示 曲线 相对 切线 旋转 的 方向 . 分 析 曲 率 有 怎样 的 量 纲 . 

@) 证 明 : 函数 y = f(z) 的 图 像 在 点 (z, f(z)) 处 的 曲率 可 按 公 式 

y (2) 

[1+ (vw)?(2)]2 
来 计算 . 研究 k(z) 的 符号 , 亦 即 y"(z) 的 符号 与 图 像 凸 的 方向 的 对 应 关系 . 

f) 选择 常数 a、b、RR 使 得 圆周 (z 一 a)? + (y 一 6)? = R? 与 一 条 确定 的 以 参数 形式 给 出 的 
曲线 z = z(t),y = y(t) 在 点 zo = z(to)、yo = y(to) 处 以 尽 可 能 高 的 阶 数 相 切 . 假定 
Z(t) 、y(t) 二 次 可 微 且 (z(to), y(to)) (0,0). 

上 述 圆 周 叫做 曲线 在 点 (zo, yo) 处 的 密切 圈 周 . 它 的 中 心 叫做 曲线 在 点 (zo, yo) 处 
的 曲率 中 心 . 验证 它 的 半径 与 在 c) 中 定义 的 在 这 点 处 曲线 的 曲率 半径 相同 . 

g) 静止 的 质点 在 重力 作用 下 从 具 抛物 形 剖 面 的 冰山 顶 上 开始 下 滑 . 剖面 方程 是 z+ y? = 

lz > 0,y > 0. 计算 质点 落地 前 的 运动 轨道 . 


大 (z) = 
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85. 复数 ”初等 函数 彼此 间 的 联系 


1. 复数 与 在 有 理 数 域 Q 中 代数 方程 z? = 2 没有 解 类 似 , 在 实数 域 R 中 方 
程 z? = -1 也 没有 解 . 同样 类 似 的 是 , 我 们 引入 了 Q 范围 以 外 的 符号 V3 作为 方程 
z2 = 2 的 解 , 使 它 适合 于 Q@ 中 的 运算 , 并 得 到 形 如 ri + V5rs 的 新 数 , 其 中 71、r2 e Q. 
与 此 类 似 , 也 可 以 引入 符号 i 作为 方程 zz = -1 的 解 , 并 把 这 个 R 范围 之 外 的 数 i 
和 实数 以 及 R 中 的 算术 运算 联系 起 来 . 

实数 域 R 的 上 述 扩充 有 很 多 好 处 , 其 中 最 大 的 优点 是 , 在 所 得 的 复数 域 C 中 ， 
任何 实 系数 或 复 系数 的 代数 方程 再 也 不 会 没有 解 了 . 

现在 按 计划 介绍 本 节 内 容 . 


a， 域 R 的 代数 扩充 . 于 是 我 们 按 欧 拉 的 记号 引入 新 的 数 i- 一 虚 单 位 , 使 得 
从 = 一 1， 
数 i 与 实数 间 的 相互 作用 的 内 容 应 是 : 可 以 用 数 ye R 来 乘 i, 即 必须 出 现形 如 
记 的 数 , 并 且 可 以 把 这 样 的 数 与 实数 相 加 , 即 出 现形 如 z + iy 的 数 , 其 中 z、y E R. 
遵循 高 斯 , 我 们 把 形 如 z + iy 的 对 象 叫做 复数 . 如 果 我 们 想 在 复数 集 上 定义 通 
常 的 满足 交换 律 的 加 法 运算 和 满足 交换 律 并 关于 加 法 可 分 配 的 乘法 运算 , 那么 作为 
定义 必须 令 
(zi + iy1) 十 (za + iy2) := (Z1 十 z2) + i(yi + yo), (1) 
(zl + iy1) (za + iy2) := (T1272 一 yy2) + i(T1y2 + To). (2) 


两 个 复数 zl + iyi 和 za 十 iyz 当 且 仅 当 ri = zz 且 y1 = wo 时 , 认为 是 相等 的 . 

数 ze 及 与 形 如 z+i0 的 数 恒 等 , 而 i 与 数 0+i.1 恒 等 . 如 同 从 (1) 所 见 到 的 ， 
数 0+i.0 = 0 e R 在 复数 集中 起 着 零 的 作用 , 如 同 从 (2) 所 见 到 的 , 数 1+i-0=1€ RR 
起 着 单位 的 作用 . 

从 实数 的 性 质 和 定义 (1)、(2) 推出 , 复数 集 是 一 个 域 , 它 含有 及 为 真子 域 . 

复数 域 用 符号 C 标记 , 而 它 的 元 素 通 常用 字母 > 和 w 表示 . 

对 于 C 是 域 这 一 结论 , 唯一 不 太 明 白 , 从 而 需要 验证 的 是 , 任何 异 于 零 的 复数 
z= 二 z 十 记 关于 乘法 都 有 道 z-!, 即 z.z-: =1. 我 们 来 验证 此 事 . 

数 xz 一 鹿 叫做 数 z= z 十 的 共 示 数 并 以 符号 王 信和 

我 们 注意 到 , 如 果 z 关 0, 那么 z.3 二 ?十 妨 ++i-0 二 2 十 妨 关 0. 因此, 应 该 取 

1 也 作为 z-!. 


Bir Rt + 


b. 域 C 的 几何 解释 .。 我 们 指出 , 引入 了 复数 的 代数 运算 (1)、(2) 之 后 , 那个 
把 我 们 引 向 这 些 定义 的 符号 i 就 不 再 是 必须 的 了 . l 
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我 们 可 以 把 复数 z = z+ 记 与 有 序 实数 对 (z,y) 等 同 起 来 , >、y 分 别 时 做 复数 
z 的 实 部 和 虚 部 ( 记 作 z = Rez,y = Imz@). 

然而 , 一 旦 把 数 对 (z,y) 当 作 平面 R? = R x RR 的 点 的 笛 卡 儿 坐 标 , 就 可 以 把 复 
数 与 这 个 平面 的 点 或 坐标 为 (z,y) 的 二 维 向 量 等 同 起 来 . 

在 这 种 向 量 解释 中 , 复数 的 依 坐标 的 加 法 (1) 对 应 于 向 量 的 加 法 法 则 . 此 外 , 这 
样 的 解释 势必 引导 出 复数 z 的 模 |z| 的 概念 , 即 把 对 应 的 向 量 (z,y) 的 模 或 长 度 作 
为 复数 z 的 模 , 即 

|z| = VY 二奶 ,车 z = z+ig (3) 
同样 地 , 这 种 解释 也 引导 出 以 复数 z1、zo 对 应 的 平面 上 两 点 的 距离 作为 这 两 个 数 之 
间 的 距离 来 量度 的 方法 , 即 以 量 


lz1 —z2| = V (zi ~ 22)? + (1 — ya)? (4) 


作为 复数 4、z2 之 间 的 距离 这 样 一 个 量度 方法 . 

复数 的 集合 , 解释 作 平 面 的 点 的 集合 , 叫做 复 平 面 , 仍 用 符号 C 表示 . 与 此 类 似 ， 
实数 的 集合 与 数 轴 同 以 符号 R 表示 . 

因为 平面 的 点 还 可 以 通过 极 坐标 (7, p) 给 出 , 极 坐标 (7, yp) 与 笛 卡 儿 坐 标 经 变 
换 公式 


ed 加 
Y="7 siny， 
相 联系 , 所 以 复数 
2 一 2 十 亡 (6) 
也 可 以 表示 成 
z=r(cosyp +i sing). (7) 


写法 (6) 和 (7) 分 别 叫 做 复数 的 代数 形式 和 三 角形 式 . 

在 写法 (7) 中 , 数 > > 0 叫做 复数 z 的 模 (因为 , 从 (5) 可 见 ,7 = |z), 而 p 叫做 
数 z 的 辐 角 . 辐 角 只 当 z 六 0 时 有 意义 . 根据 函数 cosp 和 siny 的 周期 性 , 复数 辐 
角 的 值 彼此 相差 2r 的 倍数 , 而 符号 Arg z 表示 形 如 yp + 2rk(k e Z) 的 角度 的 集合 ， 
其 中 y 是 某 个 满足 关系 式 (7) 的 角度 . 要 想 使 复数 单 值 地 确定 某 个 辐 角 pe Arg z， 
那 就 要 预先 说 定 辐 角 取 值 的 范围 . 最 常见 的 是 取 半 开 区 间 0< p <2 或 -xr<p<”n 
来 做 这 个 限制 范围 . 如 果 做 好 了 这 样 的 选择 , 就 说 选 定 了 辐 角 的 分 支 或 主 支 ). 在 选 
定 的 范围 内 , 辐 角 的 值 通常 用 arg z 来 表示 . 


中 来源 于 拉丁 文 realis ( 实 的 ) 和 imaginarius ( 虚 的 ). 
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复数 写法 的 三 角 公式 (7) 适合 于 做 复数 的 乘法 运算 . 事实 上 , 若 


z1 = rT1(cosp1 +i sinpl)， 


z2 = T2(cosp2 + i sinp2), 


则 
z1* z2 = (ricospl + ir1 sin p1)(r2 cos p2 + ir2 sin p2) 
= (rir2 cos pl cos p2 一 rl72 sin pl sin pz) 十 
i(rir2 sin pl cos p2 十 rlr2 cos pl sin p2)， 
即 


Zz1° 22 =T1r2(cos(p1 十 92) 十 isin(pl + p2)). (8) 
于 是 , 当 复数 相 乘 时 , 它们 的 模 相 乘 而 辐 角 相 加 . 
我 们 指出 , 我 们 实际 上 证 明了 , 若 pk e Arg z1 且 pa € Arg zz, 则 (pl + pa) € 
Arg(z1 z2). 但 由 于 辐 角 之 确定 精确 到 2rk, 所 以 有 


Arg z1: 22 = Arg z1 + Arg 22, (9) 


这 是 一 个 集合 等 式 , 右边 是 形 如 pl + pz 的 数 的 全 体 , 其 中 pi e Arg z1、 yp2 € Arg z2. 
因此 , 按 等 式 (9) 的 意义 来 理解 辐 角 的 和 是 有 效 的 . 

例如 , 当 这 样 来 理解 辐 角 的 等 式 的 时 候 , 可 以 作出 这 样 的 断 语 : 两 个 复数 相等 ， 
当 且 仅 当 它们 的 模 和 辐 角 分 别 相等 . 

从 公式 (8) 按 归纳 法 , 显然 可 以 推出 下 列 棣 莫 弗 @ 公 式 : 

若 z=r(cosp+isinp), 则 


加 一 Tn(cosnp 十 isinmp). (10) 
考虑 到 关于 复数 辐 角 的 解释 , 可 以 用 棣 莫 弗 公式 明确 写 出 方程 a* = a 的 全 部 复 
数 解 . 
实际 上 , 如 果 
= p(cosy + isiny), 
且 据 公式 (10) 


z=7"(cosng +isinnp), 


那么 r+ = WP 且 np = +2kn,k E 了 由 此 we = 昌 二 可 一 大 显然 , 仅 当 上 = 


0,1,… ,n 一 1 时 得 到 不 同 的 复数 . 于 是 ， 我 们 求 得 复数 4 的 ne 个 不 同 的 根 : 
NE ) -am 


n 


四 棣 莫 弗 (Abraham de Moivre) (1667 一 1754) 一 一 英国 数学 家 , 生 于 法 国 . 
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特别 地 , 若 a=1 即 p=1 且 水 =0, 则 有 
k= YH =c0s (Ek) +isin (2 有 ) (k=0,1,...,n— 1). 


这 些 点 位 于 单位 圆周 上 , 构成 正 n 角形 的 顶点 . 

与 复数 本 身 的 几何 解释 相关 , 提 一 下 复数 之 间 的 算术 运算 的 几何 解释 是 有 好 
处 的 . 

对 于 固定 的 be C, 和 式 z+b 可 以 解释 作 由 公式 z xz 二 给 出 的 C 到 自身 的 
映射 . 它 是 在 平面 上 平移 向 量 b 的 运算 . 

对 于 固定 的 a = |al(cosp +isinp) 夫 0, 积 a.z 可 以 解释 为 C 到 自身 的 映射 
z ma.z. 它 是 伸 长 到 |a| 们 并 旋转 一 个 角度 p & Arg a 的 复合 . 这 可 从 公式 (8) 看 
出 来 . 

2. C 中 的 收敛 及 复数 项 级 数 ”复数 之 间 的 距离 (4) 使 我 们 可 以 把 数 zoe C 的 
e 邻 域 定义 为 集合 

{zeCllz—zl<e}. 

如 果 zo = zo +igo 的 话 , 这 个 集合 就 是 一 个 以 点 (zo, yo) 为 中 心 以 = 为 半径 的 (不 包 
括 圆周 的 ) 圆 . 

我 们 说 复数 序列 {zn} 收敛 到 数 zo e C 指 的 是 


lim |zn 一 zol = 0. 
es 
从 不 等 式 
max{|zn 一 zol, |yn — yol} < |zn — zol < |zn — zol + lyn — yol (11) 


看 出 , 复数 序列 收敛 当 且 仅 当 它 的 项 的 实 部 的 序列 和 虚 部 的 序列 都 收敛 . 

与 实数 列 的 情形 类 似 , 复数 列 {zn} 叫做 基本 列 或 柯 西 列 , 如 果 对 于 任意 的 = > 0， 
都 存在 号 码 Ne N, 使 当 m、n > N 时 , |zm -zn| <。 成立. 

从 不 等 式 (11) 看 到 , 复数 列 是 基本 的 当 且 仅 当 所 给 数列 的 项 的 实 部 列 和 虚 部 列 
都 是 基本 的 . 

因此 , 考虑 到 实数 列 的 柯 西 准则 , 我 们 根据 (11) 断定 成 立 如 下 

命题 1 ( 柯 西 准则 ) 复数 列 收效 当 且 仅 当 它 是 基本 的 . 


如 果 把 复数 的 级 数 
及 十 如 十 … 十 加 十 … (12) 
的 和 理解 为 它 的 部 分 和 Sn = z1 十 … 十 zn 当 n 一 oo 时 的 极限 的 话 , 那么 我 们 也 得 
到 复数 级 数 收敛 的 柯 西 准则 . 
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命题 2 级 教 (12) 收效 当 且 仅 当 对 于 任意 的 = > 0, 存在 数 N < N, 使 得 对 于 任 


意 的 n>m>N 有 
lzm+ zm+1+**+2n| <e. 


(13) 


由 此 看 出 , 要 使 级 数 收敛 , 必须 当 n 一 co 时 z, 一 0. 其 实 从 级 数 (12) 收敛 的 定义 


本 身 就 已 看 出 此 事 . 
与 实 的 情形 一 样 , 级 数 (12) 叫做 绝对 收敛 的 , 如 果 级 数 


lal+ |z2| 二 … 十 |zn| 十 …: 
收敛 的 话 . 
从 柯 西 准则 和 不 等 式 
|zm 十 zm+it+ +2n| < laml+ lzmtil+**+lzn| (m<n) 


推出 , 若 级 数 (12) 绝对 收敛, 则 它 收敛 . 
例 级 数 
LW 1 
D) 1+T17+ 于 
人 2 一 汉 22 十 机 2 一， 


3) 1 一 训 + 
对 于 任意 的 ze C 都 绝对 收敛 , 因为 我 们 已 经 知道 级 数 
1) 1+ ll+ + 
2) |z|+ 吉 z++ 协 z+…， 
3 1+ 可 PP 十 下 la 十 … 
对 于 任何 值 |z| e R 都 收敛 . 我 们 指出 , 此 处 使 用 了 等 式 |z|" = |z"|. 


|z| > 1 时 它 不 收敛 , 因为 此 时 级 数 的 一 般 项 不 趋 于 零 . 


形 如 
co 十 cl(z 一 加 ) 十 … 十 cn(z 一 20 六 十 


的 级 数 叫做 矫 级 数 . 
用 柯 西 判别 法 ( 见 第 三 章 81 第 4 段 ) 于 级 数 


leol + lel — 20)|+ .+ |en(z — 20)"|+-…, 


(14) 


例 4 级 数 14+ = 十 22+… 当 |z| < 1 时 绝对 收敛 , 且 它 的 和 等 于 s= 一. 当 


(15) 


(16) 
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我 们 断定 , 当 
Pal<( 栈 Ye 
时 , 级 数 收 全 , 当 jz 一 zo| > (了 ER Yi]) ”时 它 的 一 般 项 不 移 于 夫 
由 此 得 到 如 下 


命题 3 ( 柯 西 -阿达 马 @ 公 式 ) 需 级 数 (15) 在 以 点 zo 为 中 心 以 已 为 半径 的 贺 
|z 一 zo| < R 内 收敛, 其 中 RR ( 叫 收 化 半径 ) 按 下 列 柯 西 -阿达 马公 式 确定 : 


R= (Tm Vo) . (17) 


在 这 个 圆 的 外 部 的 任何 点 处 震级 数 都 发 散 . 
在 这 个 圆 的 任何 点 (内 点 ) 处 震级 数 都 绝对 收敛 . 


注 关于 在 周 界 |z - zo| = 丸 上 的 收敛 性 , 命题 3 一 无 所 述 , 因为 此 处 一 切 逻辑 
上 容许 的 情况 都 可 能 发 生 . 

例 级 数 

5) 四 | > tan, 7) pb 二 2 

n=1 n=1 n=1 

在 单位 圆 |z| < 1 中 收敛 . 但 级 数 5) 在 |z| = 1 上 处 处 发 散 ; 级 数 6) 当 z = 1 时 发 散 
而 当 z = 一 1 时 可 以 证 明 是 收敛 的 ; 级 数 7) 当 |z| = 1 时 绝对 收敛, 因为 将 

应 该 注意 到 在 命题 3 的 叙述 中 未 加 考虑 但 可 能 晓 化 的 情形 ， 即 在 公式 (17) 中 
R=0 的 情形 . 此 时 , 整个 收效 圈 赔 化 成 级 数 (15) 的 唯一 的 收敛 点 z0. 

从 命题 3 显然 推出 

推论 (关于 宕 级 数 的 阿 贝尔 第 一 定理 ) 若 轩 级 数 (15) 对 于 某 个 值 z* 收敛 , 则 
它 对 于 任意 满足 |z 一 zo| < |z* 一 zo| 的 z 都 绝对 收 化 . 

目前 得 到 的 这 些 命题 都 可 看 作 是 我 们 已 经 知道 的 事实 的 简单 推广 . 现在 我 们 来 
证 明 两 个 关于 级 数 的 一 般 的 命题 . 这 两 个 命题 我 们 以 前 不 曾 以 任何 形式 论证 过 , 虽然 
曾 部 分 地 讨论 过 它们 所 涉及 的 问题 . 

命题 4 若 复数 级 数 zi 十 z2 十 … 十 各 十 … 绝对 收效 , 则 重 排 它 的 项 所 得 的 级 
数 am 十 am 十 … 十 Zrm 十.… 加 同样 绝对 收 化， 且 收 仇 到 同一 个 和 . 


人 
n2 


四 阿达 马 (Hadamard) (1865 一 1963) 一 一 著名 的 法 国 数学 家 . 
@ 第 二 个 级 数 号 码 为 上 的 项 (第 k 项 ) 是 原来 级 数 的 号 码 为 mx 的 项 . 映射 N3k me EN 假 
定 是 自然 数 集 N 到 自身 的 满 单 射 . 
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< 考虑 到 级 数 六 |za| 的 收敛 性 , 对 于 数 = > 0, 我 们 找到 号 码 Ne N, 使 得 
n=1 
3 lanl<e. 


n=N+1l 
另外 , 找 得 到 号 码 K e N, 使 当 上 > 天 时 , 在 和 式 卫 = an 二 … 十 anx 的 加 数 
中 包含 着 和 式 sw = al +…:+aw 的 所 有 的 加 数 . 如 果 s = 》, zn, 那么 , 我 们 得 到 当 
k>K 时 
ss <ls—snl+lsw Bl< SY + lanl <2e. 
n=N+1 n=N+1l 


这 样 就 证 明了 当 k 一 co 时 , 区 一 s. 车 应 用 已 证 之 事 于 级 数 |za| 十 |zz| 十 … 十 |zn| 十 … 
及 级 数 |zmi| 十 |zma| 十 … 十 |zmx| 十 …， 则 得 知 后 一 级 数 收敛 . 这 就 完全 证 明了 命题 
4. 办 


下 一 个 命题 是 关于 级 数 的 乘积 
(a1+a2++an+t+.)(bi+b+.…+bn+..*) 


的 . 问题 在 于 , 如 果 我 们 要 打开 括 弧 并 写 出 一 切 可 能 的 两 两 乘积 aibj, 那么 , 对 于 这 些 
乘积 并 不 存在 一 个 自然 的 求 和 次 序 , 因为 有 两 个 求 和 指标 . 我 们 知道 , 对 于 i、 j € RN 
数 对 (i, 7) 的 集合 是 可 数 的 , 因此 可 以 按 某 种 次 序 写 出 以 aib; 为 项 的 级 数 . 此 级 数 的 
和 可 能 与 这 些 项 在 级 数 中 的 排列 次 序 有 关 . 但 是 刚才 我 们 已 经 见 到 , 在 绝对 收敛 的 
情形 , 级 数 的 和 不 依赖 于 项 的 排列 次 序 . 所 以 , 最 好 还 是 弄 清 楚 以 aib; 为 项 的 级 数 什 
么 时 候 绝对 收敛 . 

命题 5 绝对 收 伊 的 级 数 的 乘积 是 绝对 收 仇 的 级 数 ， 它 的 和 等 于 作为 乘 数 的 级 
数 的 和 的 乘积 . 

4 先 指出 , 不 管 我 们 取 怎样 一 个 其 项 形 如 aib; 的 有 限 和 》 ,osbj, 总 可 以 指出 这 
样 的 N, 使 得 和 

4N = al 十 … 十 aNw 与 和 BN 一 思 十 … 十 bw 


的 乘积 包含 原来 所 取 的 和 的 全 部 被 加 项 . 因此 
N N N oo oo 
[Doi6| < Destl < D> host = Dleil: Dol < Poles Dhol 
j=1 i=1 i=l j=1 


j=1 


由 此 推出 级 数 入 ait 的 绝对 收 全 性 , 从 而 它 的 和 是 单 值 确定 的 , 与 被 加 项 的 次 序 
j=1 
无 关 . 例如 这 时 洒 以 用 和 An = al 十 … 十 an, Ba 二 名 十 … 十 ba 的 乘积 当 m -oo 时 
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的 极限 来 得 到 它 . 但 当 ”一 co 时 , 4 . B, 一 4B, 其 中 4 = by ba 


样 就 完成 了 所 述 命题 5 的 证 明 . > 2 
举 一 个 重要 的 例子 . 


例 8 级 数 三 an 过 二 i" 都 绝对 收敛 . 在 计算 这 两 个 级 数 的 积 时 , 我 们 把 
短 指 数 的 和 m+ 等 于 k 策 基 an .bm 并 在 一 起 , 就 得 到 级 数 


河 | #" ee")- 


k=0 \ntm=k 
然而 
Re ee 
Db DN Ri "= +6, 
所 以 我 们 得 到 


立 区 2 让 如 = = Ht 中 (18) 
大 =0 


3. 欧 拉 @ 公 式 以 及 初等 函数 彼此 间 的 联系 ”在 例 1) 一 3) 中 我 们 确定 了 三 个 级 
数 在 复数 域 C 中 的 绝对 收敛 性 . 这 三 个 级 数 分 别 是 由 定义 在 玉 上 的 函数 ex 、 sinz、 
cosz 的 泰勒 展开 式 推广 到 复数 域 得 到 的 . 由 于 这 个 缘故 , 函数 e*、cosz、sinz 在 C 
中 的 下 述 定义 是 很 自然 的 : 


1 
可 + exp :1 十 到 ?十 吉 2 人 (19) 
cosz :=1 一 让 2 + ne (20) 
en 和 
sinz := 17 — 7 十 可 2 一 …. (21) 


遵循 罗拉 的 办 法 , 在 (19) 中 代入 z = iy, 以 适当 的 方式 把 此 时 所 得 级 数 的 部 分 和 的 
被 加 项 分 组 , 求 得 


工 1,, LT 1 六 
1 十 下 (十 页 (yj 十 页 () 十 而 (G) 十 页 (十 


| /1 1 ,1 
=(1-# 十 下 一 + 十 可 We 


四 


@ 欧 拉 (Euler) (1707 一 1783) 一 卓越 的 数学 家 和 力学 家 , 按 族 系 说 是 瑞士 人 , 一 生 大 部 分 时 间 
住 在 彼得 堡 . 按 拉 普 拉 斯 的 说 法 ,“ 欧 拉 是 18 世纪 后 半 叶 全 体 数学 家 共同 的 导师 ”. 


即 
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这 就 是 著名 的 欧 拉 公 式 . 
在 推导 中 我 们 用 到 了 这 = -1、 刘 = 一 放 =1、 廿 =i 等 等 . 在 公式 (22) 中 , 数 
y 婚 可 以 是 实数 也 可 以 是 任意 的 复数 . 
从 定义 (20) 、(21) 见 到 
cos( 一 z) = cosz, 


sin(—z) = — sinz, 
即 cosz 是 偶 函 数 , sin z 是 奇 函 数 . 于 是 
e-iy = cosy— isiny. 


将 此 式 与 公式 (22) 对 比 , 得 到 
cosy = $e +e-™), 
siny = 去 cv 一 e- 记 ). 
由 于 y 是 任意 复数 , 所 以 这 些 等 式 最 好 还 是 改 用 不 引起 误解 的 记号 写 出 : 
0608as 王 Be” +e-**), 
(23) 
A 2 、 
sin z 一 页 Ge 一 下 
这 样 一 来 , 如 果 设 exp z 由 关系 式 (19) 确定 , 则 公式 (23) (等 价 于 展开 式 (20)、 
(21)) 以 及 公式 


chz= HG +e™*), 
(24) 


shz= 3(e —e-*), 
相应 地 可 以 取 作 圆 函数 和 双 曲 函 数 的 定义 . 假若 我 们 把 那些 关于 三 角 函 数 的 有 启发 
性 的 然而 有 时 不 十 分 严格 有 据 的 看 法 统统 忘记 (尽管 这 些 看 法 把 我 们 引导 到 欧 拉 公 
式 ), 现在 可 以 运用 典型 的 数学 技巧 : 取 公 式 (23)、(24) 作为 定义 , 从 这 些 定义 可 以 完 
全 从 逻辑 上 得 出 圆 函 数 和 双 曲 函数 的 性 质 . 
例如 , 基本 恒等式 
cos? z+ sin?z = 1, 
ch2z — sh?z = 1, 
以 及 偶 性 , 都 可 直接 验证 . 
更 深刻 的 性 质 , 如 像 和 的 余弦 及 正弦 的 公式 , 可 以 从 指数 函数 的 特征 性 质 


exp(z1 十 22) = exp z1 .exp 22 (25) 
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推出 , 性 质 (25) 显然 可 从 定义 (19) 及 公式 (18) 得 出 . 我 们 来 推导 和 的 余弦 及 正弦 的 
公式 . 
一 方面 按 欧 拉 公 式 


ei(za+z2) 一 cos(21 + 22) + isin(z1 + 22); (26) 
另 一 方面 , 按 指数 函数 的 性 质 及 欧 拉 公 式 有 


Cils1+22) ~ eizl . eiz2 ~ (coszl + isinz1)(cosz2 + isinz2) 
= (cosz1icosz2 — sinz1 .sinz2) 十 isin zicosz2 十 coszlsinz2)， (27) 
如 果 2 、z2 都 是 实数 , 那么 , 使 公式 (26) 和 (27) 中 的 数 的 实 部 、 虚 部 分 别 相等 ， 


我 们 就 得 到 所 求 的 公式 . 由 于 我 们 打算 对 任意 的 zi、z2 e C 来 证 明 这 些 公 式 , 所 以 
使 用 cos z 的 偶 性 和 sin z 的 奇 性 , 再 写 下 一 个 等 式 : 


eiln+#2) 一 (cos z1 cos 22 一 sin zl sin 22) 一 i(sin z1 cos z2 十 cos z1 sin 22). (28) 
比较 (27) 和 (28), 求 得 


ala jet 十 erita+za)) 
一 coszl .cosz2 一 Sin zlsin z2, 
a . 
sin(z1 + 22) = 7 二 e-ilzt+za)) 


= Sin zl * cos z2 + cos 21 Sin 22. 


完全 类 似 地 可 以 得 到 关于 双 曲 函数 chz 和 sh z 的 相应 的 公式 . 顺便 说 一 下 , 从 
公式 (23)、(24) 可 见 , 函数 ch z、sh z 与 函数 cosz 、 sin z 通过 简单 的 关系 式 


chz = cosiz, 


shz= —isiniz 


相互 联系 着 . 

但 是 , 要 从 定义 (23) 得 到 像 sinr = 0 或 cos(z + 2r) = cosz 这 样 几何 上 十 分 明 
显 的 事实 已 是 十 分 困难 的 了 . 这 就 表示 , 当 致 力 于 精确 性 的 时 候 , 仍 不 应 忘记 相应 的 
函数 是 在 哪些 问题 中 自然 地 产生 出 来 的 . 由 于 这 个 缘故 , 在 此 我 们 不 打算 去 克服 那 
些 在 描述 三 角 函 数 的 性 质 时 可 能 发 生 的 与 定义 (23) 有 关 的 困难 , 而 是 在 积分 理论 之 
后 再 回 过 头 来 讨论 这 些 函 数 . 此 刻 我 们 的 目的 只 是 要 展示 看 来 似乎 完全 不 同 的 函数 
所 具有 的 那 种 美妙 的 统一 性 , 这 种 统一 性 不 进入 复数 域 是 发 现 不 了 的 . 

如 果 认 为 对 于 ze R， 


cos(z 十 2r) = cosz， sin(z 十 2r) =sinz， cos0=1, sin0=0 
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都 是 已 知 的 , 那么 从 欧 拉 公式 (22) 得 到 关系 式 
eg 
在 这 个 式 子 里 出 现 了 各 不 同 的 数学 领域 里 的 最 重要 的 常数 (1 一 一 算术 , 7 一 一 几何 ， 
e 一 一 分 析 , 代数 ). 
从 (25) 和 (29), 像 从 公式 (22) 一 样 看 出 
exp(z + i27) = exp z, 
也 就 是 说 , 在 C 中 指数 函数 原来 是 一 个 周期 函数 , 函数 的 周期 了 = 认 r, 是 纯 常 数 . 
注意 到 欧 拉 公式 , 现在 可 以 把 复数 的 三 角 写 法 (7) 表示 成 
z 一 reip， 
其 中 7 是 数 z 的 模 , 而 ” 是 它 的 辐 角 . 
棣 莫 弗 公式 现在 变 得 十 分 简单 : 
zn = rneiny， (30) 
4. 函数 的 客 级 数 表示 , 解析 性 ”定义 在 某 个 集 Ec C 上 的 复 变量 > 的 复 值 函 
数 w = f(z) 是 一 个 已 到 C 的 映射 f :已 一 C. 这 种 函数 的 图 像 是 CxC=R?xR?= 
R4 中 的 子 集合 , 因此 不 具有 通常 的 直观 性 . 为 了 弥补 这 种 损失 , 通常 取 两 张 复 平面 ， 
在 一 张 上 标示 定义 域 的 点 , 而 在 另 一 张 上 标示 值 域 的 点 . 
在 下 面 的 几 个 例子 中 , 标 出 了 定义 域 B 和 它 在 相应 的 映射 下 的 像 . 


例 9 


图 37 
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例 11 


这 从 让 = e,z= rete 从 而 这 = rette+ 引 推 知 , 这 也 就 是 说 从 旋转 了 角 得 到 . 
例 12 


yl © 


图 40 


因为 如 果 z = rei?, 则 z2 = r?ei2?. 
例 13 
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iv 四 


图 42 
从 例 13,14 明白 , 在 这 种 情况 下 , 单位 圆 的 像 仍 是 单位 圆 , 只 是 全 成 两 层 . 
例 15 


若 z = rei?, 则 根据 (30)z" = rneine, 所 以 在 我 们 的 情况 下 , 半径 为 > 的 圆 的 像 
是 半径 为 rn 的 圆 , 且 后 者 的 每 个 点 都 是 原来 的 圆 的 n 个 点 的 像 (顺便 说 一 下 , 这 n 
个 点 分 布 在 一 个 正 n 角形 的 顶点 处 ). 

这 里 例外 的 只 是 点 w = 0, 它 的 原 像 是 点 z = 0. 

不 过 , 当 z 一 0 时 , 函数 z" 是 n 阶 无 穷 小 量 , 因此 说 > = 0 是 函数 的 n 阶 零 点 . 
考虑 到 零 的 这 个 重 数 , 现在 可 以 说 , 在 映射 z ~- z? = 邮 之 下 , 任 一 点 w 的 原 像 的 数 
目 都 等 于 n. 特别 地 , 方程 2* = 0 有 个 重合 的 根 二 三 为 = 一 各 一 0. 

相应 于 连续 性 的 一 般 定 义 , f(z) 叫做 在 点 zs C 的 连续 复 变 函数 , 如 果 对 于 它 
的 值 f(zo) 的 任何 邻 域 V(f(z0)), 存在 这 样 的 邻 域 UV(zo), 使 得 对 于 任意 的 ze U(zo)， 
有 


f(z) eV(20)), 
简单 地 说 就 是 
Jim f(2) = f(20). 
像 对 于 实 的 情形 那样 , 把 量 


fn) = sin, {Of G81) 


zz0 2 一 
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叫做 复 变 函 数 f(z) 在 点 zo 处 的 导数 , 如 果 这 个 极限 存在 的 话 . 
等 式 (31) 等 价 于 当 z 一 zo 时 
J(z) — f(z0) = f'(z0)(z — 20) + 0(z — z0). (32) 


此 等 式 相当 于 函数 在 点 zo 处 可 微 的 定义 . 
由 于 可 微 复 变 函 数 的 定义 与 实 函数 的 相应 定义 是 一 致 的 , 而 域 C 的 算术 性 质 也 
与 RR 的 一 样 , 所 以 , 一 般 的 微分 法 则 在 复 的 情形 下 也 都 成 立 . 


例 16 
(f+9)(2) = f(z) + (2), 
(f:9)(2) = f(s)9(z) + F(z) :91(2), 
(907)(2) = ga) F(z). 
因此 , 若 f(z) = 22, 则 f(z) = 1.z+z:1= 2z. 而 车 f(z) = z", 则 f(z) = nz"-!. 
又 车 
Pn(z)=c0+c1(z— 20)+*+ cn(z — 20)", 
则 
Plz) = 01+2c2(z — 20)+ -+ ncn(z —z0)" 1. 
下 述 定理 给 出 了 短 级 数 的 微分 法 . 
定理 1 村 级 教 f(z) = 了 cn(z 20)" 的 和 是 定义 在 其 收效 国内 的 无 穷 可 务 
数 , 而且, 有 et 
19000) = DE (ens -20)") ,k= 0 
n=0 


以 及 人 
四 ol. 
nl 


< 在 /0(z) 的 表达 式 中 令 上 =n 和 z= zo 立刻 得 出 系数 cn 的 表达 式 . 

而 jb(z) 的 公式 本 身 , 只 要 对 大 = 1 的 情形 加 以 验证 即 可 , 因为 f(z) 也 是 知 
级 数 和 的 形式 . 

下 边 验 证 , 函数 p(z) = 》 ”mcen(z - zo)”: 实际 就 是 f(z) 的 导数 . 

首先 , 我 们 注意 到 ， 根据 疝 西 一 一 阿达 马公 式 (17), 最 后 这 个 级 数 的 收敛 半径 
与 原来 的 f(z) 的 宕 级 数 的 收敛 半径 相同 . 此 

为 了 书写 简单 起 见 , 下 边 将 认为 zo = 0, 即 f(z) = > cnz",p(z) = Dnenz™!, 

mnE0 n= 

而 且 , 当 |z| < R 时 级 数 收敛 . 
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由 于 对 收敛 圆 内 寡 级 数 绝对 收敛 . 可 以 发 现 , 最 重要 的 是 , 当 |z| < r < 及 时 成 
立 估计 |nenzn-!| = nlenljz"!| < nlen|lr"1, 而 级 数 》 ,nlenlr"! 是 收敛 的 . 因此 ， 
对 于 任意 的 < > 0 存在 号 码 N 使 当 |z| <r 时 有 


oo 


bp nenz"-! 


n=N+1 


这 样 一 来 , 在 圆 |z| < r 中 任何 一 点 , 函数 p(z) < r 确定 它 的 级 数 的 前 N 项 部 
分 和 之 差 不 超过 也 


现 设 “ 和 z 是 这 个 圆 的 任意 两 点 . 与 上 边 类 似 , 由 变换 


f(0) -f(z) — f(z) -学 a er 1 十 cn-2z 十 .… 十 5zn-2 十 zn-I) 


和 


co 


< 和 nlen|r™! 


n=N+1 3 


n=1 
和 估计 |os(s"-1 十 … 十 zm-1)| < |cnlnr"-!, 可 得 , 我 们 感 兴趣 的 差 比 , 当 |s| <r 和 
|z| < r 时 , 与 确定 它 的 级 数 的 前 N 项 部 分 和 之 差 不 超 过 s/3. 因此 , 当 |s| < r 和 
lz| < 时 , 有 


n—l 


f(6) — f(z) 
er vlz)| < 


如 果 现在 固定 z 并 令 “ 趋 于 z, 那么 , 在 有 限 和 中 取 极 限 , 我 们 看 到 , 当 6 与 > 
充分 接近 时 , 最 后 这 个 不 等 式 右边 部 分 , 从 而 其 左边 将 小 于 e. 
这 样 一 来 , 由 < 妈 的 任意 性 , 证 明了 ， 对 于 圆 |z| < R 中 任 一 点 z, 成 立 
f'(2)= P(2). > 
这 个 定理 正好 使 得 可 以 确定 这 样 一 个 函数 类 , 它 的 每 个 函数 的 泰勒 级 数 都 收敛 
到 这 个 函数 本 身 . 
说 函数 在 点 zoe C 处 解析 , 指 的 是 它 在 这 点 的 某 个 邻 域内 可 以 表示 成 下 述 (“ 解 
析 的 ”) 形式 : 
f(2) = Den(z ~ zo)"™, 
n=0 
即 关于 z - zo 的 震级 数 的 和 . 
不 难 验证 (参见 问题 7), 知 级 数 的 和 在 它 的 收敛 圆 的 任意 内 点 解析 . 
考虑 到 函数 解析 性 的 定义 , 从 已 证 过 的 定理 得 到 : 
推论 a) 函数 如 果 在 一 点 解析 , 那么 , 它 在 该 点 无 穷 次 可 微 且 其 泰勒 级 数 在 该 
点 的 一 个 邻 域 中 收敛 于 它 . 
b) 定义 在 一 点 邻 域 中 且 在 该 点 无 穷 次 可 微 的 函数 的 泰勒 级 数 . 在 该 点 某 邻 域 中 
收敛 于 这 个 函数 , 当 且 仅 当 , 函数 在 该 点 解析 - 
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在 复 变 函数 论 中 将 证 明 一 个 极 妙 的 事实 , 即 若 函 数 f(z) 在 点 zo 的 邻 域内 可 微 ， 
则 它 就 在 这 点 解析 . 对 于 实 函数 并 无 类 似 之 事 . 这 确实 是 令 人 吃惊 的 , 因为 根据 上 边 
已 证 的 定理 , 由 此 推出 , 如 果 函 数 f(z) 在 一 点 的 邻 域内 有 一 阶 导数 f'(z), 那么 , 在 这 
个 邻 域内 它 同样 有 任意 阶 的 导数 . 

此 事 初 看 起 来 出 乎 意料 , 有 点 像 当 我 们 把 一 个 具体 的 方程 z? = -1 的 根 i 并 入 
RR 并 得 到 域 C, 在 C 中 任何 代数 多 项 式 P(z) 就 都 有 根 了 . 代数 方程 P(z) =0 在 C 
中 可 解 这 一 事实 , 我 们 打算 用 它 , 对 它 进行 证 明 , 作为 说 明 本 节 引 入 的 复数 及 复 变 函 
数 初步 概念 的 一 个 很 好 的 实例 . 


5. 复数 域 C 的 代数 封闭 性 ”如 果 我 们 能 证 明 任何 复 系数 多 项 式 
P(z)=cot+czt+*+cnz" ,n> 1, 


在 C 中 都 有 根 , 那 就 再 也 不 会 由 于 某 个 代数 方程 在 C 中 不 可 解 而 去 扩充 域 C. 从 这 
个 意义 上 说 , 任何 多 项 式 Pn(z) 都 有 根 这 样 一 个 命题 确定 了 域 C 的 代数 封闭 性 . 
为 什么 在 C 中 一 下 子 任何 多 项 式 都 有 根 , 而 在 及 中 却 可 以 没有 根 呢 ? 为 了 对 此 
有 一 个 完全 直观 的 概念 , 我 们 使 用 复数 和 复 变 函 数 的 几何 解释 . 
注意 到 
po- 全 + 总 
可 知 , 当 |z| 一 oo 时 , P(z) = cnz" + o(z"). 由 于 使 我 们 感 兴趣 的 是 方程 P(z) = 0 的 
根 , 所 以 只 要 以 cn 除 方程 的 两 边 , 就 可 以 认为 多 项 式 P(z) 的 系数 cn = 1, 因此 
P(z) = z" + o(z"), 当 |z| 一 co 时 . (33) 
我 们 记得 ( 见 例 15) 在 映射 z * zn 之 下 , 中 心 在 点 O 半径 为 的 圆周 变 成 中 
心 在 点 O 半径 为 mm 的 圆周 , 那么 , 对 于 足够 大 的 r 值 , 根据 (33), 圆周 |z| = r 的 像 


将 以 甚 小 之 相对 误差 重合 于 w 平面 上 的 圆周 lw| = r"( 图 44). 在 任何 情况 下 , 像 都 
是 围 住 点 w = 0 的 一 条 曲线 , 这 一 点 是 重要 的 . 


图 44 


如 果 把 圆 |z| < r 看 作 是 一 个 张 在 圆周 |z| = 7 上 的 薄膜 那么 , 在 由 多 项 式 
w = P(z) 实现 的 连续 映射 下 , 这 个 薄膜 变 成 张 在 圆周 的 像 上 面 的 薄膜 . 但 由 于 这 个 
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像 围 住 了 点 w = 0, 所 以 这 个 薄膜 必 有 某 点 与 w = 0 重合 , 这 就 意味 着 , 在 圆 |z| < 
内 存在 一 点 zo, 它 在 映射 w = P(z) 下 正好 变 成 w=0, 即 P(zo) = 0. 

这 个 完全 直观 的 思想 导致 一 系列 非常 重要 非常 有 用 的 拓扑 概念 (关于 点 的 路 径 
指标 , 映射 的 级 ), 借助 这 些 概念 就 可 以 做 出 完全 的 证 明 , 其 正确 性 尽 可 能 地 不 仅 是 对 
于 多 项 式 才 成 立 . 不 过 很 遗憾 , 这 些 考察 会 使 我 们 偏离 我 们 当前 所 研究 的 基本 课题 ; 
因此 我 们 将 基于 已 经 足够 熟悉 的 思路 做 出 另 一 个 证 明 . 


定理 2 每 个 次 数 n > 1 的 复 系数 多 项 式 


P(z)= co + :+cnz" 
在 C 中 都 有 根 . 
4 不 损伤 定理 结论 的 一 般 性 , 显然 可 以 认为 ce = 1. 设 p= inf 1P(z)|. 由 于 
Pa) =zm[1+ 2+…+ 乌 ]， 


所 以 


1P(Gal> lz E- (Sa a lol)]. 


lal |z|” 


于 是 显然 , 对 于 足够 大 的 值 R, 当 |z| > RR 时 , |P(z)| > max{1,2p}. 因此 , 使 


1 
0< |P(zk)l 一 4< 天 


的 一 列 点 za, za，…… ,zk，…… 落 在 圆 |z| < R 中 . 
我 们 来 检验 , 在 C 中 (甚至 在 圆 |z| < R 中 ) 有 使 |P(zo)| = /的 点 zo. 为 此 指 
出 , 若 zx = zk 十 iyk, 则 


max{|zxl, lykl} < |zx| < R, 


从 而 实数 列 {zk} 、{yk} 都 是 有 界 的 . 先 从 {zk} 中 抽出 收敛 的 子 列 {zk.}, 再 从 {yk} 
中 抽出 收敛 的 子 列 {ys,,}, 就 得 到 {zx} 的 子 列 


Zkim = Thim, + iykim 
它 有 极限 
lim zk， = lim zk。 十? lim yx 一 To 十 io = 20, 
一 oo op 一 co In 一 oo 


且 由 于 当 m 一 co 时 |zk, | 一 |zol, 所 以 |zol < R. 为 避免 写法 累 歼 , 我 们 不 转 到 子 
列 , 而 认为 数列 {zx} 本 身 即 已 收敛 . 从 P(z) 在 zo e C 的 连续 性 推出 


Wim, P(x) = P(z0)- 
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但 这 样 一 来 8, |P(z0)| = aa,IPGzal 一 此 


现在 假定 /> 0, 我 们 来 引出 矛盾 ， 若 P(zo) 六 0, 则 考察 多 项 式 Q(z) = 
Le 寞 按 其 构成 , 9(0) =1, 且 |Q(z)| = 入 >1. 
由 于 Q(0) = 1 多 项 式 Q(z) 有 如 下 形式 


Q(z) =1+ gk2* + gkt12rtl + + gnz™, 


其 中 gx|#0 且 1<k<n. 车 qr =pew, 则 对 于 p= 有 


gk (ei?)* = pe .ei(™—») = petr = —p = —|gk|. 
于 是 当 z = reie 且 r 充分 接近 于 零 时 , 得 到 


Il@Creite)| < |1 + ge2*|+ (lqgt12*t!| + + |gnz"|) 
=|1—rtlgrl|+ rett(lgerl+ + lan|r™ *—) 


一 1 一 吃 (|gk| 一 rlgktil 一 … 一 mlonj) < 1. 


但 是 当 > eC 时 |Q(z)| > 1. 所 得 的 矛盾 表明 P(z0) = 0. > 


注 1 关于 任意 复 系数 代数 方程 在 C 中 都 可 解 的 定理 (传统 上 常 称 之 为 代数 基 
本 定理 ) 的 第 一 个 证 明 是 由 高 斯 给 出 的 . 他 一 向 注意 把 所 谓 “虚数” 引 向 完全 现实 的 
生活 , 为 它 找到 了 各 式 各 样 的 深刻 的 应 用 . 


注 2 我 们 知道 , 实 系 数 多 项 式 P(z) = ao + … + anzn 并 不 总 有 实 根 . 但 与 任 
意 的 复 系数 多 项 式 相 比 它 具有 这 样 的 特性 , 若 P(zo) = 0, 则 亦 有 P( 如 ) = 0. 实际 上 ， 
从 共 思 e 数 的 定义 及 复数 的 加 法 法 则 推出 ( 云 干 丈 ) = 刀 + z. 从 复数 的 三 角 式 的 写法 
及 复数 的 乘法 法 则 见 到 


(a1 22) = (Tie 7T26872] = Tiroetei+9a) = rr2e (PtP2) 


=Ne .re Y= 有 1 


因此 


PW) = 0 Tan 人 克 =G0 二 … 十 Gn 性 二 a0 十 … 十 an 码 二 P(z0)， 
从 而 车 P(zo) = 0, 则 P(z0) = P(z0) = 0. 


外 注意 , 我 们 一 方面 证 明了 , 从 任何 依 模 有 界 的 复数 列 中 都 可 抽出 收敛 的 子 列 , 另 一 方面 也 展示 
了 一 个 可 以 用 来 证 明 关于 闭 区 间 上 连续 函数 最 小 值 定理 的 方法 , 在 现在 的 场合 , 这 是 在 圆 |z| < R 
中 进行 的 . 
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推论 1 任何 一 个 次 数 n > 1 的 复 系数 多 项 式 P(z) = co 十 …+ cnzn 都 可 以 表 

示 成 
P(z) = cn(z — 21)*…*(z — zn), (34) 

其 中 如 、… 、zn € C(z1、:… 、zn 不 必 互 不 相同 ), 并 且 若 不 计较 因子 的 次 序 , 则 表 
达 式 (34) 是 唯一 的 . 

< 根据 多 项 式 P(z) 除 以 次 数 m < n 的 多 项 式 Q(z) 的 除法 法 则 (“ 欧 几 里 得 力 
转 相 除法 "), 求 得 P(z) = g(z)Q(z) + r(z), 其 中 gq(z) 和 r(z) 是 多 项 式 , 且 r(z) 的 次 
数 小 于 Q(z) 的 次 数 , 即 小 于 m. 于 是 , 车 m = 1, 则 r(z) = > 是 常数 . 

设 zi 是 多 项 式 P(z) 的 根 . 那么 P(z) = (z 一 zx)q(z)+7, 且 由 于 P(za) = m 所 
以 r = 0. 就 是 说 , 若 za 是 多 项 式 P(z) 的 根 , 则 成 立 着 表达 式 P(z) = (z - z1)g(z). 
多 项 式 g(z) 的 次 数 等 于 n 一 1, 并 且 对 它 可 以 重复 同样 的 讨论 . 根据 归纳 法 我 们 得 到 
P(z) = c(z 一 21)…(z 一 zn). 由 于 应 有 cz" = cnz", 所 以 c=cn. > 


推论 2 任何 实 系数 多 项 式 
P(z) = ao 十 … 十 anz” 
都 可 以 展开 成 一 次 和 二 次 实 系 数 多 项 式 的 乘积 . 
< 此 命题 从 上 述 推论 1 和 注 2 推出 . 根据 注 2, 与 P(z) 的 根 zx 一 起 , 均 也 是 
P(z) 的 根 @. 于 是 在 展开 式 (34) 中 把 因子 (z - zx) 和 (z - 永 ) 乘 起 来 , 得 到 实 系数 
二 次 多 项 式 
22 十 (一 的 一 列 )z 十 | 区 2. 
数 cn 此 时 等 于 on, 是 实数 , 因此 可 以 把 它 乘 到 展开 式 的 一 个 括号 里 面 去 而 不 改变 此 
因子 的 次 数 . > 
把 展开 式 (34) 中 相同 的 因子 乘 在 一 起 , 可 以 把 它 改写 成 
P(z) = c(z ~ 21)™ (2 — zp)*r. (35) 


数 局 叫做 根 z 的 重 数 . 
由 于 P(z) = (z 一 尺 )@(a), 其 中 Q(z) 关 0, 所 以 
P'(z) = (2 — 2)% -1Q(z) + (2— zi) Q(z) = (2 — #1) R(z), 
其 中 R(z;) = Q(zj) 关 0. 这 样 我 们 就 得 到 下 面 的 结论 . 


推论 3 多 项 式 P(z) 的 每 个 重 数 为 局 > 1 的 根 都 是 P(z) 的 导数 一 一 多 
项 式 P'(z) 的 语 一 1 重 根 . 
四 需要 指出 , 对 于 zx 4 R, 作为 根 , zk 与 未 有 相同 的 重 数 . 一 一 译 者 注 
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根据 这 个 推论 和 展开 式 (35), 我 们 不 用 求 多 项 式 P(z) 的 根 就 可 以 求 出 形 如 
(z 一) …(z 一 思 ) 的 多 项 式 p(z), 它 的 根 与 P(z) 的 根 一 样 , 但 都 是 一 重 的 . 
实际 上 , 按照 欧 几 里 得 算法 ， 先 求 出 P(z) 和 P'(z) 的 最 大 公 因子 一 多 项 
式 q(s). 根据 推论 3、 展 开 式 (35) 以 及 定理 2, 多项式 q(z) 与 乘积 (z ~ 2)a-1 
(z 一 名)-! 顶 多 差 一 个 常数 因子 , 因此 , 用 q(z) 去 除 P(z), 再 除 以 z? 项 的 系数 就 
得 到 多 项 式 p(z) = (z 一 aa)…(z 一 z). 
现在 考察 两 个 多 项 式 的 比 R(z) = 名 其 中 Q(z) # const. 如果 P(z) 的 次 数 
大 于 Q(z) 的 次 数 , 那么 , 用 多 项 式 的 除法 律 , 把 P(z) 表 成 


P(z) = p(7)* Q(z) + "(2), 


其 中 p(z) 和 r(z) 是 多 项 式 且 r(z) 的 次 数 小 于 Q(z) 的 次 数 . 这 样 一 来 , 得 到 了 R(x) 
的 表达 式 四 
7r(z 


Q(z) 


其 中 分 式 各 依 分 子 的 次 数 小 于 分 母 的 次 数 这 个 意义 来 说 已 是 真 分 式 了 . 
现在 我 们 要 叙述 这 样 一 个 推论 , 它 是 关于 把 真 分 式 表示 成 所 谓 最 简 分 式 的 和 的 . 


推论 4 aj 若 QC) 一 (一 aa(z 一 zj 各 且 名 是 真 分 式 ， 则 对 于 0 
存在 唯一 的 下 述 形式 的 表示 式 


Pl2) _E /an 
a 加 Fr) 2 


b) 车 P(z) 和 Q(z) 是 实 系数 多 项 式 且 


R(z) = P(z) 十 


Q(z) =(z 一 zi 各 (一 zz 十 DiZ 十 gm 
“(72 + PnT + gn)™", 

P(z) 

Q(z) 


P(2) T+ 
5G) -人 (Se -万 sr) 二 光 人 的 ) 2 


f=1 


则 对 于 真 分 式 存在 唯一 的 下 述 形式 的 表示 式 


其 中 aoik、bk、cik 都 是 实数 . 

我 们 指出 , 实际 寻求 展开 式 (36) 或 (37) 的 万 能 的 虽然 并 不 总 是 最 简单 的 方法 
是 待定 系数 法 . 这 个 方法 是 这 样 的 , 把 (36) 或 (37) 右 端的 和 用 公分 母 Q(z) 来 通 分 ， 
然后 将 所 得 的 分 子 的 系数 与 多 项 式 P(z) 的 相应 的 系数 来 对 比 . 此 时 我 们 得 到 一 个 
线性 方程 组 , 根据 推论 4, 这 个 方程 组 永远 可 以 单 值 解 出 . 
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因为 , 通常 我 们 只 对 于 具体 的 分 式 的 展开 式 感 兴趣 , 我 们 用 待定 系数 法 来 求 出 
这 个 展开 式 , 所 以 除了 根据 推论 4 确信 此 事 总 可 做 到 之 外 , 我 们 暂且 并 不 需要 别 的 
什么 . 由 于 这 个 缘故 , 我 们 不 打算 对 推论 4 进行 证 明 . 它 的 证 明 通常 以 代数 的 语言 
载 于 高 等 代数 教科 书 中 或 以 分 析 的 语言 载 于 复 变 函 数论 的 教科 书 中 . 

我 们 考察 一 个 专门 挑选 的 例子 , 通过 它 对 上 面 的 叙述 作出 说 明 . 


例 17 设 
P(z) = 2z6 + 3z5 + 674 + 673 十 10z2 二 3z 十 2， 


Q(z) =z7 二 3z5+5z5 二 7z4 十 7z3 十 572 十 37 十 1 


过 P(x) 
要 求 算出 分 式 Ga) 的 展开 式 (37). 


首先 , 麻烦 的 是 我 们 不 知道 多 项 式 Q(z) 的 展开 式 . 我 们 试 着 把 情况 简化 , 避 开 
Q(z) 可 能 会 有 的 重 根 . 求 出 


Q'z) = 775 +18z5 + 25z4 十 2873 + 217? + 102 + 3. 


按 欧 几 里 得 算法 进行 相当 宛 繁 但 可 完成 的 计算 , 求 出 多 项 式 Q(z) 和 Q'(z) 的 
最 大 公 因 子 
dlz) = z4 十 2z3 十 2z2 十 2z 十 1. 


我 们 写 出 的 是 z 的 最 高 次 赛 的 系数 为 1 的 最 大 公 因 子 . 
用 d(z) 除 Q(z) 得 多 项 式 


dq(z) =z3 +z2 二 zZ 十 1， 


它 与 多 项 式 Q(z) 有 同样 的 根 , 不 过 都 是 一 重 的 .容易 猜 出 一 1 是 多 项 式 q(z) 的 根 . 
用 z+1 除 gq(z) 后 得 到 zz +1. 因此 


gq(z) = (z+ 1)(z? +1). 
逐次 用 zz +1 和 z 十 1 去除 d(z), 而 后 求 得 d(z) 的 展开 式 
d(z) = (z+ 1)*(z? + 1), 


随后 就 得 到 展开 式 
Q(z) = (z + 1)3(z? + 1)2. 


于 是 , 根据 推论 4b) 求 得 分 式 强 的 如 下 形式 的 展开 式 : 


P(z) ”all 


012 0s DZ 十 cll ，bl27 十 cl2 
Q(z) z+1 (z+1)? (z+1)3 


+ 1 (z2 十 1)2 
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将 右 端 通 分 并 比较 分 子 中 所 得 多 项 式 的 系数 和 多 项 式 P(z) 的 相应 的 系数 , 得 
到 七 个 七 元 方程 , 解 此 方程 组 , 最 后 得 到 
Plz) 1 2 1 z-1 s+1l 
OG) zri G+ tr t mrit (+1 


练 习 


1. 使 用 复数 的 几何 解释 : 
a) 解释 不 等 式 |zi 十 za| < jzi| 二 |z2| 和 |z1 十 … 十 zn| < |z| 十 … 十 |znl; 
b) 指出 平面 C 上 满足 关系 式 |z 一 1| 十 |z 十 1| < 3 的 点 的 几何 位 置 ; 
c) 表 出 数 1 的 所 有 的 n 次 根 并 求 它们 的 和 ; 
d) 解释 由 公式 xm z 给 出 的 平面 C 的 变换 的 效用 . 
2. 求 和 
a) 1 二 9g 十 … 十 9 
b) 1+g+… 十 g" 十 …, 当 |g| < 1 时; 
©) 1 十 ete 十 … 十 ein9i 
dj 1+rew 十 ,十 TenYi 
@) 1+rei 十 … 十 rneing 十 .…, 当 |r| < 1 时 ; 
f) 1 十 r cosP 十 .十 Tcosmpi 
g) 1+r cosp 十 … 十 rrcosnp 十 …, 当 |r|<1l 时 ; 
bh) 1+r sing+:**+r7"sinngp; 
iD 1+r sinp 十 … 十 rnsinnp 十 …, 当 |r| < 1 时. 
3. 求 出 复数 lim (1 + 三 )” 的 模 和 辐 角 并 证 实 这 个 数 是 o 
4. a) 证 明基 于 w 的 方程 e” = z 有 解 w = In|z| + iArg z. 自然 认为 w 是 数 z 的 自然 对 数 . 
因此 w = ln z 不 是 函数 关系 式 , 因为 Arg z 是 多 值 的 . 
b) 求 出 nl 和 Ini. 
c) 置 ze = ein*. 求 1 和 半 
d) 使 用 表达 式 w = sinz = 一 ee), 求 出 对 于 z = arc sin w 的 表达 式 . 
@) 在 C 中 有 没有 点 能 使 |sin z| = 
5 由 本 下 是 不 是 在 下面 人 1 = TH 
b) 在 z=0 外 相机 数 了 万 元 天 了 二 下 展 开 成 黎 级 数 并 求 它 的 收敛 半径 、 
c) 对 函数 了 X373 = 求解 问题 a) 和 b) 其 中 入 E R 是 参数 . 关于 平面 C 上 什么 样 的 点 的 
相互 位 轩 决 钙 让 全 半径 ， 你 有 没有 什么 想法 ? 当 限制 在 实 轴 上 关于 z e R 来 展开 函数 
f(z) = TF (NE R) 时 ， 此 事 能 明白 否 ? 


6. a) 研究 一 下 柯 西 函数 


都 连续 . 
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在 点 z = 0 处 是 否 连续 . 

b) 问题 a) 中 的 函数 了 在 实 轴 上 的 限制 fg 是 否 连 续 ? 

c) a) 中 的 函数 /在 点 zo = 0 处 有 泰勒 级 数码 ? 

dj 有 没有 在 zo e C 解析 的 函数 , 它 的 泰勒 级 数 只 在 点 zo 处 收 伍 ? 
6) 想 出 一 个 只 在 点 zo 处 收敛 的 寒 级 数 支 cn(z — z0)". 


7. a) 在 宕 级 数 三 4c 一 a)” 中 作 形 式 的 代 换 z 一 a = (z 一 z0) + (zo 一 a) 并 合并 同类 项 ， 


将 得 到 一 个 级 数 洋 cn(z - zo)"， 试 用量 hk, (zo 一 a)*, 二 0,1,…… 表示 这 个 级 数 的 
系数 . ee 

b) 试验 证 , 如 果 原 级 数 在 圆 |z 一 a| < 大 中 收敛 , 而 |zoa| = r < 及 , 则 定义 cn(n = 0,1,…) 
的 那些 级 数 绝对 收敛 , 而 且 , 级 数 ol 一 zo)” 当 |z - zo| < 及 一 时 收敛 . 


o) 试 证 , 如 果 在 圆 |z -al < 及 中 有 f(z) = 实 An(z 一 a)", 而 |zo - al < R, 那么 , 在 加 
把 
|z -20| < 民 一 |z0 一 al 中 函数 有 知 级 数 表示 f(z) = 定 cn(z 一 z0)". 
2 


8. 验证 : 
a) 当 点 ze C 跑 遍 圆 周 |z| = r > 1 点 w = z + z! 跑 遍 以 0 为 中 心 、 点 土 2 为 焦点 的 
椭圆 周 ; 
b) 当 作 复 数 平方 时 , 更 准确 地 说 , 在 映射 w 一 2 下 这 样 的 椭圆 周 将 变 成 以 0 为 焦点 的 跑 
饥 两 次 的 椭圆 周 
c) 在 映射 w 二 w? 下 , 任何 以 零 为 中 心 的 椭圆 周 将 变 成 以 0 为 焦点 的 椭圆 周 . 


86. 自然 科学 中 应 用 微分 学 的 一 些 例子 


这 节 我 们 将 分 析 自 然 科 学 中 的 几 个 问题 . 这 些 问题 的 出 处 , 彼此 相差 甚 远 , 但 我 
们 会 看 到 它们 却 有 相当 接近 的 数学 模型 . 这 个 模型 不 是 别 的 , 乃 是 关于 我 们 在 问题 
中 所 感 兴趣 的 函数 的 最 简单 的 微分 方程 . 顺便 提 及 , 我 们 一 般 正 是 从 研究 一 个 这 样 
的 例子 一 一 二 体 问 题 而 开始 去 建立 微分 学 的 。 这 个 问题 归结 为 一 个 方程 组 , 目前 
我 们 还 不 能 去 研究 它 . 这 里 我 们 只 考察 那些 按 我 们 现 有 的 水 平 能 够 彻底 解决 的 问题 . 
从 这 节 的 一 系列 例子 当中 , 我 们 除了 见 到 数学 工具 的 具体 运用 而 满足 之 外 , 特别 地 ， 
会 更 加 相信 , 不 但 指数 函数 exp z 的 产生 是 十 分 自然 的 , 而 且 它 向 复数 域 的 推广 也 是 
非常 有 效 的 . 


1. 齐 奥 尔 柯 夫 斯 基 公 式 ”考察 远离 有 引力 的 物体 , 在 开阔 宇宙 中 直线 运动 的 火 
箭 (图 45). 

设 M(t) 是 火箭 (连同 燃料 ) 在 时 刻 t 的 质量 ; V(t) 是 它 在 时 刻 t 的 速度 ; w 是 
燃料 爆燃 由 火箭 的 管 咀 喷 出 的 (相对 于 火箭 的 ) 速度 . 

我 们 来 确定 这 些 量 之 间 的 关系 . 
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mg mr vw 
图 45 
根据 所 做 的 假定 , 火箭 连同 燃料 可 以 看 作 封闭 系统 , 因此 它 的 冲 量 (或 动量 ) 不 
随时 间 变 化 . 
在 时 刻 t 系统 的 冲 量 等 于 M(t) . V(t). 


在 时 刻 t+h 火箭 连同 它 所 剩 下 的 燃料 的 冲 量 等 于 ML 二 门 .VL+ 门 , 而 在 这 
段 时 间 内 喷 出 的 燃料 质量 是 


IAM|= IM(t+h) — M(t)|=—(M(t+h) — M(t)), 
喷 出 的 这 些 燃 料 的 冲 量 AT 由 下 式 界定 
(VO) —w)IAM| < AT < (VE+h) -wlAM), 
即 
AT= (V(t) —w))IAMI+a(WIAM), 


且 由 V(t) 的 连续 性 推出 , 当 h 一 0 时 , a(h) 一 0. 
对 比 系统 在 时 刻 t 和 t+h 的 冲 量 , 有 


M(t)V(t) = M(E+ RVGE+ Ah) + (V(t) ~ w)lAM| + a(h)IAM), 


代入 
IAM| = —(M(t +h)— M(t)) 


并 化 简 , 得 
M(t+ A)(VGE+h) — VE)) = —w(M(t+h) — M(t)) + a(h)(M(t+h) — MU)). 
以 h 除 此 式 并 令 h 一 0 取 极 限 , 得 到 
MY 的 = 一 wM 的 . (1) 


这 就 是 要 找 的 我 们 所 感 兴趣 的 函数 V (tj 、M(t) 和 它们 的 导数 之 间 的 关系 式 . 

现在 必须 从 函数 的 导数 之 间 的 关系 式 出 发 来 求 出 函数 V(t)、M(t) 本 身 之 间 的 
关系 . 一 般 说 来 , 这 类 问题 比 从 函数 之 间 的 已 知 关系 求 导数 之 间 的 关系 要 困难 得 多 . 
然而 在 我 们 的 情况 下 问题 倒是 可 以 完全 用 初等 办 法 来 解决 . 
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实际 上 , 等 式 (1) 除 以 M(t) 之 后 可 改写 成 
Vt) = (-wlnM) () (2) 


但 若 两 个 函数 的 导数 在 某 个 区 间 上 相同 , 则 在 此 区 间 上 函数 本 身 只 不 过 相差 某 
个 常数 . 

于 是 从 (2) 推出 

V(t) = winM(t) + ec. (3) 

如 果 知 道 , 例如 说 , V(0) = Vo, 那么 , 这 个 条 件 就 完全 确定 了 常数 c. 实际 上 , 从 

(3) 求 出 
c= Vo + wlnM(0), 

从 而 求 出 要 找 的 公式 @ 
M(0) (0) 
MI(t) 

指出 下 述 关系 是 有 用 的 . 若 mx 是 火箭 本 身 的 质量 , mz 是 燃料 的 质量 , 而 V 是 
燃料 完全 烧 尽 时 火箭 达到 的 终极 速度 , 那么 , 把 M(0) = mx +mr 和 M(t) = mx 代 
人 (4) 就 求 得 


V(t) = Wo + wn 


v=W+on(i+ 王 ). 
mk 


这 个 公式 特别 清楚 地 表明 , 终极 速度 与 其 说 决定 于 对 数 符号 下 的 比值 ee 不 如 
说 决定 于 由 燃料 类 型 确定 的 喷 出 速度 w. 特别 地 , 由 这 个 公式 推出 , 车 W = 0, 则 要 
使 本 身 质量 为 mk 的 火箭 得 到 速度 V, 必须 开始 时 带 够 如 下 数量 的 燃料 : 


mr = mx(e¥ —1). 


”2. 气压 公式 ”这 是 一 个 表示 大 气压 强 与 海拔 高 度 关系 的 公式 . 
设 p(h) 是 高 h 处 的 压强 . 因为 p(h) 是 在 高 h 处 一 平方 厘米 面积 上 面 的 空气 柱 
的 重量 , 所 以 p(h + A) 与 p(h) 相差 的 是 高 h 处 一 平方 厘米 大 小 的 平面 和 它 上 方 高 
+ 人 A 处 的 同样 的 平面 之 间 空气 柱 的 重量 . 设 p(h) 是 空气 在 高 度 h 处 的 密度 . 因为 
p(h) 连续 地 依赖 于 h, 所 以 , 可 以 认为 所 说 的 空气 柱 的 质量 可 由 下 式 计算 : 


plé) -g/cm :lcm?-:Acm=p(é) .Ag 


其 中 上 是 由 到 及 + 人 A 之 间 的 某 个 高 度 水 平 的 数目 . 就 是 说 , 这 个 空气 柱 的 重量 是 
9.p(6)A@. 

加 这 个 公式 有 时 冠 以 齐 奥 尔 柯 夫 斯 基 (K. 9. Imoxkoscxaii) (1857 一 1935) 的 名 字 , 他 是 俄罗斯 
学 者 , 宇宙 飞行 理论 的 葛 基 人 . 但是, 第 一 个 得 到 这 个 公式 的 人 大 概 是 俄罗斯 力学 家 米黄 尔 斯 基 


(WH. B. Memepckui#) (1859 一 1935), 发 表 在 1897 年 他 的 关于 变质 量 质点 动力 学 的 文章 中 . 
外 在 大 气 明 显存 在 的 范围 内 , 可 认为 重力 加 速度 9 是 常数 . 
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于 是 


P(h+ A)—p(h) = 一 9p(5)A. 
以 A 除 此 式 两 端 且 令 A 一 0 取 极 限 , 注意 此 时 也 有 & 一 刀 得 到 


P'(h) = 一 9 p(h). (5) 


这 样 一 来 , 压强 变化 的 速度 显然 是 与 相应 高 度 处 的 空气 密度 成 比例 的 . 
为 了 得 到 关于 函数 p(h) 的 方程 , 我 们 从 (5) 中 消去 函数 p(h). 根据 克拉 贝 龙 @ 
定律 , 气体 的 压强 p、 克 分 子 体积 V 和 开 氏 @ 温度 T 由 下 式 相 联系 


pV 
= R, (6) 


其 中 R 是 所 谓 万 用 气体 常数 . 车 M 是 一 克 分 子 空 气 的 质量 , 而 V 是 它 的 体积 , 则 
ji ¥: 因此 , 从 (6) 求 出 


令 和 = 二 则 有 
p= AT)p. (7) 
现在 如 果 认为 我 们 所 观察 的 空气 层 的 温度 是 常数 , 那么 从 (5) 和 (7) 最 后 求 得 
p(n) = —Ap(h). 全 
这 个 微分 方程 可 以 改写 成 
FA) = 
ON 
即 
(np)(h) = (-2n) 


由 此 得 
Inp(h) = -Sht+o 


即 
p(h) = ee—#t. 
因子 es 可 由 已 知 的 初始 条 件 p(0) = po 确定 , 据 此 ee = po 
这 样 , 我 们 就 求 出 了 如 下 的 压强 对 高 度 的 依赖 关系 : 
p=poe 4. (9) 


克拉 贝 龙 (Clapeyron)(1799 一 1864) 一 一 法 国 物理 学 家 , 从 事 热 力学 的 研究 . 
四 汤姆 森 (W. Thomson)(1824 一 1907) 一 一 著名 英国 物理 学 家 , 后 称 Lord Keivin( 开 尔 文 助 珊 ). 
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对 于 室温 (300。 K = 27 °C 左右 ) 的 空气 , 知道 值 < 7.7 x 108(cm/s)?. 还 知道 
g ~ 103em/s*. 代入 9 和 和 的 这 些 数值 之 后 , 公式 (9) 就 得 到 了 完全 终极 的 形式 . 特 
别 地 , 从 (9) 见 到 , 在 高 度 = 2 二 7.7 x 105 cm = 7.7 km 处 , 压强 将 下 降 到 初始 压 


强 的 e-: (~ 二 ). 若 沙 到 深 7.7 km 左右 的 竖井 底 处 , 则 气压 要 增 大 到 e(s 3) 信 . 


3. 放射 衰变 、 连 锁 反 应 及 原子 反应 堆 ”众所周知 , 重 元 素 (主要 是 超 铀 元 素 ) 的 
原子 核 时 时 进行 着 自发 的 衰变 . 这 就 是 所 谓 的 自然 辐射. 

辐射 的 基本 统计 规律 ( 因 是 统计 规律 , 所 以 对 量 不 是 太 少 的 高 浓度 物质 是 真确 
的 ) 告诉 我 们 , 物质 由 时 刻 上 经 过 一 小 段 时 间 h 所 衰减 的 量 与 h 以 及 直到 时 刻 t 尚 
未 衰变 的 原子 的 总 量 N(t) 成 正比 , 即 


N(E+h)— N(t) ~ —AN(t) -h, 


其 中 > 0 是 一 个 表征 所 说 的 化 学 元 素 的 数值 系数 . 
于 是 , 函数 N(t) 满足 已 经 熟知 的 微分 方程 


N'(t) = —AN(t), (10) 


由 此 推出 
N(t) = Noe—™, 


其 中 No = N(0) 是 物质 原子 的 初始 总 量 . 
从 最 初 的 原子 数量 衰减 一 半 所 经 历 的 时 间 T 叫做 半 素 期 . 因此 可 从 方程 e ?= 


于 求 得 量 T, 即 T= 对 

例如 , 对 于 外 Po2l0,T = 138 天 ; 对 于 镭 Ra226, T s 1600 年 ; 对 于 铀 U235,T 六 
7.1 x 108 年 , 而 对 于 铀 的 同位 素 U238,T s 4.5 x 108 年 . 

核反应 指 的 是 核 之 间 的 相互 作用 或 者 核 与 基本 粒子 的 相互 作用 , 其 结果 出 现 新 
类 型 的 核 . 这 可 以 是 核 的 聚变 , 即 一 些 较 轻 的 元 素 的 核 合成 较 重 的 元 素 的 核 ( 例如 两 
个 重 氢 的 核 伴随 损失 质量 和 释放 能 量 合成 氨 的 核 ); 也 可 以 是 一 个 核 误 变 而 形成 一 个 
或 多 个 较 轻 的 元 素 的 核 . 尤其 是 当中 子 与 铀 U235 的 核 相 撞 的 时 候 , 大 约 在 一 半 的 情 
况 下 要 发 生 这 样 的 衰变 . 当 铀 核 分 裂 时 , 形成 二 三 个 新 的 中 子 , 它们 能 继续 参与 与 核 
的 相互 作用 , 引起 核 的 分 裂 , 因而 使 中 子 增殖 . 这 种 类 型 的 核反应 叫做 连锁 反应 . 

我 们 来 描述 放射 性 物质 连锁 反应 的 基本 数学 模型 , 求 出 中 子 数目 N(t) 随时 间 
变化 的 规律 . 

取 半 径 为 + 的 球形 物体 . 如 果 r 不 太 小 的 话 , 则 在 由 时 刻 i 算 起 的 时 间 间隔 h 
中 , 一 方面 要 产生 数量 正比 于 h 和 Ntt) 的 新 中 子 , 另 一 方面 要 失去 一 部 分 跑 到 球 外 
的 中 子 . 
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如 果 v 是 中 子 的 速度 , 那么 , 能 在 时 间 h 后 离开 球体 的 中 子 只 能 是 那些 处 在 离 
球面 距离 不 超过 wh 的 区 域 当中 且 速 度 方向 基本 上 是 径 向 的 那些 中 子 . 如 果 认 为 这 
个 区 域 中 经 过 时 间 h 后 跑 到 球 外 的 中 子 数 与 此 区 域 中 的 中 子 总 数 的 比 不 随时 刻 t 的 
变化 而 变化 , 并 且 认 为 球 中 的 中 子 是 均匀 分 布 的 , 那么 就 可 以 说 , 经 过 时 间 h 后 失去 
的 中 子 数 正比 于 N(s), 也 正比 于 上 述 靠 近 边界 的 区 域 的 体积 与 球 的 体积 的 比 . 

由 上 所 述 得 到 等 式 


N(t+h) — N(t) ~ aN(t)h— ENCOh, (11) 


( 因 为 所 考虑 的 区 域 的 体积 约 等 于 4rr2uh 而 球 的 体积 是 3xrs)、 系数 a 和 仅 与 所 
考虑 的 放射 性 物质 有 关 . 
将 关系 式 (11) 除 以 再 令 h 一 0 取 极限 , 得 到 


N'(t) = (a 2) N(t). (12) 


由 此 
N(t) = Noe(®—#)t. 

从 所 得 的 公式 见 到 , 当 (a -上 ) > 0 时 , 中 子 数目 依 指数 律 随 着 时 间 增长. 这 
种 增长 的 特点 是 这 样 的 , 不 管 初始 条 件 No 如 何 , 在 很 短 的 时 间 内 就 会 使 物体 实际 上 
完全 大 变 , 并 伴随 着 释放 出 极 大 的 能 量 一 这 就 是 爆炸 . 

如 果 (a 一) < 0 那么 反应 很 快 就 要 终止， a 

如 果 成 立 界 于 上 边 考虑 的 两 种 情形 之 间 的 条 件 a 《 = 0, 则 反应 中 新 生 的 中 
rn 结果 中 子 数目 大 致 不 变 . 

使 a 一 一 0 成 立 的 量 * 叫做 临界 半径 , 而 具有 临 拭 半径 的 球状 物体 的 质量 叫 


做 所 说 物质 的 临界 质量 . 
对 于 负 U235, 临界 半径 约 等 于 8.5 cm, 而 临界 质量 接近 50 kg. 
在 依靠 放射 性 物质 的 连锁 反应 来 预 热 蒸汽 的 原子 反应 堆 中 , 设置 有 人 工 中 子 源 ， 
它 在 单位 时 间 内 把 确定 的 n 个 中 子 送 进 裂变 的 物质 . 因此 , 对 于 原子 反应 堆 , 方程 式 
(12) 要 稍 加 改变 : 
NW = (e- £) N(O) +n. (13) 


可 以 用 解 方程 (12) 的 同样 办 法 来 解 这 个 方程 , 因为 当 a 一 2 关 0 时 ， 


人 
(a 一 £) N(t) +n 
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是 函数 1 xn [(a-&) NW + 的 导数 . 方程 (13) 的 解 是 


入 过 立 
下 


Noe(c-2)t — -st 一 e(e- 旬 4 a 一 2 #0, 
Ndt) = a ” 
No 十 mt a-£=0. 


由 这 个 解 看 出 , 若 a 一 6 > 0( 超 过 临界 质量 ), 则 发 生 爆 炸 . 若 不 足 临界 质量 , 即 


a 一 8 < 0, 则 很 快 就 有 S 
NO ~ 
二 一 G 


因此 , 如 果 把 放射 性 物质 的 质量 维持 在 不 足 而 又 接近 临界 的 状态 , 那么 不 管 补 
充 中 子 源 的 强 弱 如 何 , 即 不 管 n 的 值 多 大 , 都 可 以 得 到 很 大 的 值 N(t), 这 就 意味 着 
得 到 很 大 的 反应 强度 . 把 过 程 保持 在 接近 临界 状态 是 一 件 奥妙 且 要 由 相当 复杂 的 自 
动 控制 系统 来 实现 的 事情 . 


4. 空气 中 的 落体 ”现在 我 们 来 研究 物体 在 重力 作用 下 落 向 地 球 的 速度 ， 
如 果 不 存 在 空气 阻力 的 话 , 那么 , 从 相对 不 大 的 高 度 落下 时 , 我 们 会 有 关系 式 


v(t) = 9. (14) 


这 是 从 牛顿 第 二 定律 ma = F 和 万 有 引力 定律 推出 的 . 根据 万 有 引力 定律 , 当 h < R 
时 (R 是 地 球 的 半径 ) 
FO = Om ~ 0 9 m. 

在 空气 中 运动 的 物体 受到 与 运动 速度 有 关 的 阻力 , 其 结果 使 得 重 物 在 空气 中 自 
由 下 落 的 速度 不 是 无 限 地 增加 而 是 稳定 在 某 个 水 平 上 . 例如 , 做 延迟 跳伞 时 ,跳伞 者 
的 速度 在 最 下 层 空气 中 稳定 在 50m 每 秒 至 60m 每 秒 的 范围 内 . 

在 速度 由 0 到 80m 每 秒 的 范围 内 , 我 们 认为 阻力 与 物体 的 速度 成 正比 . 比例 系 
数 当 然 与 物体 的 形状 有 关 . 人 们 有 时 尽量 把 物体 的 形状 做 成 流线型 的 (炸弹 ), 而 在 
另 一 些 情况 下 (降落 伞 ) 却 有 恰恰 相反 的 目的 . 将 作用 在 物体 上 的 力 加 以 比较 , 我 们 
得 到 下 述 方程 , 它 是 物体 在 空气 中 降落 的 速度 应 满足 的 方程 : 


mil(t) = mg — av. (15) 
以 m 除 此 方程 并 用 8 代表 全 ,最 后 得 到 


i(t) = —Pv + g. (13") 
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我 们 得 到 一 个 只 是 字母 表示 与 (13) 不 同 的 方程 . 我 们 指出 , 若 令 -po(b) + 9 = 
jb, 则 因 f(t) = -Bo(t), 那么 从 (13') 可 得 与 它 等 价 的 方程 


f(t) = -BFE). (101) 
它 与 方程 (8) 或 (10) 是 一 样 的 , 只 不 过 字母 表示 不 同 而 已 . 于 是 我 们 得 到 它 的 解 
f(t) = f(0)e-®. 


由 此 推出 方程 (13) 的 解 是 
v(t) = 各 十 (w 一 #) eBt, 
从 而 基本 方程 (15) 的 解 是 
v0) = Bg+ (w— Fg) et (16) 
其 中 wo = v(0) 是 物体 的 初始 竖 直 速度 . 
从 (16) 看 出 , 当 a > 0 时 , 空气 中 的 落体 将 逼近 于 具 固定 速率 的 运动 , 且 v(t) 心 
字 9. 这 样 看 来 , 与 真空 中 的 降落 不 同 , 在 空气 中 降落 的 速度 不 仅 与 物体 的 形状 有 关 ， 
而 且 与 它 的 质量 也 有 关系 . 当 a 一 0 时 , 等 式 (16) 的 右 端 趋 于 vo + gb 即 趋 于 当 
a =0 时 从 (15) 得 到 的 方程 (14) 的 解 . 
利用 公式 (16) 可 以 对 空气 中 落体 的 极限 速度 的 快慢 有 个 概念 . 
例如 , 如 果 期 望 降落 锌 能 使 中 等 体格 的 人 以 10m/s 左右 的 速度 开 伞 着 地 , 那么 ， 
当 持续 自由 下 落 速度 达到 大 约 50m/s 时 开 伞 , 跳伞 者 再 过 3s 就 将 有 大 约 12m/s 的 
速度 . 
实际 上 , 从 所 给 的 条 件 和 关系 式 (16), 求 得 于 9 = 10, 了 ~ 1,w = 50, 因此 关系 
式 (16) 具体 化 为 
v(t) = 10 + 40e™t. 
由 于 ea = 20, 所 以 当 t= 3 时 得 v(t) < 12(m/s). 
5， 再 谈 数 e 及 指数 函数 exp z 我 们 已 经 通过 例子 证 明 (也 见于 本 节 末尾 的 
问题 3.4), 一 系列 自然 现象 从 数学 的 观点 上 都 用 同一 个 微分 方程 
f(z) = af(z) (17) 
来 描述 , 只 要 给 出 “初始 条 件 ”/(0), 这 个 方程 的 解 就 单 值 地 确定 了 . 那 时 
f(z) = f(0)e™”. 


我 们 曾经 相当 形式 地 引入 了 数 e 及 函数 er = exp z, 当时 我 们 数 衔 地 说 这 实在 
是 一 个 重要 的 数 和 重要 的 函数 . 现在 我 们 已 经 明白 , 即使 我 们 早先 不 曾 引 入 这 个 函 
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数 , 它 无 疑 也 一 定 要 作为 方程 (17) 的 解 而 被 引入 . 方程 (17) 虽然 简单 得 很 , 但 却 是 
非常 重要 的 . 确切 地 说 , 只 要 对 于 某 个 具体 的 a 值 , 例如 a = 1, 引入 一 个 作为 方程 
(17) 的 解 的 函数 就 够 了 . 这 是 因为 , 一 般 的 方程 (17) 经 关系 式 z = te 关 0) 而 转换 
到 新 变 元 t 后, 就 归结 到 a = 1 的 情形 . 


实际 上 , 那 时 
dF(t) 


f(0) =7(£) =F0, SE = -or 
dt 
于 是 代替 方程 f'(z) = af(z), 现在 有 aF'(t) = aF(t), 即 
F(t) = F(8). 
于 是 , 我 们 来 考察 方程 
f'(z) = f(z) (18) 
并 用 exp z 来 代表 它 的 使 f(0) = 1 的 解 . 
我 们 来 大 略 估量 一 下 , 这 个 定义 与 先前 关于 函数 exp z 的 定义 是 不 是 一 致 的 . 
我 们 尝试 着 从 f(0) = 1 及 了 满足 方程 (18) 这 些 条 件 出 发 来 计算 f(z) 的 值 . 由 
于 f 是 可 微 函数 , 所 以 是 连续 的 , 这 样 一 来 , 根据 (18) 函数 f' 也 是 连续 的 . 另外 
从 (18) 还 推出 上 还 有 二 阶 导 数 f”(z) = f(z), 进而 一 般 地 从 (18) 推出 了 是 无 穷 可 
微 函数 . 由 于 函数 f(z) 的 变化 速度 f(z) 是 连续 的 , 所 以 在 自 变量 变化 的 小 间隔 h 
中 函数 f' 变化 很 小 , 因此 
f(zo +h) = f(z0) + f'(Eh ~ f(z0) + f(zo)h. 


使 用 这 个 近似 公式 , 以 小 的 步 长 h = 二 来 走 过 从 0 到 = 的 线段, 其 中 ne N, 如 果 
zo = 0,zk+1 = Zk 十 hh. 那么 , 我 们 将 有 


f(zkt1) TS f(zk) + f (Le)h. 
注意 到 (18) 和 条 件 f(0) = 1, 有 


f(z) = f(zn) T f(zn-1) + f (zn_1)h= f(zn-i)(l+h) 
(f(zn_2) + f (wna) +h) = f(zn-2)(l + h)? ~ 
~ f(zo)(1 +h)" = f(0)(1 +h)" 
= (1+ 2) 


步 长 放 = 三 越 小 近似 公式 f(z) ~ (1 + 天) 就 越 精确 , 看 起 来 这 是 一 件 十 分 自然 
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的 事情 (确实 也 是 可 以 证 明 的 ). 

于 是 我 们 得 到 € 
/= (I+) 
ee) 

记 作 e 并 证 明 e。 关 1 的 话 , 我 们 就 得 到 


特别 地 , 如 果 把 量 


f(z) = ,lim (1+ 2) = 加 (+ 二 一 Ja [G+b 计 =e， (19) 
这 是 因为 我 们 已 经 知道 当 w 一 v 时 wa 一 ve. 
微分 方程 (18) 的 这 种 数值 解法 使 我 们 
求 得 公式 (19). 这 种 方法 也 是 欧 拉 提出 的 
叫 作 欧 拉 折线 法 ， 这 个 名 称 与 这 个 算法 的 
几何 意义 相关 : 用 一 条 折线 来 代替 方程 的 解 
f(z), 确切 地 说 , 是 近似 地 代替 解 f(z) 的 
图 像 , 这 条 折线 在 相应 区 段 [zk, zk+1](k = 
0,1,… ,n 一 1) 上 的 那 一 节 是 由 方程 


of i 2h T 
y= f(zk) + f(zk)(z — zk) 图 46 
给 定 的 (图 46). 

我 们 还 遇 到 过 函数 exp zx 作为 宕 级 数 3 Lz" 的 和 的 定义 . 也 可 以 从 方程 (18) 
引出 这 个 定义 ， 这 只 要 使 用 下 述 常用 的 所 谓 得 定 系数 法 ， 我 们 来 求 方程 (18) 的 朝 级 
数 

jz)=co+clz 十 十 cnZ + (20) 
和 的 形式 的 解 , 此 短 级 数 的 系数 是 待定 的 . ee 

我 们 已 经 见 到 ( 见 5 定理 D, 从 (20) 推出 c= 二 忆 . 但 根据 (18), 7(0) = 
(0) = … = f(m(0) =…, 并 且 , 由 于 f(0) = 1, 所 以 有 cn = 二 ， 即 如 果 解 具有 
(20) 的 形式 且 f(0) = 1, 则 必 有 | 

Ho) =1+ + “站 + + 

可 以 单独 验证 这 个 级 数 定义 的 函数 确实 可 微 (不 单 在 z = 0 处 ), 而 且 它 满足 方 
程 (18) 和 初始 条 件 f(0) = 1. 不 过 我 们 不 去 做 这 件 事 了 , 因为 我 们 的 目的 只 在 于 考 
察 一 下 作为 方程 (18) 在 初始 条 件 f(0) = 1 下 的 解 而 引信 的 指数 函数 与 早先 我 们 所 
谈 的 指数 函数 exp zx 是 否 一 致 . 
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我 们 指出 , 方程 (18) 还 可 以 在 复数 域 中 来 研究 , 即 认为 > 是 任意 的 复数 . 此 时 ， 
所 做 的 全 部 论述 依然 有 效 , 只 是 可 能 部 分 地 失去 了 欧 拉 方 法 的 几何 直观 性 . 
于 是 , 自然 也 是 我 们 期 望 的 , 函数 


2 1 1 2 1 n 
ee =1+71*+ 7” 二 到 十 … 
是 方程 
f(z) = f(z2) 
的 满足 条 件 f(0) = 1 的 唯一 的 解 . 
6. 振动 ”如 果 挂 在 弹簧 下 面 的 物体 偏离 了 平衡 位 置 , 例如 先 把 它 稍稍 托 起 再 放 
下 , 那么 , 它 就 要 在 平衡 位 置 附近 振动 . 我 们 以 一 般 的 形式 来 描述 这 个 过 程 . 
设 知道 质量 为 m 的 质点 可 沿 数 轴 Oz 移动 , 它 被 作用 着 与 它 和 坐标 原点 的 距 
离 成 正比 的 力 = -kz © ， 还 知道 质点 的 初始 位 置 ro = z(0) 和 它 的 初始 速度 
vo = (0). 求 质点 的 位 置 对 时 间 的 依赖 关系 z = z(t). 
根据 牛顿 定律 , 可 把 这 个 问题 写成 下 述 纯 数学 的 形式 : 求 方程 
mi(t) = —kz(t) (21) 
满足 初始 条 件 z(0) = zo, (0) = vo 的 解 . 
把 方程 (21) 改写 成 
E(t) 十 E20) =0, (22) 
并 且 再 用 指数 函数 来 试 一 试 , 也 就 是 说 , 试 着 选 一 数 , 使 函数 z(t) = eX 满足 方程 
(22). 
把 z(t) = ex 代入 (22), 得 到 


@ 十 之】 ex=0, 


即 
和 2 十 和 0, (23) 
m 


即 Ni = -下 ,Na = V- 半 .由 于 mm > 0 所 以 当 上 > 0 时, 我们 得 到 两 个 纯 虚数 


和 = -i 下, 和 2 = i 瑟 . 我 们 并 没 指望 得 到 这 样 的 结果 . 虽说 如 此 , 我 们 还 是 要 继 
续 作 进一步 的 研究 . 按照 欧 拉 公 式 


VE oo0l/ tisin\/E 
已 cosV isinV Et 
RE 
etiV 丙 + = cos EtisnVEt 
@ 对 于 弹簧 , 刻画 它 的 弹性 的 系数 上 > 0, 叫做 弹簧 的 弹性 系数 . 
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因为 关于 实 的 时 间 t 进行 微分 时 , 函数 eX 的 实 部 和 虚 部 分 别 单独 进行 微分 , 所 以 函 
数 cosV 天 及 函数 sin 应 该 单独 地 满足 方程 (22). 实际 上 确 是 如 此 , 这 容易 直 
接 验 证 . 中 样 , 复 指数 帮 我 们 猿 中 了 方程 (22) 的 两 个 解 这 两 个 解 的 线性 组 合 


k ey 
Z(t) = cl cos 元 上 十 os mt (24) 


显然 还 是 方程 (22) 的 解 
我 们 从 条 件 


来 选取 系数 cl, c2. 
这 样 一 来 , 周期 函数 


a() = mocosV Et+ wy Tsin VE (25) 
是 所 求 的 解 . 
式 (25) 经 规格 化 的 变换 后 可 改写 成 


z(t) = V3+% 革 sin (VEt+e) y (26) 


; TO 
Q = arcsin /st 
V+ 
因此 , 当 > 0 时 , 质点 将 作 周期 振动 ,周期 是 了 = 2rV/ 到， 也 就 是 说 ,频率 
二 = 直下 ,而 拓 相 是 We + 虽 守 .我 们 确信 这 个 结论 , 因为 , 从 物理 上 考虑 ,很 
明显 , 所 提问 题 的 解 (25) 是 唯一 的 .( 见 本 节 末尾 的 问题 5.) 


函数 (26) 所 描述 的 运动 叫做 简 谐 振动 , 而 方程 式 (22) 叫做 简 谐振 动 方程 . 
现在 回 到 方程 (23) 中 上 < 0 的 情形 . 此 时 , 函数 


est = e-V 杰 :和 exat = eV 
二 者 都 是 方程 (22) 的 实 解 , 且 函 数 


z(t) = cleXat 十 czext (27) 


式 中 
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也 是 解 . 常数 cl、ca 由 下 面 的 条 件 来 决定 : 


zo = 7(0) = cl 十 c2， 
vo = 2£(0) = clXl 十 cz》X2. 


所 得 的 方程 组 总 是 单 值 可 解 的 , 因为 它 的 行列 式 和 2 一 入 1 天 0. 

当 大 < 0 时 , 因为 数 入 和 Xz 反 号 , 所 以 从 (27) 看 到 , 如 果 zo 或 vo 不 为 零 的 
话 , 力 = -kz 不 仅 不 驱使 质点 回 到 平衡 位 置 > = 0, 而 是 使 它 随 着 时 间 的 推移 无 
限 地 远离 平衡 位 置 . 亦 即 , 在 这 种 情况 下 , z = 0 是 不 稳定 平衡 点 . 

最 后 , 我 们 来 研究 方程 (21) 的 一 个 十 分 自然 的 改进 , 通过 这 个 改进 更 加 鲜明 地 
看 出 指数 函数 以 及 把 基本 初等 函数 联系 起 来 的 欧 拉 公 式 的 好 处 . 

假设 我 们 所 考察 的 质点 是 在 介质 (在 空气 中 或 者 在 液体 中 ) 运动 , 介质 的 阻力 不 
容 忽略 . 设 阻 力 与 质点 的 速度 成 正比 . 那么 代替 方程 (21) 我 们 应 该 得 到 方程 


mz(t) = —at(t) 一 kz(t), 
把 它 改写 成 
(0) + Ed) + =0. (28) 
如 果 还 是 求 形 如 z(t) = eX 的 解 , 那么 我 们 得 到 二 次 方程 


0 
m m 


a /4mk 
Nam 2m “ 


当 a? - 4mk > 0 时 , 得 到 两 个 实 根 入 、X2, 于 是 可 求 得 形 如 (27) 的 解 . 
我 们 对 a? - 4mk < 0 的 情况 更 感 兴趣 , 下 边 对 它 做 更 详细 的 考察 ， 这 时 , 根 
Ai 、》a 都 是 复数 (不 是 实数 也 不 是 纯 虚 数 ): 


它 的 根 是 


.VAmk — oa? 

a 
2m 2m 
Qa .Vimk— a 

和》a = 一 一 十 1 一 一 一 一 一 - 
2m 2m 

在 这 种 情况 下 , 欧 拉 公式 给 出 
ENt = eht(coswt — i sinwt), 


Et ~ e-tmht(coswt + i sinwt), 


其 中 w = 一 0， 于 是 我 们 求 得 方程 (28) 的 两 个 实 解 -六 {coswt 和 e 六 
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sinwt 要 想 简单 地 猜 出 这 两 个 解 , 实在 是 太 困 难 了 . 现在 来 做 它们 的 线性 组 合 
Z(t) =e- 这 t(c1 coswt + c2 sinwt), (29) 


选择 满足 初始 条 件 z(0) = zo、z(0) = vo 的 cl 、cz, 从 而 求 出 原来 问题 的 形 如 (29) 的 
解 . 

这 时 , 可 以 验证 , 所 得 的 方程 组 总 是 单 值 可 解 的 .于 是 , 经 过 一 些 变换 , 从 (29) 
得 到 问题 的 如 下 形式 的 解 : 


Z(t) = 4e- 区 +sin(wt + a), (30) 


式 中 4 和 a 是 由 初始 条 件 决定 的 常数 . 
从 这 个 公式 看 到 , 由 于 有 因子 e- 帝 !, 其 中 a > 0、m > 0, 所 以 在 所 考察 的 情况 
下 , 振动 是 束 减 的 , 叫 阻尼 振动 , 其 振幅 衰减 的 速度 依赖 于 比值 < 振动 的 频率 


1 1 大 a \2 

元“ 去 V-( 芒 ) 
不 随时 间 变 化 . 量 w 也 只 依赖 于 比值 和 六 , 这 一 点 其 实 早 就 可 以 从 原来 的 方程 
(28) 看 出 来 . 当 a = 0 时 , 我 们 重新 回 到 无 阻尼 的 简 谐 振动 (26) 和 方程 (22). 


练 习 


1. 喷气 运动 的 有 效 作用 系数 
al 设 Q a ww 是 燃料 喷 出 的 速度 . 那么 jo 是 喷 出 的 单位 


质量 燃料 的 动能 . 在 等 式 3 二 aQ 中 的 系数 a 是 幸 绕 和 吕 出 过 程 的 有 效 作用 系 
数 . 对 于 固体 燃料 (无 姻 炎 时) 。 = 2km/s, Q = 1000kcal/kg, 而 对 于 液体 燃料 ( 带 氧 汽 
油 ) w = 3km/s, @ = 2500kcal/kg. 在 这 些 情况 下 确定 系数 a. 

b) 火箭 的 有 效 作用 系数 用 它 的 终极 动能 mx 二 与 烧 掉 的 燃料 的 化 学 能 mrQ@ 的 比 来 确 
定 . 使 用 公式 (4), 求 出 火箭 的 有 效 作用 系数 用 mx 、 mr 、Q 和 a( 见 a)) 表示 的 公式 . 

c) 如 果 带 有 液体 喷气 发 动机 的 汽车 加 速 到 规定 的 60km/h 的 市 区 行车 速度 , 估算 它 的 有 效 
作用 系数 . 

d) 估算 把 卫星 送 入 靠近 地 面 的 低 轨道 的 液体 燃料 火箭 的 有 效 作用 系数 . 

e) 估算 对 于 怎样 的 终极 速度 , 液体 燃料 喷气 运动 有 最 大 的 有 效 作用 系数 . 

f) 指出， 要 使 不 管 具有 何 种 悄 式 的 媒 关 交付 生 但 站 允 的 有 效 作用 系数， 燃料 和 火箭 
本 体 的 质量 比 六 me 二 应 该 取 怎 样 的 值 . 


2. 气压 公式 
a) 用 本 节 2 段 所 得 结果 , 求 出 把 空气 柱 的 温度 对 压强 的 影响 考虑 进去 的 修正 项 的 公式 , 设 
空气 的 温度 经 常 变化 着 (例如 季节 性 的 变化 ), 变化 的 范围 是 土 40 °C. 
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b) 按 公 式 (9) 求 出 当 温度 为 -40“C、0 "C、40 °C 时 压强 对 高 度 的 依赖 关系 , 并 将 这 些 结 
果 与 您 在 a) 中 所 得 的 近似 公式 所 给 出 的 结果 加 以 比较 . 

) 设 柱 中 空气 的 温度 随 高 度 按 规 律 T'() = aTo 变化 , 其 中 To 是 地 面 上 的 空气 温度 , 而 
a ~7 x 10-7 二. 由 这 些 条 件 导出 压强 对 高 度 的 依 各 关系 . 

d) 按 公式 (9), 也 办 您 在 c) 中 所 得 的 公式 , 分 别 求 出 在 深 lkm 、 3km 、9km 的 矿井 中 的 
压强 . 

多 不管 高 度 如 何 , 空气 中 大 约 仿 着 的 氧气 . 氧气 的 部 分 压强 也 大 约 占 空气 压强 的 主 . 某 
种 鱼 可 以 在 氧气 分 压 不 低 于 0.15 个 大 气压 的 条 件 下 生活 .能 不 能 指望 在 与 海洋 平面 同 
高 度 的 河中 见 到 这 种 鱼 ? 能 不 能 在 流入 高 度 为 3.81km 的 的 的 喀 喀 湖 @ 的 小 河中 见 到 
这 种 鱼 ? 


3 放射 癌变 

a) 在 地 球 的 矿石 中 取样 测量 放射 性 物质 的 含量 以 及 它 训 变 的 生成 物 的 含量 , 并 总 是 认为 初 
始 时 不 曾 有 衰变 生成 物 , 这 样 就 可 以 大 约 估算 出 地 球 的 年 龄 (不 管 在 什么 情况 下 , 总 是 
从 所 说 的 放射 性 物质 产生 的 时 刻 算 起 ). 设 在 矿石 中 放射 性 物质 的 质量 是 mr, 它 训 变 的 
生成 物质 量 是 rr. 知道 物质 的 半衰期 T, 求 从 衰变 开始 以 来 经 历 的 时 间 以 及 在 初始 时 刻 
样品 中 放射 性 物质 的 量 . 

b) 在 矿石 中 错 原 子 约 占 一 切 原子 总 量 的 10-12， 在 105、10? 和 5 x 10? 年 之 前 销 的 含量 
如 何 ?( 一 般 认为 地 球 的 年 龄 是 5 x 10? 年 ). 

o) 在 诊断 肾脏 疾病 时 ,常常 把 一 些 特殊 物质 , 例如 肌 酸 引入 有 机 体内 , 然后 测定 肾脏 把 这 些 
物质 从 血液 中 排除 出 去 的 能 力 (* 廓 清 试验 ")， 与 这 类 过 程 相反 的 例子 是 恢复 供血 者 或 
突然 大 出 血 的 病人 的 血红 素 的 浓度 . 在 所 有 这 些 情况 下 , 引入 物质 排出 的 量 (或 者 , 反 过 
来 , 不 足 的 数量 的 弥补 ) 遵从 于 规律 N = Noe- ,其 中 N 是 初始 引入 量 为 No 的 物质 
经 过 时 间 t 后 在 有 机 体内 尚 存 的 量 (或 者 说 是 分 子 数目 ); 而 7 是 所 谓 时 间 常 数 , 它 表示 
这 样 一 段 时 间 , 经 过 这 纂 时 间 后 , 有 机 体内 尚 存 引入 物 的 量 为 原始 引入 量 No 的 了. 容 
易 验 证 , 时 间 常 数 是 半 存留 时 间 (或 半衰期) 的 1.44 倍 ,所谓 半 存 留 时 间 是 有 机 体内 沿 
存 引入 物 成 为 原始 引入 量 的 + 时 所 历经 的 时 间 . 

设 放射 性 物质 从 有 机 体内 排出 的 速度 由 时 间 常数 mn 来 表征 , 同时 它 还 以 时 间 常 数 
六 进行 着 训 变 . 证 明 在 这 种 情况 下 , 刻画 物质 在 体内 存留 时 间 长 短 的 时 间 常 数 7 由 关系 
式 r-:= 1+ 人 万 1 来 确定 
从 供血 者 取 了 某 一 数量 的 血液, 这 些 血 中 含有 201mg 铁 ; 为 了 弥补 失去 的 铁 , 让 供血 者 
服用 硫酸 铁 剂 药片 ,每 天 三 次 连 服 七 天 . 每 片 药 含 铁 67mg. 供血 者 血 中 铁 的 含量 按 指数 
律 恢复 到 正常, 指数 律 的 时 间 常数 大 约 是 七 朋 夜 . 设 在 取 血 之 后 , 药片 中 的 铁 以 最 大 速度 
一 下 于 就 进入 血 中 . 请 确定 , 在 恢复 到 血液 正常 含 铁 量 的 全 部 时 间 中 , 药片 中 所 含 的 铁 
大 约 有 多 大 一 部 分 进入 血液 中 - 

。) 为 了 诊断 的 目的 , 给 恶性 肿瘤 种 者 服 一 定量 的 放射 性 磷 P2?, 然后 每 过 一 段 相同 的 时 间 ， 
测量 一 下 大 眼皮 肤 处 的 放射 性 强度 . 放射 性 强度 的 减弱 遵从 指数 规律 . 因为 已 经 知道 确 
的 半衰期 是 14.3 昼夜 , 所 以 按照 测量 得 到 的 资料 , 就 能 确定 单 由 生物 方面 的 因素 引起 的 
放射 性 强度 减弱 过 程 的 时 间 常 数 . 如 果 通 过 观测 已 确定 整体 上 的 放射 性 强度 减弱 过 程 的 


d 


的 的 喀 喀 湖 属 秘鲁 和 玻利维亚 . 一 一 译 者 注 . 
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时 间 常 数 是 9.4 三 夜 , 求 由 生物 原因 单独 引起 的 放射 性 强度 减弱 的 时 间 常 数 ( 见 c)). 


4. 辐射 的 吸收 ”射线 穿 过 介质 时 总 要 被 介质 吸收 掉 一 部 分 . 在 很 多 场合 (线性 理论 ) 可 以 认为 ， 
通过 厚度 为 两 个 单位 的 介质 层 和 接连 通过 两 个 厚度 为 一 个 单位 的 介质 层 , 辐射 的 减弱 是 一 样 
的 . 

a) 证 明 : 在 所 说 的 条 件 下 , 辐射 的 吸收 遵从 规律 工 = Ioe-*, 其 中 Jo 是 落 到 吸收 物质 上 的 
辐射 强度 , 了 是 通过 厚 ! 的 吸收 物质 层 之 后 的 辐射 强度 , 而 上 是 系数 , 它 的 量 纲 是 波长 量 
纲 的 倒数 . 

b) 在 光线 被 水 吸收 的 情况 , 系数 依赖 于 射 到 水 中 的 光线 的 波长 , 例如 : 紫外 线 ,大 = 1.4 x 
10-2; 蓝光 , 此 二 4.6 x 10-4; 绿 光 ,大 = 4.4 x 10-4; 红 光 , 大 = 2.9 x 10-?. 太阳 光 垂直 
地 照 在 深 10m 的 洁净 的 湖面 上 . 把 太阳 光 的 上 列 每 种 成 分 在 湖面 上 的 强度 与 在 湖底 处 
的 强度 进行 比较 . 


5 证明: 如 果 点 的 运动 规律 z(t) 满 尼 简 谐振 动 方程 m+hz = 0, 那么 ， 
司 量 忆 = 各 四 +4 四 是 党 数 (z 二 K+U 是 点 在 时 刻 t 的 动能 K = 中 各 (与 势能 


U= 全 提 的 和 ). 
b) 如 果 z(0) =0 且 之 (0) = 0, 那么 z(t) 三 0. 
ec) 存在 唯一 的 一 个 满足 初始 条 件 z(0) = zo 且 z(0) = vo 的 运动 
z=2(t) 
d) 验证 : 如 果 点 在 有 摩擦 的 介质 中 运动 且 > = z(t) 满足 方程 
mm 六 十 a 十 kz 二 0， 


a > 0, 那么 , 量 EE( 见 a)) 是 递 碱 的 . 求 出 已 递减 的 速度 , 并 根据 妃 的 物理 意义 解释 所 
得 结果 的 物理 意义 . 


6. 在 胡 克 @ 中 心力 作用 下 的 运动 (平面 振子 ). 
作为 第 6 段 和 习题 6 中 线性 振子 方程 (21) 的 发 展 , 我 们 将 考察 方程 mi(t) = 一 kr(b, 它 是 
在 中 心力 作用 下 质量 为 m 的 质点 的 向 径 r(t) 所 满足 的 方程, 这 个 中 心力 与 质点 到 中 心 点 的 
距离 |r(t)| 成 正比 , 比例 系数 为 > 0. 如 果 质 点 与 中 心 是 胡 克 弹性 联结 , 譬如 , 用 一 个 弹性 
系数 为 上 的 弹簧 联结 , 就 产生 这 种 力 . 
a) 微分 向 量 积 +(t) x 7(t), 将 证 明 , 质点 是 在 过 中 心 且 包含 向 量 ro = 7(to), fo = +(to)， 
” 即 质点 的 初始 位 置 向 量 和 初始 速度 向 量 的 平面 内 运动 (平面 振子 ) ， 如 果 向 量 ro = 
7(to),fo 二 下 (to) 共 线 , 则 运动 在 包含 中 心 和 向 量 ro 的 直线 内 进行 (第 6 段 中 研究 的 线 
性 振子 ). 
b) 验证 : 平面 振子 的 轨道 是 椭圆 , 而 且 , 质点 沿 它 作 周 期 运动 . 试 求 回转 周期 . 
c) 试 证 : 量 巨 = mr?(t) + kr2(t) 守 便 (不 随时 间 变 化 ). 
d) 试 证 : 初始 条 件 ro = "(to),7o = (to) 完全 确定 质点 在 随后 时 间 的 运动 . 
四 胡 克 (Hooke, RoBert)(1635 一 1703) 一 一 英国 自然 科学 家 , 多 方面 的 学 者 和 实验 物理 学 家 . 他 


发 现 了 组 织 的 细胞 结构 ,“ 细 胞 " 的 术语 也 是 他 引入 的 . 他 是 弹性 的 数学 理论 和 光 的 波动 理论 的 创 
始 人 之 一 , 他 提出 了 引力 假定 和 引力 相互 作用 的 反 平 方 定律 . 
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7. 行星 轨道 的 椭圆 性 . 
上 题 说 明 , 在 中 心 胡 克 力作 用 下 的 质点 运动 是 在 平面 内 进行 的 运动 . 设 这 是 复 变量 z = 
z 十 亡 的 平面 , 运动 由 两 个 实 函数 > = z(t),y = y(t), 或 等 价 地 , 由 一 个 时 间 t 的 复 函 数 
z 二 z(t) 定义 . 为 了 简单 , 在 习题 6 中 设 m = 1,k s 1, 考察 最 简单 的 这 种 运动 的 方程 
z(t) = —2z(t). 
a) 在 从 习题 6 知道 了 这 个 方程 满足 初始 条 件 zo = z(to), 和 = z(to) 的 解 是 唯一 的 , 试 求 
它 的 形 如 z(t) = clet + cze-# 的 解 , 并 利用 欧 拉 公 式 再 次 验证 , 运动 的 轨道 是 以 零 为 
中 心 的 随 圆 .( 在 一 些 特定 情况 它 变 成 圆周 或 退化 成 团 区 间 一 一 试 分 析 是 哪些 情况 .) 
注意 到 量 |z(b|2 十 lz(b)|2 在 点 z(t) 的 运动 过 程 中 不 变 ， 这 La) 清 尼 放 台 z(t) = —z(t), 


试验 证 , 点 w(t) = z?(t) 关于 新 参数 (时 间 ) 7 满 尼 方 程 党 = -ci EE c 是 常数 ， 


也 二 w(t(7)), 而 7 和 t 由 7 二 7(t)( 或 t=t(7)) 联系 . +(t) 满足 方程 < 到 = |z(OP. 
这 样 一 来 , 胡 克 中 心力 场 中 的 运动 与 牛顿 引力 场 中 的 运动 原来 是 密切 相关 的 . 

c) 把 这 里 的 结果 与 85 的 习题 8 的 结果 进行 比较 并 证 明 行 星 轨道 的 椭圆 性 . 

d) 如 果 你 会 用 计算 机 , 那么 , 再 读 一 饥 在 第 5 段 中 叙述 的 欧 拉 折 线 法 , 关于 原点 , 用 这 个 
方法 计算 几 个 ez 的 值 .( 注 意 , 除 微分 定义 外 , 更 准确 地 说 , 除 公式 f(zn) ~ f(zn-1) 十 
下 (zn-1)h(h = zn 一 zn-1) 外 , 这 个 方法 没有 用 到 什么 . 

现 设 r(t) = (z(t),y(t),ro = r(0) = (1,0),ro = #(0) = (0,1) fi(t) = 

一 r(t)/Ir(2)| .借助 公式 


b, 


T(tn) Sr(tn-1) + v(tn-)h, 

v(tn) ~ v(tn-1) + a(tn-1)h, 
这 里 v(t) = *(t,a(t) = 5(t) = (t), 试用 欧 拉 公 式 计算 点 的 运动 轨道, 研究 它 有 怎样 
的 形状 , 它 是 怎样 由 点 随 着 时 间 的 推移 形成 的 . 


87. 原 函 数 


在 微分 学 中 , 要 学 会 求 函 数 的 微分 以 及 写 出 函数 的 导数 之 间 的 关系 , 与 此 同时 ， 
学 会 从 函数 的 导数 所 满足 的 关系 式 求 出 原来 的 函数 , 也 同样 是 很 有 价值 的 . 这 一 点 
我 们 在 上 节 的 例子 中 已 经 认识 到 了 . 这 类 问题 中 最 简单 的 , 然而 以 后 会 见 到 , 也 是 极 
重要 的 , 是 根据 一 个 函数 F(z) 的 已 知 导数 F(z) = f(z) 来 求 函数 F(z) 的 问题 . 本 
节 就 来 对 这 个 问题 做 些 初步 的 讨论 . 


1. 原 函 数 和 不 定 积分 


定义 1 函数 F(z) 叫做 函数 f(z) 在 某 个 区 间 上 的 原 函数 ,如 果 在 这 个 区 间 上 
函数 F(z) 可 微 且 满足 方程 已 (z) = f(z)， 仙人 系 式 dF(z) = f(z)dz. 


例 1 函数 F(z) = arctgz 是 f(z) = 一 -一 在 全 数 轴 上 的 原 函 数 ， 因 为 


arctg'z 一 了 
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1 
1+22 


例 2 函数 F(z) = arcctg L 既是 函数 f(z) = 
是 它 在 负 半 轴 上 的 原 函数 , 因为 当 z 关 0 时 ， 


在 正 半 轴 上 的 原 函 数 , 也 


PO =-— (让) = 正二 -yt 
1+ 全) 

原 函数 是 否 存在 ? 已 知 函数 的 原 函 数 的 全 体 构成 怎样 的 一 个 集合 ? 

在 积分 学 中 将 证 明 这 样 一 个 基本 事实 , 即 任何 在 区 间 上 连续 的 函数 在 此 区 间 上 
都 有 原 函 数 ， 

我 们 只 是 告诉 污 者 有 这 样 一 个 事实 , 而 在 这 节 所 用 到 的 , 本 质 上 只 是 下 述 我 们 
已 知 的 ( 见 第 五 章 83 第 1 段 ) 关于 已 给 函数 在 实数 区 间 上 的 原 函数 的 集合 的 性 质 ， 
这 种 性 质 是 从 拉 格 朗 日 定理 得 到 的 . 

命题 1 如 果 五 (z) 和 羽 (z) 都 是 函数 f(z) 在 同一 个 区 间 上 的 原 函 数 ， 那 么 ， 
它们 的 差 万 (z) 一 F(Z) 在 这 个 区 间 上 是 常数 . 

局 (s) 和 肪 fo) 的 比较 必须 在 连通 区 间 上 进行 , 这 一 点 , 如 在 证 明 这 一 命题 时 所 
指出 的 那样 ( 见 第 五 章 83 第 1 段 ), 是 很 重要 的 . 这 也 可 以 从 例 1 和 例 2 的 对 比 中 
看 出 来 ,它们 所 讨论 的 两 个 函数 


F(z) = arctgz 和 F2(7) = arcctg 
的 导数 在 同时 有 定义 的 区 域 R\0 上 重合 , 但 是 


1 
F(z) — F(z) = arctgz 一 arcctg = 


当 z > 0 时 恒 为 零 , 而 当 z < 0 时 恒 为 -7, 这 是 因为 当 z > 0 时 ， arcetg = arctgz, 
而 当 z < 0 时 ， arcctg 2 一 不 十 arctgZ. 


求 微分 的 运算 有 自己 的 名 称 “ 微 分 法 ”和 自己 的 数学 记号 dF(z) = F(z)dz. 与 
此 一 样 , 求 原 函数 的 运算 也 有 自己 的 名 称 “ 不 定 积分 法 ”和 自己 的 数学 记号 


Jr (上 


称 它 为 函数 f(z) 在 给 定 区 间 上 的 不 定 积分 . 

于 是 我 们 把 记号 (1) 看 作 是 表示 函数 f 在 所 考虑 的 区 间 上 的 任何 一 个 原 函 数 的 
记号 . 
在 记号 (1) 中 , 符号 三 叫做 不 定 积分 号 , 太 叫 做 被 积 邓 数 , 而 f(z)dz 叫做 被 积 
表达 式 . 
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从 命题 1 推出 , 如 果 F(z) 是 函数 f(z) 在 区 间 上 的 某 一 个 具体 的 原 函 数 , 那么 
在 这 个 区 间 上 
Jam = 下 (2) 十 C 〇 (2) 


即 任何 其 他 的 原 函 数 都 可 以 从 这 个 具体 的 F(z) 添加 某 个 常数 而 得 到 . 
如 果 已 (z) = f(z), 即 已 是 7 在 某 个 区 间 上 的 原 函数 , 那么 从 (2) 有 


a f sar = dF(z) = F'(z)dzr = f(z)dz. 5 (3) 
此 外 , 按照 不 定 积分 是 原 函 数 中 的 任意 一 个 这 样 一 个 概念 , 从 (2) 还 推出 
/ dF(z) = / F'(z)dr = F(z)+C. (4) 


公式 (3) 和 (4) 建立 了 微分 法 和 不 定 积分 法 这 两 种 运算 之 间 的 关系 . 这 两 个 运 
算 互 为 逆 运 算 , 精确 到 出 现在 公式 (4) 中 的 不 定常 数 C. 

至 此 , 我 们 只 讨论 了 公式 (2) 中 的 常数 C 的 数学 属性 . 现在 我 们 用 最 简单 的 例 
子 来 指出 它 的 物理 意义 . 设 点 沿 直线 运动 , 它 的 速度 v(t) 作为 时 间 的 函数 是 已 知 的 
(例如 v(t) 三 可. 如 果 z(t) 是 点 在 时 刻 t 的 坐标 , 那么 函数 z(t) 满足 方程 2(t) = v(t)， 
即 它 是 v(t) 的 原 函 数 . 能 否 根据 某 一 段 时 间 内 的 速度 v(t) 就 确定 点 在 轴 上 的 位 置 ? 
显然 不 能 . 能 够 根据 速度 和 时 间 来 确定 的 , 是 在 这 段 时 间 内 所 通过 的 路 程 s, 却 不 能 
确定 在 轴 上 的 位 置 . 但 是 , 一 旦 指出 了 点 在 某 一 时 刻 , 例如 t = 0 时 的 位 置 , 也 就 是 
说 给 定 了 初始 条 件 z(0) = zo, 那么 , 此 点 的 位 置 就 完全 由 速度 和 时 间 决 定 ， 在 没 
有 给 定 初始 条 件 时 , 运动 规律 z(t) 可 以 是 形 如 z(t) = z(t) +c 的 运动 规律 中 的 任 
何 一 个 , 其 中 z(t) 是 函数 v(t) 的 任意 一 个 具体 的 原 函数 , 而 是 任意 的 常数 ， 但 
是 在 给 定 初始 条 件 z(0) = zo 之 后 , 整个 不 确定 性 就 完全 消失 了 ,因为 我 们 应 该 有 
z(0) = i(0) +c= zo, 即 c= zo-z(0), 从 而 z(t) = zo 十 弃 (b) —z(0)]. 这 个 公式 完全 
是 物理 的 , 因为 在 这 个 公式 中 , 任意 的 原 函数 z 须 以 差 的 形式 出 现 , 这 个 差 确定 了 从 
已 知 的 初始 位 置 z(0) = zo 开始 走 过 的 路 程 或 位 移 . 


2. 求 原 函 数 的 基本 的 一 般 方法 “ 按 定义 , 不 定 积分 的 记号 (1) 代表 导数 等 于 被 
积 函 数 的 函数 , 由 此 定义 出 发 , 考虑 到 关系 式 (2) 和 微分 法 的 定律 , 可 以 断定 下 列 关 
系 式 成 立 : 


二 /人 (au(z) + pv(z)) dr = ¥ ulz)dr +B / v(z)dz +c. (5) 


b. [toar = /¥enar + /vod 十 c. (6) 


c. 若 在 某 区 间 五 上 
站 f(z)dr = F(z)+e 
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而 p :1 一 二 是 区 间 到 到 到 的 光滑 ( 即 连续 可 微 ) 映射 ,那么 
[Un = ror +e 人) 


等 式 (5)、(6)、(7) 可 经 直接 对 左边 和 右边 求 微分 来 验证 . 其 间 , 在 (5) 中 用 到 微 
分 运算 的 线性 性 质 , 在 (6) 中 用 到 乘积 的 微分 法 则 , 而 在 (7) 中 使 用 复合 函数 的 微分 
法 则 . 

我 们 知道 , 微分 法 则 使 我 们 可 以 对 已 知 函数 的 线性 组 合 、 乘 积 以 及 复合 来 求 微 
分 . 与 此 类 似 , 在 一 系列 场合 , 关系 式 (5)、(6) 、(7) 使 我 们 可 以 把 求 一 些 函数 的 原 
函数 的 运算 归结 为 求 更 简单 些 的 函数 的 原 函 数 , 或 导致 原 函 数 本 来 就 是 已 知 的 问题 . 
有 一 批 这 样 的 已 知 的 原 函 数 , 可 以 编 成 如 下 简单 的 不 定 积分 表 . 这 个 表 是 由 基本 初 
等 函数 的 导数 表 改 写 得 来 的 ( 见 82 第 3 段 ): 


1 
[seat +te (a #—1), 
[dar= mkelto, 

2 

1 

i 
J/ eu = 二 +c (0<az#1), 
Je =e+e 
/sinzar = —Cosz+oe, 
J svar =sinz to 
/+ z+o, 

pr pd g C, 

1 

一 二 dz 一 一 ctgz+c， 
/去 


arcsinZ + c, 
—arccos T+ 6, 


1 
一 二 
/A 
ti 
/ 1 zd = arctgZ+c, E 
1+z —arcctgz + 6, 
shea =az+a 


[sar =ahz+e 
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/Bi*- nlz+Vz2 土 ]|+c 
1 1 1+2 
dr=5 
1 了 jz|+ 


这 些 公 式 中 的 每 个 式 子 都 是 在 实 轴 及 上 相应 的 被 积 函 数 定义 的 区 


区 间 上 来 考虑 


的 . 如 果 这 样 的 区 间 有 好 几 个 , 那么 式 子 右 端的 常数 c 可 以 在 不 同 的 
的 值 . 

现在 来 考察 几 个 使 用 关系 式 (5)、(6) 、(7) 的 例子 . 

先 做 出 下 述 一 般 性 的 注释 . 


区 间 上 取 不 同 


因为 只 要 求 出 了 定义 在 区 间 上 的 函数 的 某 一 个 原 函 数 , 其 他 原 函 数 就 可 由 添加 
常数 得 到 , 所 以 , 为 了 简化 写法 , 下 面 各 处 只 对 作为 已 知 函 数 的 具体 原 函 数 所 得 到 的 


最 后 结果 添加 任意 常数 . 

a, 不 定 积分 的 线性 性 质 ”这 个 标题 的 意思 应 是 , 根据 关系 式 (5)， 
合 的 原 函数 是 这 些 函 数 的 原 函 数 的 线性 组 合 . 

例 3 


(ao +alz 十 … 十 anzn)dz 


= iarto sar tt on f srar 


1 
tl 
nt+1l™ 


1 2 
一 c 十 ao7 十 7217 二 
例 4 
LN 商 1 
/ (<+ 云 ) r= ( +2V3+1) dr 
= /ar+? /sar+ f tar 
二 区 
=37 +37 十 in|z| +c. 
例 5 
T= {1 
fe Ser = /50+esnjd 


函数 的 线性 组 


1 1 
和 由 站 二 dz 
3 /t+ eosn)ar 3 1de+3 | eos 


= ls 4 leinzt+e 
= 37+5 


b. 分 部 积分 法 ”公式 (6) 可 以 改写 成 
所 四 三 / uz)dv(z) + f (a)du(s) Fe 
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也 就 是 
Ja 一 2U(z)u(z) 一 Jautm) +c. (6") 


这 表明 , 在 求 函 数 w(z)w'(z) 的 原 函 数 时 , 问题 可 以 归结 为 求 函数 w(z)v(z) 的 
原 函数 , 把 微分 运算 转 到 另 一 个 因子 上 部 分 地 对 函数 求 积分 , 且 如 (6') 表明 的 那样 ， 
分 出 一 项 u(z)v(z). 公式 (6") 叫做 分 部 积分 公式 . 


例 6 
Juz=zmz- [zane 


=zlnz- /slar=rine- /to=zmnz-z+e 


例 7 


Je = / za = z2ez 一 ea 
一 72er 一 2 /zerdr 一 72ez 一 2 /sae =z22e7—2 (ze - /eu) 
= z2ez -2zez+2ez 十 c=(z2 一 2z 十 2)e 十 c. 
c. 不 定 积分 中 的 变量 替换 ”公式 (7) 表明 在 求 函 数 fo p(t)yp'(t) 的 原 函 数 时 可 
如 下 处 理 : 
f row 00= /ea)aeg = /rom 
= F(z)+c= F(p(t)) +e, 
也 就 是 说 , 先 在 积分 号 下 进行 替换 y(t) = z 而 转 到 新 变 元 z, 然后 作为 x 的 函数 求 
原 函 数 , 再 经 过 替换 z = p(t) 回 到 原来 的 变 元 
例 8 
tdt 1 fd(t?+1) 


dz 1 ja 
-1 ee = ==In(t+1)+e. 
TT IT 3/ 和 2 5mlz|+e pla +1)+c. 


例 9 
2 
| /是 EN 
sinz 2 本 2 
2sin= 3 Fos 包子 “Co8S: 


=/ ul a >。 
tg 让 cos2 让 tgu 


] =inltgul+c=In|is3|+e. 
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我 们 考察 了 几 个 单独 使 用 不 定 积分 的 性 质 a、b、c 的 例子 . 事实 上 在 大 多 数 场 
合 这 些 性 质 是 同时 使 用 的 . 


例 10 


sin2e: eos3ras = [inse —sinz)dr 


(fsinszaz - J sinzar) = 3 (§ / sinsaase + eoss) 


= 亩 /snudwt Scos = 1 cos 0 + 
10 2 
1 


1 
= 5cosz 一 10c0s57 十 < 


1 
2 
1 
2 


例 11 


J wresinzar 一 Zarcsinz 一 / Zzdarcsinz 


d(1 一 z2) 
Vi—22 


2 1 
= Tarcsinz— dr=zarcsins+3 / 
/A 2 


1 志和 2 #3 
=zarcsinzs+3 | du= zarcsint +us+c 


一 Zarcsinz 十 V1I 一 7Z2 十 c. 
例 12 


f= cosbrdz = 3 /ostade”™ 


ll 


ecosbz— 3 /eaeoste 


er cosbe + 2 /er sinbrdr 


cnte + § /sinede 


b 
es cosbr 十 也 er sinbz 一 二 J easin br 
a a 


ll 


slimaim~olm SalmaI~ 


eq cosbr 十 加 er sin bz 一 a fe eostear. 
Q: G 


从 得 到 的 等 式 推出 


bsin bz 
J contadn = st er te 


这 个 结果 也 可 以 使 用 欧 拉 公式 以 及 函数 e(%+i)* = enz cosbz + ie sin bz 的 原 
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函数 是 


1 oatibd)z -4 一 过 oo+az 
十 记 + 
< Qcosbr + bsinbyz os .asinbz — beosbz az 
+ m+ 


这 一 事实 得 到 . 

留心 此 事 , 将 来 有 用 ， 对 于 实 的 zs 上 式 容易 直接 验证 ,而 现在 ,只 要 对 函数 
态 < wz 的 实 、 虚 部 分 别 求 导数 . 

特别 地 , 由 此 还 得 到 


此 


asinbz — beosbr 

@+ 

所 考察 的 函数 不 多 的 各 种 例子 表明 , 即使 在 求 初等 函数 的 原 函数 时 , 也 常常 要 用 
到 附加 的 变换 和 技巧 ,这 些 变 换 和 技巧 , 在 求 那些 我 们 已 知 其 导数 的 函数 的 复合 函 
数 的 导数 时 , 是 全 然 未 曾 有 过 的 . 发 生 这 样 的 困难 并 不 是 偶然 的 . 例如 , 与 求 导数 不 
同 , 对 于 初等 函数 求 原 函数 的 结果 , 可 能 得 到 的 已 不 再 是 初等 函数 的 复合 . 因此 , 不 
应 该 把 “ 求 原 函数 ” 与 “用 初等 函数 表 出 给 定 的 初等 函数 的 原 函 数 " 混为一谈 , 后 者 
有 时 是 不 能 实现 的 . 一 般 而 言 , 初等 函数 的 范围 是 很 秦 的 , 还 有 很 多 对 于 应 用 很 重要 
的 特殊 函数 . 我 们 说 , 人 们 对 这 些 特殊 函数 的 研究 及 表格 制作 , 一 点 也 不 比 sinz 和 
ez 来 得 逊色 . 

例如 ,积分 正弦 Siz 是 函数 > 的 一 个 原 函 数 / ez, 当 z 一 0 时 它 趋 于 


r 
零 . 这 样 的 原 函 数 是 存在 的 , 但 它 与 函数 一， 的 其 他 任何 原 函数 一 样 ,都 不 是 初等 
函数 的 复合 . 
类 似 地 , 当 z 一 oo 时 趋 于 零 的 特定 的 函数 


e+c. 


/ e"* sinbzdz = 


Ciz= | Lar 
了 


不 是 初等 的 , 它 叫做 积分 余 葡 . ; 

函数 让- 的 原 函数 / 让 也 是 非 初等 的 . 其 中 的 一 个 用 记号 lz 表示 , 叫做 各 
分 对 数 . 它 满足 条 件 : 当 z _* +0 时 liz 一 0 (第 六 章 85 中 将 更 详细 地 谈 及 特殊 函数 
Siz,Cizliz). 

考虑 到 求 原 函 数 的 这 些 困难 , 人 们 编制 了 相当 庞大 的 不 定 积分 表 . 不 过 为 了 顺利 
地 使 用 这 些 表格 , 也 为 了 能 在 问题 十 分 简单 时 避免 查 表 , 我 们 必须 掌握 处 理 不 定 积分 
的 某 些 技巧 . 

本 节 后 面 的 部 分 研究 几 类 特别 的 函数 的 求 积 问题 , 这 些 函数 的 原 函数 都 能 表 成 
初等 函数 的 复合 . 
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3. 有 理 函 数 的 原 函 数 ”我 们 考虑 形 如 Reyar 的 积分 的 问题 , 其 中 R(z) = 


强 是 多 项 式 的 比 . 
如 果 在 实数 域 中 考虑 , 则 从 代数 学 中 得 知 ( 见 85, 4 段 的 公式 (37)), 任何 这 样 的 


分 式 都 可 展开 成 和 式 
P } 
笠 - 中 ( 闪 2 Ee) © 


天 一 
其 中 p(z) 是 多 项 式 ( 它 仅 当 P(z) 的 次 数 不 小 于 Q(z) 的 次 数 时 出 现 ), ajk、bjk 、cik 
是 单 值 确定 的 实数 , 而 Q(z) = (z 一 zi) 局. … (一 za(z2 二 pz 二 gm 
(z2 十 pnz + gn)™". 
关于 如 何 构 作 展开 式 (8), 我 们 在 85 已 谈 过 了 . 作出 展开 式 (8) 之 后 , 函数 R(z) 
的 求 积 归结 为 单个 被 加 项 的 求 积 . 
在 例 1 中 我 们 已 经 求 过 多 项 式 的 积分 , 因此 剩 下 的 只 是 考虑 形 如 


1 bz 十 < 
本 下 和 BT 


的 分 式 的 求 积 . 
关于 第 一 个 分 式 , 问题 立即 得 到 解决 , 因为 
-kt+1 十 c, 当天 
Je-orm- Ri- a)-k+l +c Sk 1, 局 
nlz-al+e k=1. 
对 于 积分 


br 十 c 
[cer 
我 们 做 如 下 的 处 理 . 表 多 项 式 za+pz+g 成 (z+ 3) + (9 一 下 ) ,其 中 -下 > 0 
因为 多 项 式 z2 + pz +g 没有 实 根 . 置 = 十 2 一、 得 


站 br 十 c =-/ 合 
(z2 十 DT 十 本 (w+ Sy 


其 中 a=bB=c- 归 


1 


全 d(w? 十 a2) 
| tr 3 tr 
| 0 a2)!-k, 当 k 关 1 时 ， 


(10) 
$n + ea), 当 k = 1 时 . 
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于 是 剩 下 的 是 处 理 积分 


A 
= / Ty (GD 
分 部 积分 并 做 初等 变换 , 有 
du u au2du 

天 = / (Ta (2+ a + 中 人 (E+ alt 
2 
一 十 + 人 人 

由 此 得 到 递 推 关系 式 


外 
du = (Ea + 2klk ~ 2ka27k+1， 


1 vl 
2Kaz (ui ta 2kaz 大 


它 使 我 们 能 够 降低 积分 (11) 中 的 次 数 k. 而 五 易于 算出 : 


(12) 


及 +1 = 


du 1 dl(2) 1: uw 
五 = rm/ te (13) 
a 


从 而 使 用 (12) 和 (13) 就 可 以 算出 原 函 数 (11). 

这 样 , 关于 有 理 卫 数 积分 法 , 我 们 证 明了 下 面 的 

命题 2 任何 有 理 汪 数 R(z) = 人 (2 的 原 了 数 都 可 由 有 理 画 数 以 及 超 赵 函数 Ih 
和 arctg 表 出 . 原 函 数 的 有 理 部 分 如 果 通 分 ,应 该 有 这 样 的 公分 母 ， 它 是 多 项 式 Q(2) 
分 解 出 的 全 部 因子 的 乘积 , 只 是 紧 次 比 在 Q(z) 中 少 1 


2z2 十 5z 十 5 
例 13 计算 / 何必 
由 于 被 积 函数 是 真 分 式 且 它 的 分 母 的 乘积 展开 式 (z ~ 1)(z + 1)(z + 2) 也 已 知 
道 , 所 以 我 们 一 下 子 就 求 出 它 的 最 简 分 式 的 和 的 形式 的 展开 式 . 
2z2?+5z+5 __A B C 


[CE 全 一 二 IT 十 TIT 二 二 (44) 


将 (14) 右 端 通 分 , 有 
2z?+5z+5 (A+B+O)z?+(34+B)z+(24—2B- C) 
(z2— Dz+2) (2 — 1)(z+2) 
于 是 , 让 分 子 的 相应 的 系数 相等 , 得 到 方程 组 
A+B+C=2, 
34+B=5, 
24-2B-C=5, 


Ww 第 五 章 微分 学 


从 而 求 出 (4, B,C) = (2, 一 1,1). 

我 们 指出 , 在 所 给 的 情况 下 , 这 些 数 也 可 以 心算 出 来 . 实际 上 , 以 (z ~ 1) 遍 乘 
(14), 然后 在 所 得 等 式 中 令 z = 1, 右边 得 4, 而 左边 是 消去 分 母 中 的 因子 (z - 1) 后 
的 分 式 当 z = 1 时 的 值 , 即 4 = 2 = 2. 类 似 地 可 以 求 出 妃 和 


于 是 ， 
272+5z+5 
二 
nee/ /t/a 


=2Inlz—1|-Inlz+1l+Inlz+2|+c 
(z — 1)*(z+2) 
z+1 


三 jn 


例 14 计算 函数 R(z) 的 原 函数 , 这 里 


27 一 276 十 475 一 5z4 十 473 一 5z2 一 了 

te 1) + 1)? 
首先 指出 R(z) 不 是 真 分 式 . 因此 , 打开 括 弧 求 出 它 的 分 母 Q(z) = ze - 2z5 + 324 一 
4z3 一 2z 十 1, 用 它 来 除 分 子 , 得 到 


R(z)= 


ZS 一 Z4 十 T3 一 372 一 27 


R(s)=2+ +I 


Z5 一 Z4 十 Z3 一 3z2 一 
然后 再 求 真 分 式 te 的 展开 式 


z5 一 zZ4 二 z3 一 3z2 一 27 A B Cr+D ,Ez+F 
Ct 一 全 -+ IT z+ 
当然 , 可 以 用 正规 的 办 法 写 出 六 个 未 知 数 的 六 个 方程 来 求 出 展开 式 . 但 我 们 不 
这 样 做 . 我 们 向 大 家 演示 另外 一 些 可 能 用 到 的 技巧 . 
我 们 这 样 求 系数 4, 用 (z - 1)? 遍 乘 等 式 (15), 然后 令 z = 1, 得 到 4 = -1. 
代入 已 知 的 值 4 = -1, 把 分 式 A 移 到 等 式 (15) 的 左边 . 那 时 得 到 
m+r3+272+2=1 BB Cz+D Ez+F 
Cr sitl+yt zr’ 
由 此 , 以 (z 一 1) 遍 乘 (16) 然后 令 = = 1, 求 得 B=1. 
现在 把 分 式 -过 移 到 等 式 (16) 的 左边 ,得 
z+r+2_ Cz+D ,Ert+F 
(+1 (22+1)? 22+1 
将 等 式 (17) 右 端 通 分 , 让 两 边 分 子 相等 


zz 二 z+2= Er+Fr +(C+E)r+(D+F), 


(15) 


(16) 


(17) 
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由 此 推出 
E=0, 
= 
C+E=1, 
D+F=2 
即 (0, D, E, F) = (1,1,0,1). 
现在 我 们 已 经 知道 等 式 (15) 中 的 全 部 系数 . 前 两 个 分 式 求 积 时 分 别 给 出 
和 lnlz - 1!. 还 有 
Cz 十 也 
(z2 十 Bry = /二 (z2 +1) + i 
_1 /de+l) / dz _ -1 
3 (z2 十 1)2 (zz2+12 2(z2+1) 


十 卫 ， 


其 中 
n= /me -} 2 +3 1 arctgz 
2 Git) 2(z2+1) Ee 


这 是 从 (12) 和 (13) 推出 的 . 


所 Ezt+F 1 
Z 十 
tf de= | 1d arcte x. 


把 所 有 的 积分 收拢 起 来 , 最 后 有 


和 +inlz —1|+ Barctg z+. 


_1 2 业 
/aa = +zIT+505T+TJ 


现在 来 考察 一 些 常见 的 可 以 归结 为 求 有 理 函 数 的 原 函 数 的 不 定 积分 . 


4. f Rleos z,sin zj)dz 型 的 原 函 数 ” 设 R(w,v) 是 4 和 vw 的 有 理 函 数 , 即 多 项 
式 P(w,v) 和 Q@(w,v) 的 比 ,其 中 P(w,v) 和 Q(w,v) 是 单项 式 umv"(m、n =0,1,2,…) 
的 线性 组 合 . 

计算 原 函 数 Rleoss, sinz)dz 有 好 几 种 方法 , 其 中 有 一 种 是 完全 万 能 的 , 虽然 
并 不 总 是 最 省 事 的 . 

a. 做 蔡 换 1 一 ts 了. 因为 


1— tg?3 2tg= 
te 
1_dr_ _ 2d 
e083 1+tg? 5 
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所 以 
2 
/ Rleosss, sinz)dr = JR 人 (+ a 2 sd 


Hr) 1+ 友 
于 是 问题 化 为 对 有 理 函 数 求 积分 . 
但 是 这 样 去 做 常常 导致 非常 复杂 的 有 理 函 数 ,因此 , 应 该 注意 到 在 许多 场合 存 
在 着 将 积分 有 理化 的 别 的 可 行 的 办 法 . 
b. 对 于 | Reos: zsin? zf)dz 型 或 fs z)dz 型 的 积分 , 其 中 r(w) 是 有 理 函 


数 , 这 时 用 替换 t = tgz 比较 方便 , 因为 


3 1 tg2z 
cos2z = 一 一 一 一 ,sin2z = 一 一 一 一， 
人 1 二 tg 7 

dt 
dt= = 一 一 一 2 一 
1 二 tg 7 


经 过 这 一 替换 , 我 们 分 别 得 到 


1 dt 
3 
Reeos main 7)dz = /a( Tp Tr) T+ 


广 (tgz)dz = es PE 


c. 对 于 | R(cosz,sin?z)sinzdz 或 | R(cos?z,sinz) coszdz 型 的 积分 , 可 以 把 
函数 sinz、cosz 移 到 微分 号 下 , 分 别 做 替换 t = cosz 和 + = sinz. 经 这 些 替换 , 积 
分 化 为 


=/ Ret-P)a 和 J Roe da 
例 15 


/ dz =/ 1 .2dt 
3+sinz 2 1+ 妈 
3+ 了 二 全 


-=2/ dt -3/ 3 -3/ du 
32+2+3 3 8 3 a 
Gy 1() 


= ts +c= arcts 和 
vi ya ve 
并 
1 3tgz+1 
arct 十 < 
VE 2V5 


此 处 我 们 使 用 了 万 能 替换 + 一 tg 子 . 
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例 16 
1 dz 区 dr 
(sinz 二 cosz)z coszz(tgz 十 1)2 
-= / ts dtgz = /r= -te=e 二 
(tgz +1)? (+1 t+1 ~ 1+tgz” 
例 17 
/ dz 
2sin 3z 一 3cos23z 十 1 
dz i dtg3z 
cos23z[2tgz3z 一 3 二 (1+tg23zj] 3 3tg23z 一 2 
3 
-1/ dt ss du 
3/ 32-2 6V\3 3 3V6/ wl 
-1 
1 | ,| 
= ln +c= 
+1 
6V6 lu i" Var 
te32— /2 
1 3 
一 天 ]n | 一 -一 一 二 | 十 c. 
6V6 ts3c+y3 
3 
例 18 
cos3z cos? zdsinz 
ns Sin 7 
1 一刀 癌 -7 —5; ey oy 
yy a= /ft tS)dt= -6t +at +e 
= lt 
4sintz 6sinez 


R(z,y(z))dz 型 的 原 函 数 像 在 第 4 段 中 那样 , 设 R(z,y) 是 有 理 函 数 . 
我 们 考察 形 如 
J Rove)ar 
的 某 些 特殊 的 原 函 数 , 其 中 y = y(z) 是 z 的 函数 . 
首先 , 很 明白 , 如 果 能 够 进行 替换 z = z(t) 使 得 两 个 函数 > = z(t) 和 3 = y(z(t)) 
都 是 上 的 有 理 函 数 的 话 , 那么 z'(t) 同样 也 是 有 理 函 数 , 从 而 


Rss)ar = [ Ral vt) Wa 
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也 就 是 说 , 问题 归结 为 有 理 函 数 的 求 积 . 
我 们 考 床 [2 约定 四 玫 y = y(z) 的 特殊 情形 . 


a 如 果 y= 外 加 4, 其 中 neN, 那 么 ,置信 一 时 得 到 2 一 .v= 
从 而 被 积 表达 式 被 二 化 
例 19 
[¥ Td = fal (天 

,要 +1 二 1 六 二 +1 2 
gk ed 
_ B+1 adt 
St ?2/ ne rr 


3+1 
(+ ey 
3 
Nt) Ts 
EE 
+ 
3 
+ 


-+3 ol + + | 


- 序 wets 孝 (e+ 3) 二 


其 中 t= VE 


b. 现在 考察 y = Vaz7+55 十 c 的 情形 , 即 考虑 下 型 的 积分 
/ R(z, Va + br + odz. 


从 三 项 式 中 分 出 完全 平方 并 做 适当 的 线性 变量 替换 , 我 们 把 一 般 情况 化 为 下 列 
三 种 简单 情形 之 一 : 


J a Ver ia, /at Ve- Dat, / RC, VI t2)dt. (18) 


为 把 这 些 积分 有 理化 , 只 须 分 别 令 ( 欧 拉 替换 ) 
VETI=tut+1 或 VE+I=tu--1 或 VRB+1=t 一 
VE-I=(t-1ju 或 VB-1T=(t+l)u 或 VB 一 1=t 一 ww 
VI 如 =u(1 一 引 或 VI 在 =wu(1+ 引 或 VI-B=tutl. 
这 些 替换 也 是 由 欧 拉 提 出 的 ( 见 本 节 末 的 问题 3). 
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作为 例子 我 们 来 验证 经 第 一 个 替换 之 后 , 把 第 一 个 积分 化 为 有 理 函 数 的 积分 . 
事实 上 , 若 V 可 +IT= 志 +1 则 妇 +1= tu2+2tu+1l, 由 此 ， 


2u 
TT 


以 及 


这 样 一 来 , t 和 V 位 十 1 都 通过 tu 有理 表 出 了 , 因而 积分 化 成 了 有 理 函 数 的 积分 . 
积分 (18) 还 可 经 替换 t = shp、t = chyp、t = siny (或 t= cosp ) 分 别 化 为 三 
角形 式 
Jeheawm) ch pdy, / R(chy, shy)sh pdp 
以 及 
Rlsinw,cosw) cospdyp,— / R(cosy, sin y) sin pdyp. 


例 20 


/ dz =] dz -/ dt 
z+Vz5+2r+2 J z+Vz+15+1 t 一 1 十 V 硫 十 工 


wl 
2u 


/ dt -3/ 1 (i+ 十 )a=3/ du +3/ du 
t—-1+VE+IiI 2 u-l nw/ II 3 we 
: 1 1 


1 水 ) 
= jw-1+3 人 ai- 瑟 - 二 和 
1 | 


令 V+1=w 一 t, 有 1 = 一 2tu, 由 此 t= . 因此 


十 元 十 c. 


要 
= 了 ms 一 中 + 了 元 


2 


现在 只 要 再 做 相反 的 替换 w=t+ V+1 和 t=z+1 即 可 . 
c. 椭 贺 积分 。 形 如 
/ R(z, VP(z))dz (19) 


的 原 函 数 也 是 很 重要 的 , 其 中 P(z) 是 次 数 n > 2 的 多 项 式 . 阿 贝尔 和 刘 维 尔 曾经 证 
明 , 这 样 的 积分 一 般 说 来 已 不 能 用 初等 函数 表示 . 
当 n=3 和 n=4 时 , 积分 (19) 叫做 椭圆 积分 , 而 当 > 4 时 则 做 超 补 加 积分 . 
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可 以 证 明 , 一 般 的 椭圆 积分 经 过 初等 替换 , 在 不 计 一 个 初等 函数 被 加 项 的 条 件 
下 , 可 归结 为 下 面 三 个 标准 椭圆 积分 : 
dz 
/ (1 — 22)(1 — R272)” (20) 
7Z2dz 


5 QD 
dz 


(1+ hz?)V(1 — 22)(1— kiz2)’ (22) 
其 中 h 和 上 是 参数 , 且 在 三 种 情况 下 参数 k 都 位 于 开 区 间 ]0, 1[ 之 中 . 
经 替换 z = cosy, 这 些 积分 可 化 为 下 列 典 则 积分 或 它们 的 线性 组 合 : 
dp 
/ 1— k2sinp2” (23) 
[ Visea, (4) 
PO 
/ rr 1 一人 sinzop 的 
积分 (23) 、(24) 、(25) 分 别 叫 作 ( 拉 格 朗 日 形式 的 ) 第 一 类 、 第 二 类 和 第 三 类 本 
圆 积分 . 用 F(k,2) 和 已 (k,p) 分 别 代表 由 条 件 F(k,0) = 0 和 E(k,0) = 0 确定 的 第 
一 类 椭圆 积分 和 第 二 类 椭圆 积分 (23) 和 (24). 
函数 F(k,p) 和 E(k, yp) 常常 被 用 到 , 因此 对 于 0<k<1 和 0<y<7/2 为 它 
们 编制 了 相当 详细 的 函数 值 表 . 
阿 贝尔 指出 ， 在 复数 域 中 很 自然 地 看 到 椭圆 积分 与 所 谓 椭 加 函数 的 不 可 分 割 的 
联系 .椭圆 函数 与 椭 贺 积分 的 关系 , 举例 来 说 , 就 如 同 函数 sin p 与 积分 / J 


arcsiny 的 关系 一 样 . 


练 习 


I. 奥 斯 特 洛 格 拉 德 斯 关中 方法 ,这 是 一 个 将 有 理 真 分 式 的 不 定 积分 的 有 理 部 分 划分 出 来 的 方法 . 
设 卫 (2) 是 有 理 真 分 式 ; q(z) 是 与 Q(z) 有 相同 的 根 但 都 是 一 重 根 的 多 项 式 ; Qi(z) = 人 


@(z) al(z) 
证 明 
a) 下 面 的 奥 斯 特 洛 格拉 德 斯 基 公式 成 立 : 

Pa) _ Plz), /2ls) 

多 =- 旨 +/ 强 = 9 


四 奥 斯 特 洛 格拉 德 斯 基 (M. B. Ocrpornancxmi)(1801 一 1861) 一 一 杰出 的 俄罗斯 力学 家 和 数学 
家 , 彼得 堡 数学 学 派 中 实际 应 用 研究 方向 的 倡导 者 之 一 . 
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其 中 总 (z) 、P(z) 是 有 理 真 分 式 , 且 [hie 全 是 起 起 数 
Qi(z) az) 
五 (z) P(z) 
( 恨 据 这 个 结果 ,(26) 中 的 分 式 好 (加 叫 作 舱 分 sf 如 
b) 在 微分 奥 斯 特 洛 格拉 德 斯 基 公 趟 所 得 到 的 公式 
Ptz) _ [BD] pla) 
5G) [#9] qz) 


ydz 的 有 理 部 分 .) 


中 ,分 式 [#3] 经 适当 约 简 可 得 分 母 Q(z). 


c) 既 使 不 知道 多 项 式 Q(z) 的 根 , 也 可 以 用 代数 的 办 法 求 出 多 项 式 g(z)、Q1(z) 并 随后 求 
出 多 项 式 p(z) 、 已 (z). 这 样 一 来 , 既 使 不 计算 整个 原 函 数 , 也 完全 可 以 求 出 积分 (26) 的 
有 理 部 分 . 

d) 如 果 P(z) = 2zs + 3z5 + 6z4 十 6z3 十 10z2 十 3z 十 2, 而 


Q(z) = 17 +37° + 5 +77 +77 + 572+37+1, 


试 分 出 积分 (26) 的 有 理 部 分 ( 见 本 章 85 例 17). 


2. 设 谷 求 原 务 数 
J Rews, sin zjdz， (27) 


Pl(u,v) 


[7 是 有 理 函数 . 


其 中 R(w,v) = 
证 明 : 
a) 若 R(-w,9) = R(w,9), 则 R(w,v) 形 如 Ri(w?,v). 
b) 车 R(-wau) = 一 R(w,v), 则 R(w,v) = Ro(w?,v)u, 且 替 换 t = sinz 把 积分 (27) 有 
理化 . 
0) 若 R(-w--v) = R(wv), 则 Ruwau) = Rs (2,"), 且 蔡 换 t = tgz 把 积分 (27) 有 
理化 . 


3. /ale, Vaz? 十 bz 十 C) dz 型 积分 
a) 验证 : 经 下 列 欧 拉 普 摘 
t= Waz2 二 bz 十 c 土 Vaz, 若 a > 0, 
t= 2 汪 , 若 ri、z2? 是 三 项 式 or” + bz 十 c 的 实 根 ， 


全 


积分 


/Re Vr a (28) 
被 化 为 有 理 函 数 的 积分 . 


b) 设 (zo,yo) 是 曲线 六 = az? + 她 十 c 上 的 点 , 而 t 是 过 点 (zo,yo) 与 曲线 在 点 (z,y) 
处 相交 的 直线 的 斜率 . 通过 (zo,yo) 和 上 来 表示 坐标 (z,y) 并 把 这 些 公式 与 欧 拉 替换 联 
系 起 来 . 
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6) 由 代数 方程 P(z,y) = 0 确定 的 曲线 , 如 果 能 借助 于 有 理 函数 z(t) 、y(t) 用 参数 形式 
z 二 z(、y = y(t) 表示 的 话 , 就 叫做 有 理 曲 线 . 证 明 : 若 R(w,v) 是 有 理 函数 , y(z) 是 
满足 给 出 有 理 曲线 的 方程 P(z, = 0 的 一 个 代数 函数 , 那么 / R(z,y(z))dz 归结 为 
有 理 函数 的 积分 . 

d) 证 明 : 永远 可 以 把 积分 (28) 归结 为 计算 下 列 三 种 类 型 的 积分 : 


己 (z) a dr 
Varitbrte '/ (z—zo)*Vari+br+e’ 
/ (Az + B)dz 
(z? 十 pz 十 gjmVaz5 十 bz 十 c 


4.。 a) 试 证 : 微分 二 项 式 的 积分 / zm(a + bz")?dz( 其 中 m,n,p 是 有 理 数 ) 可 归结 为 积分 


/ (a+ bt)?trdt, (29) 


其 中 p、g 是 有 理 数 . 

b) 如 果 p,q、p+q 这 三 个 数 中 有 一 个 是 整数 的 话 , 积分 (29) 就 可 以 用 初等 函数 表示 .( 切 比 
雪夫 证 明 , 除了 这 种 情形 , 积分 (29) 不 能 用 初等 函数 表示 .) 

5. 椭 轩 积分 

a) 任何 实 系数 三 次 多 项 式 都 有 实 根 zo, 且 蔡 换 z 一 zo = 2 导致 形 如 (at* 十 bt3 十 ct2 十 
二 十 e) 的 多 项 式 , 其 中 a 产 0. 

b) 函数 R(z, VE(z))( 其 中 R(w,v) 是 有 理 函数 , 而 P 是 三 次 或 四 次 多 项 式 )， 可 以 化 成 
Ri(t, Vatr 十 5 十 c55 十 履 十 6 其 中 居 0. 

c) 四 次 多 项 式 az4 + hz3 十 … 十 e 可 表 成 乘积 


az2? 十 Piz 十 @i)(z + p27 + go), 


_at+pB 
且 经 替换 z 一 tl 总 可 化 成 


(Mi + Nit?)(Ma + Nat?) 
(t+ 1D)? 


d) 函数 R(z, VT T0577 十" 二 6) 经 蔡 换 z == 和 可 化 成 


Rilt, VA(l+ mit?)(1 + m2t?)). 


函数 R(z, VD) 可 以 表 成 和 Ri(z, 切 十 PG, 其 中 RR 和 Ro 是 有 理 函 数 . 

f) 任何 有 理 函 数 都 可 以 表 成 偶 的 和 奇 的 两 个 有 理 函 数 的 和 . 

车 有 理 函 数 R(z) 是 个 的 , 则 有 r(z2) 的 形式 , 而 车 它 是 奇 的 , 则 有 zr(z?) 的 形式 , 其 中 
r(z) 是 有 理 函 数 . 
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h) 任何 函数 R(z, V9) 都 可 化 为 


本 人) Ra 0) 


Ri(z,Yy) 十 V5 J 


中 任何 / RR(z, VPUEj)dz 型 的 积分 (其 中 P(z) 是 四 次 多 项 式 ) 都 可 以 化 成 积分 


7(t2)dt 
A mt tmati) 
再 加 上 一 个 初等 的 项 , 其 中 r(t) 是 有 理 函 数 , 4 = 十 1. 
j) 如 果 |ma| > |m2| > 0, 那么 


Vimlt=z, Vimlt = Vi-z?,Vimlt= 


1 
VImlt= J 


r(t?)dt 


TE CE 
/ F(z2)dz 
I — 22)(1 — k222) 
其 中 0<kk<1 而 7 是 有 理 函 数 . 
k) 求 出 使 积分 


这 四 种 形式 的 变换 中 有 一 种 可 把 积分 了 


站 T2ndT / dr 
73)(1— az (z2 — a)™ Vl— 7)(— kz?) 
中 指数 2n、m 降低 的 公式 . 

]) 任何 椭圆 积分 


/ R(z, VP(z))dr 


(其 中 已 是 四 次 多 项 式 ) 都 可 以 化 为 (20)、(21) 、(22) 这 三 种 标准 的 积分 中 的 一 种 加 上 
一 个 等 再 禾 
m) 把 积分 /A A AS 
n) 用 本 加 积分 表 出 函数 元 和 -GE 的 原本 数 
6. 求 下 列 非 初等 的 特殊 函数 的 原 函数 , 精确 到 线性 函数 Az + B: 
a) Ei(z) = 所 dz( 积 分 指数 ). 


b) Si(z) = / 于 qz( 积 分 正弦 ). 
cj) Ci(z) = 站 守 2qz( 积 分 余弦 ). 
d) Shi(z) = / 忠 2gz( 积 分 双 晶 正弦 ). 
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昌 Chil) = 窒 =oc( 积 分 双 昌 余 中) 
f) S(z) = 大 sin z?dz( 菲 涅 耳 积分 ). 
g) C(z) = / cosz7dz( 菲 涅 耳 积分 )-. 
四 (9) = 有。 ae( 欧 拉 - 涌 松 积分 ) 
i Hz) = / 色 ( 罗 分 对 数 )- 
7.。 验 证, 精确 到 常数 下 列 等 式 成 立 : 
a) Ei(z) = li(e’), 
b) Chi(z) = [Bi(z) + Pi 一， 
©) Shi(z) = [Ei(z) — Ei(-2), 
d) Ei(liz) = Ci(z) + i Si(z), 
6) etr/48(ze-ir/a] = C(z) +iS(z). 
8, 形 如 
gy _ f(z) 


l dr gly) 
的 微分 方程 叫 作 变 量 分 离 的 方程 , 因为 可 以 把 它 改写 成 


g(y)dy = f(z)dz, 


这 里 变量 = 和 已 被 分 开 . 分 开 变量 之 后 就 可 以 分 别 计算 原 函数 而 解 出 方程: 
[sw J swate 


试 解 方 程 : 
a) 2z3yy' + y? = 2. 
b) zyy = VI 十 z2. 
c) ¥ = cos(y +7), 令 Wu(z) =y(7) + 
d) z2g' 一 cos2y = 1, 并 挑 出 当 z 一 +0 时 满足 条 件 y(z) 一 0 的 解 . 
© Lv'(s) = Si(z). 
T 
f) LE) = cts). 
9. 跳伞 者 从 1.5km 高 处 跳 下 , 而 降落 伞 在 0.5km 高 处 张 开 . 试问 , 从 跳 下 至 开 伞 经 历 了 多 少时 
间 ? 在 正常 密度 空气 中 人 落下 的 极限 速度 取 作 50m/s. 假定 空气 阻力 正比 于 : 
a) 速度 ; 
b) 速度 的 平方 ， 
(压强 随 高 度 的 变化 忽略 不 计 ) 分 别 解答 这 个 问题 . 
10. 已 经 知道 水 从 容器 底部 的 小 孔 流出 的 速度 可 以 相当 精确 地 按 公式 0.6V29 万 来 计算 , 其 中 g 
是 重力 加 速度 而 妃 是 孔 以 上 水 面 的 高 度 . 
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底部 有 小 孔 的 圆柱 形 桶 垂直 地 放 着 . 5min 从 整 桶 水 中 流 走 一 半 的 水 , 问 需 多 少时 间 流 走 
全 部 的 水 ? 
11. 当 水 从 旋转 体 容器 中 流出 时 , 为 了 使 得 水 面 均匀 下 降 , 该 容器 应 具有 怎样 的 形状 ?( 参 看 问题 
10) 
12. 在 容积 为 104ms 的 厂房 中 , 通风 机 在 1min 内 送 入 103ms 含 0.04%CO2 的 新 鲜 空气 , 同时 
从 厂房 中 抽 走 同样 数量 的 混合 气体 . 早上 九 点 钟 职工 上 班 , 经 过 半 个 钟头 空气 中 的 COs 增加 
到 0.12%. 问 经 过 两 小 时 后 厂房 中 含有 多 少 二 氧化 碳 气 体 ? 
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1. 问题 和 启发 性 想法 ” 设 有 一 点 沿 数 轴 运 动 , 它 在 时 刻 的 坐标 是 s(t), 而 
v(t) = s'(t) 是 它 在 同一 时 刻 t 的 速度 . 假定 我 们 知道 这 个 点 在 时 刻 to 的 位 置 是 
s(to), 而 且 还 给 我 们 提供 了 它 的 速度 的 数据 . 我 们 想 用 这 些 资料 , 对 任意 确定 的 时 刻 
t> to 计算 s(t). 

如 果 认 为 速度 v(t) 是 连续 变化 的 , 那么 点 在 一 小 段 时 间 内 的 位 移 将 近似 地 等 于 
该 时 间 间 隔 内 任 一 时 刻 7 的 速度 v(7) 与 这 一 小 段 时 间 间 隔 的 值 At 的 乘积 v(7)At. 
这 提示 我 们 , 指定 一 些 时 刻 (i = 0,… ,n),to < 机 <… < 机 = 以 分 割 区 间 [to,4. 
设 间 隔 lti_1, 刀 ] 都 取得 很 小 . 记 At = 去 一 4 取 Tie [ti-1; 世 . 则 有 近似 等 式 

s(t) — s(to) ~ Dv(ni)Ati. 
i=l 

可 以 想象 , 如 果 对 区 间 [to, 所 做 的 分 割 越 细 , 这 个 近似 等 式 就 越 准确 ， 这 样 一 
来 , 可 以 设想 , 在 当 分 划 的 最 大 间隔 长 ^ 趋 于 零 的 极限 情形 下 , 我 们 将 得 到 精确 等 式 


lm DA = s(t) — s(to). (1) 


” 这 个 等 式 不 是 别 的 , 正 是 全 部 分 析 学 的 基本 公式 一 一 牛顿 - 莱 布 尼 芯 公式 . 一 
方面 , 它 使 我 们 能 够 根据 导数 v(t) 求 出 它 的 原 函 数 数值 ; 男 一 方面, 又 可 根据 已 经 用 
某 种 方法 得 到 的 函数 v(t) 的 原 函 数 s(), 求 出 位 于 等 式 左边 的 和 式 "At 的 
极限 . 
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在 许多 极其 不 同 的 场合 都 会 遇 到 这 种 和 式 , 我 们 称 它 为 积分 和 . 

譬如 , 我 们 试图 仿效 阿 基 米 德 方法 求 位 于 抛物 线 y = z2 Y i 
下 边 、 闭 区 间 [0, 1] 上 边 的 图 形 的 面积 (图 47). 这 里 不 详细 | 
讨论 图 形 的 面积 概念 , 以 后 会 论述 它 . 像 阿 基 米 德 一 样 , 我 们 
将 利用 已 经 会 计算 其 面积 的 最 简单 的 图 形 一 一 矩形 , 对 上 
述 图 形 施行 穷尽 法 . 取 点 0 = zo < zl < … < zn = 1, 把 区 
间 [0,1] 分 成 一 些小 区 间 [zi- i. 显然 , 我 们 可 以 把 图 上 画 
出 的 那些 矩形 的 面积 的 和 作为 要 求 的 面积 o 的 近似 值 : 


n 
oN > Zz2_ 1Azi; 
i=1 


这 里 Azi = zi 一 zi-1. 设 f(z) = z2 以 及 &; = zi-1. 我 们 把 所 得 的 公式 改写 成 如 下 
形式 : 


TT 1 7 


图 47 


o ~ > HAzi 
i=1 
使 用 这 些 记号 , 当 过 渡 到 极限 时 就 得 到 
lim f(&i)Azi = 0. (2) 


同上 边 一 样 , 这 里 的 和 是 分 划 的 最 大 区 间 长 . 

公式 (2) 只 在 记号 上 与 公式 (1) 不 同 . 暂时 不 管 f(&;) 和 Azi 的 几何 意义 , 而 把 
z 看 成 时 间 , f(z) 看 成 速度 , 来 求 f(z) 的 原 函 数 F(z). 然后 , 根据 公式 (1) 将 得 到 
og = F(1) ~ F(O). 

在 我 们 的 情形 , f(z) = z?, 因此 

F(z) = 3 +oc = F(1) - F(0) = 1/3. 

这 正 是 阿 基 米 德 的 结果 , 而 他 是 用 直接 计算 (2) 中 的 极限 得 到 的 . 

积分 和 的 极限 叫做 积分 这样, 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 (1) 就 把 积分 与 原 函数 联系 
起 来 了 . _ 

现在 我 们 来 精确 地 叙述 并 检验 上 边 那 些 从 一 般 想法 得 到 的 具有 启发 性 的 东西 . 

2. 黎 曙 积分 的 定义 

a. 分 划 

定义 1 闭 区 间 [a,b](a < 5) 的 分 划 已 指 的 是 由 这 个 区 间 的 有 限 多 个 点 zo,… ， 
zn 做 成 的 点 组 , 其 中 a= zo < zl < … < Zn 一 履 

区 间 [zi_1, zi](i = 1,… ,n) 叫做 分 划 PP 的 区 间 . 

分 划 PP 的 最 大 区 间 长 A(P) 叫做 分 划 已 的 参数 . 
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定义 2 如 果 P 是 闭 区 间 [o, 上 的 一 个 分 划 , 而 且 在 它 的 每 个 区 间 [zi-t zi 
中 选 定 了 一 个 点 6 e [zi_1, (i = 1,… ,mn), 则 说 给 出 了 区 间 [o, 吉 的 一 个 带 标志 点 
的 分 划 (P,é). 

数组 (&1,… ,én) 用 一 个 符号 & 表示 . 


b. 分 划 集 的 基 ”给 定 闭 区 间 fa, 路 在 它 的 带 标志 点 的 分 划 的 集合 P 中 考察 如 
下 的 基 B = {Ba}. 基 8 的 元 素 Ba(d > 0) 是 区 间 [a, 4] 的 一 切 满足 条 件 XP) < d 的 
带 标志 点 的 分 划 (P,&) 的 集合 . 

我 们 来 验证 {Ba}(d > 0) 确实 是 P 的 基 . 

首先 , Ba 关 @. 事实 上 , 对 任何 数 d > 0, 显然 存在 区 间 [o, 虽 的 分 划 已 , 其 参数 
和 (P) < df 例如 , 分 成 n 个 全 等 区 间 的 分 划 ). 由 此 , 也 存在 带 标志 点 的 分 划 (P,é) 且 
和 A(P) < 

其 次 , 如 果 0 < di,0 < dz 以 及 d= min{di1,d2}, 则 显然 有 Ba, n Bu = Bu e B. 

因此 , B = {Ba} 确实 是 P 的 基 . 


c. 积分 和 
定义 3 如 果 函 数 f 在 闭 区 间 la, 世上 定义 , 而 (P,é) 是 这 个 区 间 的 一 个 带 标志 
点 的 分 划 , 则 和 
o(f;iP,é) 一 i (6)Azi (3) 
t=1 
叫做 函数 f 在 区 间 [a, 可 上 对 应 于 带 标志 点 的 分 划 (P,é) 的 积分 和 , 其 中 Azi = 
Ti Vi-l. 
这 样 , 对 于 确定 的 函数 f, 积分 和 o(f; P,é) 是 定义 在 集合 P 上 的 函数 8B(p) = 
a(f;p), 这 里 p= (P,é) 跑 遍 区 间 la, 名 上 带 标志 点 的 分 划 的 集合 刀 . 
由 于 在 中 有 基 有 , 所 以 可 以 提出 函数 惠 (p) 关于 这 个 基 的 极限 的 问题 . 
d. 黎 曙 积分“ 设 f 是 给 定 在 闭 区 间 [a, 昌 上 的 函数 . 
定义 4 称 数 了 是 函数 f 在 闭 区 间 [o, 如 上 的 黎 受 积分 , 如 果 对 于 任何 <> 0 可 
以 找到 5 > 0, 使 对 区 间 [a, 相 的 任何 带 标志 点 的 分 划 (P,é), 只 要 其 参数 XP) < 6， 
就 有 
| — Df(é)Ari| <e 
i=1 


因为 满足 和 (P) < 5 的 那些 分 划 p = (P,é) 组 成 了 上 面 在 带 标志 点 的 分 划 的 集 
合 P 中 引进 的 基 8 的 元 素 Bs, 所 以 定义 4 等 价 于 


1= 盏 5@) @ 
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亦 即 : 积分 7 是 函数 f 在 区 间 [a, 可 上 , 对 应 于 带 标志 点 的 分 划 的 积分 和 的 值 关于 基 
8 的 极限 . 
用 符号 XP) 一 0 表示 基 B 是 自然 的 , 从 而 , 积分 定义 可 改写 成 


I= im Di 


和 A(P) 一 0 < 
的 形式 
函数 f(z) 在 区 间 lw, 中 上 的 积分 用 符号 
b 
f sar 


表示 , 数 ob 分 别 叫做 积分 的 下 限 和 上 限 ; f 叫做 被 积 函数 , f(z)dz 叫做 被 积 表达 式 ， 
Zz 叫做 积分 变量 . 
于 是 ， 


b 
/ f(z)dz := lim ,DA (5) 


MP)— 


定义 5 称 函数 f 是 闭 区 间 [a,9] 上 的 黎 曼 可 积 函数 ,如果 对 于 它 , 公式 (5) 中 
的 积分 和 当 A(P) 一 0 时 的 极限 存在 (也 就 是 说 , 它 的 黎 曼 积分 有 定义 )- 


在 区 间 [a, 外 上 的 一 切 黎 曼 可 积 函 数 所 成 的 集合 以 尺 a, 表示 . 
由 于 暂时 不 研究 黎 曼 积分 以 外 的 其 他 积分 , 为 简单 起 见 , 我 们 约定 , 分 别 以 《 积 
分 》 和 《可 积 函数 》 代 替 《 黎 曼 积分 》 和 《 歼 曼 可 积 函 数 》 这 两 个 术语 . 


3. 可 积 函数 集 根据 积分 的 定义 (定义 4) 和 它 另 外 的 形 如 (4)、(5) 的 表述 , 积 
分 是 一 个 特定 函数 得 (p) = o(f; P,é) 的 极限 , 这 个 函数 是 定义 在 区 间 [o, 电 的 带 标志 
点 的 分 划 p = (P,é) 的 集 P 上 的 积分 和 . 这 个 极限 是 关于 P 的 基 B 取 的 , 我 们 以 
和 A(P) 一 0 表示 它 . 

这 样 一 来 , 函数 f 在 闭 区 间 [a,9] 上 的 可 积 性 取决 于 上 述 极限 的 存在 . 

根据 柯 西 准则 , 这 个 极限 存在 , 当 且 仅 当 对 于 任何 。 > 0 可 以 找到 元 素 Bs e 8， 
使 在 其 中 任何 点 p',p" 都 成 立 关系 


|®(p) — B(p)| < < 


更 详细 地 说 , 这 意味 着 : 对 于 任何 。 > 0, 可 以 找到 5 > 0, 使 对 区 间 [a,4] 的 任何 
带 标志 点 的 分 划 (P",6),(P",6), 只 要 和 (P') < 5 和 和 (P”) < 56, 就 成 立 不 等 式 


leo;P,€) 一 (PE <e 
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DE) AT: — DE) A | < a. (0 
i=1 i=1 


利用 柯 西 准则 , 我 们 将 首先 得 到 函数 黎 曼 可 积 的 一 个 简单 的 必要 条 件 , 然后 得 到 
一 些 充分 条 件 . 

a. 可 积 性 的 必要 条 件 

命题 1 为 使 定义 在 闭 区 间 [a, 四 上 的 函数 f 在 这 个 区 间 上 黎 曼 可 积 , 它 必须 在 
这 个 区 间 上 有 界 . 

简单 地 说 , 即 

(fe Rae, 可) => (1 在 [o, 引 上 有 界 )、 

< 如 果 f 在 [w 引 上 无 界 , 则 对 区 间 fa, 中 的 任 一 分 划 Pf 至 少 在 它 的 一 个 区 间 
[eta zi 上 无 界 . 因此, 可 以 选 出 点 & & [ci zi 使 |f(&)Azi| 任意 大 . 于 是 , 只 需 
改变 点 & 在 这 个 区 间 中 的 位 置 , 就 能 使 积分 和 olf; P.6) = 总 /(6)Azi 的 绝对 值 任 
意 大 


在 这 种 情形 下 , 积分 和 显然 没有 有 限 极限 , 同时 , 由 柯 西 准则 看 出 , 这 时 关系 式 
(6) 甚至 对 无 论 多 么 细 的 分 划 都 不 全 成 立 . > 

将 会 看 到 , 这 个 必要 条 件 与 可 积 性 的 必要 充分 条 件 还 相距 很 远 . 但 是 , 它 告诉 我 
们 今后 只 须 研究 有 界 函 数 ， 


b. 可 积 性 的 充分 条 件 和 最 重要 的 可 积 函 数 类 ”首先 介绍 一 些 下 面 用 到 的 记号 
和 知识 . 
我 们 约定 , 当 给 定 了 闭 区 间 [a,4] 的 一 个 分 划 P 


a=2zo<z<zz<…<zn 一 D 


时 , 与 表示 差 zi - zi_1 的 符号 Azi 一 起 , 我 们 还 使 用 记号 Ai 表示 区 间 [zi-1, zi. 

如 果 区 间 [a 机 的 分 划 巨 是 由 分 划 P 添加 一 些 新 的 分 点 得 到 的 , 则 说 分 划 已 是 
分 划 P 的 开拓 . 

当 把 分 划 P 开拓 成 户 时 , 分 划 P 的 某 些 (可 以 是 其 全 部 ) 区 间 Ai = [zi-uz 
被 分 割 :zi_1 = zio < … < zins = zi. 由 于 这 个 原因 . 对 户 的 点 用 两 个 指标 编号 比较 
方便 . 在 zi 中 的 第 一 个 指标 表示 zs e Ai 而 第 二 个 指标 是 在 区 间 A: 上 点 的 顺序 
号 码 . 现在 , 自然 地 应 记 


Azij := 7 — zj-1 和 Ai := [ro5-lizil. 


这 样 一 来 , Ari = Azi 十 … 十 Axin;. 
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由 分 划 已 和 分 划 P” 的 点 的 并 得 到 的 分 划 巨 = P'U P", 是 同时 是 分 划 P 和 
书 " 的 开拓 的 例子 . 
最 后 , 我 们 提醒 注意 . 如 同 过 去 一 样 , 符号 w(f,E) 表示 函数 f 在 集合 上 的 
振幅 , 即 
wfiE):= sup |f(z") — f(z")|. 
zs"EE 


特别 地 , w(f; Ai) 是 函数 f 在 区 间 Ai 上 的 振幅 . 如 果 f 是 有 界 函 数 , 这 个 振幅 
显然 是 有 限 的 . 

现在 , 我 们 叙述 并 证 明 

命题 2 为 使 闭 区 间 [a, 四 上 的 有 界 函 数 f 在 这 个 区 间 上 可 积 , 只 要 对 于 任意 的 
E > 0, 都 存在 5 > 0, 使 对 区 间 [a, 的 参数 和 (P) < 5 的 分 划 已 总 成 立 关系 


n 


yo(iAD)Azi| <e 
i=1 

4 设 己 是 区 间 [a,4] 的 一 个 分 划 , 巨 是 分 划 P 的 开拓 . 我 们 来 估计 积分 和 之 差 
a(f; 记 ,和 一 a(f; PP,&). 利用 上 面 引 进 的 符号 ,有 


He)ary - Pian 


i=1 j=1 


-| 完 bp f(c5)Az5 一 刀 > f(€i)Ariy 


iml j=l 


lo(f;B,©) -olf;P,8)| = 


= Yes) — f(€i)Azi 


i=1 j=1 


< HIE) -DIAzy 


二 1 j= 


< yoUiAbazo = Pet Ai)Azt- 


1 j= 


3 


在 这 些 计算 中 , 我 们 利用 了 


Asis= > Azi 以 及 |f(éi;) — fF(é)| < w( 方 Ai， 
ij=1 


因为 &j € Aij C Ai,éi € Ai. 
从 得 到 的 积分 和 之 差 的 估计 推出 : 如 果 函 数 f 满足 在 命题 2 中 说 的 充分 条 件 ， 
则 对 每 个 es > 0 都 能 找到 5 > 0 使 得 对 于 区 间 [a, 村 的 参数 XP) < 5 的 分 划 P 以 及 
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忆 的 开拓 户 , 关于 任意 取 的 标志 点 5 和 &, 都 有 


lo(f;B,D) -olf; PO) <s: 


如 果 (P',é') 和 (P”,E”) 是 区 间 [a,4] 的 任意 两 个 带 标志 点 的 分 划 , 且 和 (P') < 
65, 和 (P”) < 5, 考察 分 划 户 = P'U P”, 它 是 两 个 分 划 P', P" 的 开拓 , 那么 , 根据 已 经 
证 明 的 事实 , 有 


€ 


lo(f;P,é) -olf;P, 6) < 3, 

lof;B,é) -olf;P", Ee) < 
由 此 得 出 , 一 旦 XP') < 6,A(P”) < 5, 就 有 

Ile(f;P',€) —o(f;P",é")| <e. 


这 样 一 来 , 根据 柯 西 准则 , 积分 和 的 极限 


lm DL (Az 
i=1 


和 A(P) 一 0 


存在 , 亦 即 f € Rla, 0]. > 


推论 1 (f € Cla, 引 ) 全 (f € R[a, 机 ), 亦 即 闭 区 间 上 的 任何 连续 函数 在 这 个 区 
间 上 可 积 . 

< 如 果 函 数 在 闭 区 间 上 连续 , 则 它 在 这 个 区 间 上 有 界 , 从 而 可 积 性 的 必要 条 件 
成 立 . 但 是 , 闭 区 间 上 的 连续 函数 也 一 致 连续 , 因此 , 对 于 任何 e > 0 可 以 找到 5 > 0， 
使 在 任何 区 间 A c [a, 可 上, 只 要 人 的 长 小 于 5, 就 有 w(f;A) < 二 = 于 是 ,对 于 
任何 分 划 已 , 只 要 其 参数 XP) < 6, 就 有 


n n 
< < 
Df; Ar < Fs Am= Fb")=e. 


i=1 
根据 命题 2 可 以 得 到 f € Rla, 5]. > 
推论 2 如 果 定义 在 闭 区 间 [a, 外 上 的 有 界 函 数 f 在 该 区 间 上 最 多 除 有 限 多 个 
点 外 是 连续 的 , 则 上 < R[a, 酉 . 
4 设 wljfilwi<C<oo, 而 /在 [co 引 上 有 大 个 间断 点 . 我 们 来 验证 函数 f 
满足 可 积 性 的 充分 条 件 . 


对 于 给 定 的 。 > 0, 取 数 6 = 8 并 做 函数 /的 每 个 间断 点 的 而- 邻 域 . 这 些 


邻 域 的 并 关于 区 间 [a, 如 的 补 集 是 由 有 限 个 区 间 组 成 的 , 在 每 个 这 样 的 区 间 上 f 都 是 
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连续 的 , 从 而 是 一 致 连续 的 . 由 于 这 种 区 间 只 有 有 限 多 个 , 对 s > 0 可 以 指定 6。 > 0， 
使 在 任何 区 间 A 上 , 只 要 它 的 长 小 于 62 且 全 部 被 包含 在 上 面 所 说 的 使 f 连续 的 一 
个 区 间 内 , 就 有 w(f; A) < OEE 现在 取 5 = min{61, 62}. 

设 P 是 闭 区 间 [中 的 任意 一 个 分 划 且 A(P) < 65. 与 分 划 P 相应 的 和 
Bi Ai)Azi 分 成 两 部 分 : 


Ew(f; Ai)Azi = Dw(f; Ai)Azi + Dw(f; Ai)Azi. 


在 和 2 中 包含 了 那样 的 项 . 与 它 相 应 的 分 划 P 的 区 间 A; 与 所 做 的 间断 点 的 
反 - 今 域 没有 公共 点 . 对 于 这 样 的 区 间 Ab 有 oo(/;Ai) < t= 因此 


‘wlf; ee. 
Dw(f; Ai)Azi < A < a j= 0) = 


0 a) 
容易 看 出 , 剩 下 来 的 分 划 P 的 区 间 的 长 度 和 不 超过 (5 二 261+6)k < A480 -FE k= 
记 . 因此 
Dw(f; Ai)Ari < CH Ar < OC- 元 = 也 
于 是 , 当 A(P) < 6 时, 得 到 
于 or i)Azi < e. 


亦 即 , f 满足 可 积 性 的 充分 条 件 , 从 而 f € R[a, 0b]. > 
推论 3 闭 区 间 上 的 单调 函数 在 该 区 间 上 可 积 . 


< 从 函数 f 在 闭 区 间 [a, 臣 上 的 单调 性 推出 
wf;la, 9) = |f(0) — F(a). 
设 给 定 了 。 > 0, 取 6 = nome 我 们 假定 f(b) - f(a) 关 0, 因为 在 相反 的 情形 
上 是 常数 , 从 而 无 疑 是 可 积 的 . 设 已 是 区 间 [a,9] 的 任意 分 划 , 且 其 参数 XP) < 6 
注意 到 f 的 单调 性 , 我 们 有 


DD wf;Ai)Ari < ED wf;Ai) =6D (i) — f(ziy)| 
i=1 i=1 i=1 


=6|D (f(z) — fc- = 61f(6) — f(o)| = 


i=1 


这 样 , f 满足 可 积 性 的 充分 条 件 , 即 f < R[a, .> 
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单调 函数 可 能 是 有 无 穷 多 个 (可 数 多 个 ) 间断 点 的 函数 . 例如 , 在 闭 区 间 [0, 1] 上 
由 关系 


4 1 1 

2 
3 当 z =1 

定义 的 函数 是 不 减 的 , 而 且 在 每 个 形 如 二 (ns N) 的 点 处 间断 


注 我 们 指出 , 虽然 我 们 讨论 的 是 在 闭 区 间 上 定义 的 实 函数 , 但 是 无 论 是 在 积分 
的 定义 中 , 还 是 在 上 述 那些 断言 的 证 明 中 , 除去 推论 3, 实际 上 并 没 用 到 函数 是 实 值 
而 不 是 复 值 或 向 量 值 这 样 的 假设 条 件 . 


相反 地 , 我 们 将 要 讨论 的 上 积分 和 与 下 积分 和 的 概念 , 则 是 专 对 实 值 函数 而 言 
的 . 


定义 6 设 f: [a,4] 一 RR 是 定义 在 闭 区间 [o, 刀 上 的 有 界 实 值 函数 ; P 是 区 间 
[a, 晶 的 一 个 分 划 ; Ai(i = 1,… ,n) 是 分 划 P 的 区 间 . 设 


m= i f(z) M:= Sup TCD 人 三 1) 


和 式 
s(1iP) = > miAzri 


i=1 
以 及 
S(f;P) = > MiAz 
i=1 
分 别 叫 做 函数 f 在 区 间 [a, 晶 上 对 应 于 分 划 P 的 下 积分 和 与 上 积分 和 @. 和 式 


s(f; PP),S(f; P) 也 叫做 关于 区 间 fo, 中 的 分 划 P 的 下 达 布 和 与 上 达 布 和 . 
如 果 (PP,&) 是 闭 区 间 [a, 的 任 一 带 标志 点 的 分 划 , 显然 有 


s(f;P < olf;P,é)) < 5(f;P). (7) 
引 理 1 


s(f;P) = igfo(f;P,é), 
S(f;P)= mp P,é). 


四 从 形式 上 看 , 这 里 使 用 “积分 和 ”这 一 术语 不 太 合 理 , 因为 ms 和 M; 并 不 总 是 函数 f 在 某 个 
点 & Ee Ai 的 值 . 
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< 我 们 来 验证 , 例如 , 对 应 于 闭 区 间 [a, 引 的 分 划 P 的 上 达 布 和 , 是 对 应 于 闭 区 
间 [, 的 带 标志 点 的 分 划 (P,é) 的 积分 和 之 值 的 上 确 界 . 这 里 的 上 确 界 是 关于 一 切 
可 能 的 标志 点 组 5 = (6 …… ,人 ) 取 的 . 

由 (7) 可 见 , 只 要 证 明 : 对 于 任何 es > 0, 可 以 找到 标志 点 组 &, 使 成 立 不 等 式 


S(f;P) < o( 户 只 日 +e. (8) 


根据 数 Mi 的 定义 , 对 每 个 ie {1,… ,n} 可 以 找到 点 &€ Ai 使 Mi < f(&) + 
Fs 设 5=&… ,本 ). 那么 


> Mar <》， (:@® + 二 -) Azi = 》 1(S)Azi+e, 
i=1 i=1 i=1 


这 就 证 明了 引 理 的 第 二 部 分 . 它 的 第 一 部 分 的 证 明 是 类 似 的 . > 

从 引 理 的 证 明和 不 等 式 (7), 考虑 到 黎 曼 积分 的 定义 , 可 以 推断 出 下 面 命题 是 正 
确 的 . 

命题 3 有 界 实 值 函数 f : [o, 避 一 及 在 闭 区 间 [a,6] 上 歼 曼 可 积 的 充分 必要 条 
件 是 极限 


工 = dos(fiP)， 了 = ) 骂 05CiDP) (9) 


存在 且 相等 . 这 时 , 它们 的 公共 值 了 = 二 了 = 了 等 于 积分 
b 
[ f(z)dz. 


< 事实 上 , 如 果 (9) 式 中 两 个 极限 存在 并 相等 , 则 根据 极限 的 性 质 , 从 (7) 式 得 
到 积分 和 的 极限 的 存在 性 , 而 且 


村 ,Po PD) Se 


另 一 方面 , 如 果 f e R[a, 机 , 亦 即 存在 极限 _ lim c( 方 已) = 了 则 从 (7) 和 (8) 


AP) 一 0 
推出 存在 极限 


、 喇 。S(UiP)= 7 有 T= 工 


类 似 地 , 可 以 验证 


,os P) =I=I.p 


作为 命题 3 的 推论 , 我 们 得 到 以 下 命题 , 它 是 命题 2 的 精确 化 . 
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命题 2 为 使 用 区 间 [a, 中 上 的 有 界 实 值 函数 有 : [a,0] 一 民 在 该 区 间 上 黎 曼 可 
积 , 必须 且 只 需 满 足 关系 
9 oo f; Ai)Ari = 0. (10) 
< 考虑 到 命题 2, 只 要 证 明 关系 (10) 是 f 可 积 的 必要 条 件 . 
我 们 知道 , w(f; Ai) = Mi - ms, 因此 


Dlf; AM)Ari = (Mi— mi)Ari = S(f;P)— s(f;P) 
i=1 


i=1l 
从 而 由 命题 3 立刻 从 (10) 导出 了 e Rla, 0. > 


c. 向 量 空间 RR[a,6] 对 可 积 函 数 可 以 进行 一 系列 运算 , 其 结果 不 超出 尽 [o, 中 . 

命题 4 如 果 f,g eR[a,9, 则 

a) (f +9) € Rla, bl]; 

b) (af) e Rla,0], 其 中 是 数 因子 ; 

©) lfl e Rla, bl; 

d) fltea € Rle,d], 如 果 [c,d] © [a, bl]; 

©) (1 .9) € Rla,d]. 

现在 我 们 只 研究 实 值 函数 , 但 性 质 a),b),c),d) 对 于 复 值 函数 和 向 量 值 函数 也 是 
对 的 . 一 般 说 来 , 对 向 量 值 函数 , 乘积 1 . 9 是 不 定义 的 , 因此 对 它们 不 研究 性 质 e). 
但 这 个 性 质 对 复 值 函 数 仍然 有 效 . 

现在 我 们 在 / 和 9 是 实 值 函数 的 情形 下 证 明 命题 4. 

< a) 这 个 结论 是 显然 的 . 因为 


DF + 9)(E) A = Df(Ei)Ari + D9(é)Ars 
i=1 i=1 i=1 


b) 这 个 结论 是 显然 的 , 因为 
Daf)E) A = oad Féi)Ari. 
i=1 


t=l 


e) 因为 ol|fl;E) < w( 方 盏 , 所 以 
DlflAd)Azr: < Dlf; Ai)Azi, 
i=1 i=1 


从 而 根据 命题 2 得 到 :(f e R[a, 9) 全 (|f| e Rla, 可) 
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d) 我 们 要 证 明 闭 区 间 [o, 引 上 的 可 积 函 数 在 任何 闭 区 间 [c,d] c [a,9] 上 的 限制 
jllead 是 [c,d] 上 的 可 积 函数 . 设 x 是 区 间 [c,d] 的 一 个 分 划 . 给 r 补充 一 些 点 使 之 
成 为 区 间 [中 的 一 个 分 划 已 且 和 A(P) < Am). 显然 , 这 总 是 可 以 办 到 的 . 

现在 可 以 得 到 

Zrw(fleaiAi)Ari < Ppw(f; Ai)Azi, 
其 中 2xv 表示 关于 分 划 r 的 全 部 区 间 取 和 , 而 ZP 表示 关于 分 划 P 的 全 部 区 间 取 和 . 

当 A(7) 一 0 时 , 根据 P 的 构造 方法 也 有 A(P) 一 0, 于 是 , 根据 命题 2, 从 上 边 
的 不 等 式 得 到 : 如 果 [c,d] c [路 则 

(f € Rla,b]) = (flleal € Rle, d). 
e) 首先 验证 : 如 果 je Row, 路 则 f? € R[a, 
如 果 feRlo 中 则 了 在 [ij 上 有 界 . 设 在 [中 上 |f(lzjl<C < co. 则 
|f2(z1) -2(za)| = (F(z21) + f(z2)(f (21) — f(z2))| 
< 2C|f(z1) ~ f(z2)l, 
因此 w(j2; 已 ) < 2Cw(f; 万 ), 其 中 Ec [a, 贡 . 这样， 
全 UP2iAbang2C 和 wo(iADAzh 
i=1 i=1 
从 而 根据 命题 2, 我 们 得 到 
(f € Rla,b)) = (f? € Rla, 9)). 
现在 来 证 一 般 情形 . 利用 等 式 
(f:9)(7)= Bf + 9)*(z) — (f — 9)*(z)], 
并 注意 到 刚刚 证 明 的 结果 和 命题 4 的 a) 和 b), 就 得 出 : 
(f ERla,b]) A(g € Rla,db) = (fg eRla,d)). > 

向 量 空间 的 概念 是 大 家 从 代数 教程 中 早已 知道 的 . 定义 在 一 个 集合 上 的 实 值 函 
数 , 可 以 逐 点 相 加 以 及 与 实数 相 乘 ， 且 所 得 到 的 结果 仍然 是 定义 在 这 个 集合 上 的 实 
值 函 数 . 如 果 把 函数 看 作 向 量 , 那么 可 以 验证 , 实数 域 上 向 量 空间 的 全 部 公理 都 成 立 ， 
从 而 实 函 数 的 上 述 集合 关于 函数 的 逐 点 加 法 以 及 与 实数 的 乘法 是 一 个 向 量 空间 . 

命题 4 的 a)、b) 两 点 说 明了 可 积 函数 相 加 以 及 与 数 相 乘 的 结果 均 不 超出 R[a, 9. 
这 样 一 来 , RR[a, 可 本 身 也 是 一 个 向 量 空间 , 它 是 定义 在 闭 区 间 [a,9] 上 的 实 值 函 数 所 
构成 的 向 量 空间 的 子 空间 . 
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d， 函数 黎 曼 可 积 性 的 勒 贝 格 判别 法 ”最 后 , 我 们 暂 不 加 证 明 地 给 出 勒 贝 格 定 
理 , 它 刻画 了 黎 曼 可 积 函 数 的 内 在 本 质 . 
为 此 我 们 引进 以 下 概念 , 而 它 本 身 也 是 有 用 的 . 


定义 7 称 集合 EC R (在 勒 贝 格 意义 下 ) 有 和 零 测度 或 称 它 是 一 个 零 测度 集 , 如 
果 对 于 任何 。 > 0, 存在 集合 E 的 由 最 多 可 数 个 开 区 间 组 成 的 覆盖 {1}, 且 这 些 区 
间 的 长 度 和 到 | 六 | 不 超过 <. 


由 于 级 数 2 | 天 | 是 绝对 收敛 的 , 求 和 的 顺序 对 结果 没有 影响 ( 见 第 五 章 ,85.2 的 
命题 4), 因此 上 上 面 的 定义 是 合理 的 . 


引 理 2 a) 一 个 点 或 有 限 多 个 点 的 集合 是 零 测度 集 . 
b) 有 限 多 个 或 可 数 多 个 零 测度 集 的 并 是 零 测度 集 ， 
c) 零 测度 集 的 子 集 本 身 也 是 零 测度 集 . 

d) 当 a < 时 , 区间 [as 不 是 零 测度 集 . 


a) 点 可 以 用 一 个 长 度 小 于 事先 指定 的 任意 小 的 = > 0 的 开 区 间 覆 盖 , 因此 点 
是 零 测度 集 . a) 的 其 余部 分 可 由 b) 推出 . 

b) 设 已 = UE" 是 最 多 可 数 个 零 测度 集 E" 的 并 . 对 于 每 个 E", 关于 < > 0, 做 
Er" 的 覆盖 { 及 } 使 FUR < e/2" 

由 于 有 限 或 可 数 集 的 有 限 或 可 数 并 本 身 最 多 是 可 数 的 , 开 区 间 I?,k,n e N, 所 
组 成 的 已 的 覆盖 最 多 也 只 能 是 可 数 的 , 而 且 


€ € 
att + 站 十 … 


在 | 中 关于 指标 n 和 大 的 求 和 顺序 是 无 关 紧 要 的 , 因为 该 级 数 只 要 在 某 求 和 


顺序 下 收敛 于 一 个 和 , 那么 它 在 任何 求 和 顺序 下 收敛 于 同一 个 和 . 由 于 我 们 的 级 数 的 
部 分 和 以 e 为 上 界 , 因此 级 数 在 某 一 求 和 顺序 下 的 收敛 性 是 显然 的 . 

于 是 , 是 勒 贝 格 意义 下 的 零 测度 集 . 

c) 这 个 断言 显然 可 由 零 测度 集 的 定义 和 覆盖 的 定义 直接 推出 . 

d) 由 于 闭 区 间 的 任 一 个 由 开 区 间作 成 的 覆盖 有 有 限 覆 盖 , 它 的 开 区 间 的 长 度 和 
显然 不 超过 原 覆 盖 的 开 区 间 的 长 度 和 . 因此 , 只 要 证 明 组 成 区 间 [a, 5] 的 任意 一 个 有 
限 覆 盖 的 开 区 间 的 长 度 和 不 小 于 这 个 区 间 的 长 度 5 一 a 即 可 . 

我 们 关于 覆盖 的 开 区 间 数 进行 归纳 证 明 . 

当 n = 1 时 , 也 就 是 区 间 [a,4] 被 一 个 开 区 间 (a, 6) 包含 的 情形 , 显然 a < a < 
5< DB, 从 而 8 一 ac>5 一 a. 

假设 对 于 n = 1,… ,大 我 们 的 断言 正确 , 现在 考察 覆盖 是 由 大 + 1 个 开 区 间 组 成 
的 情形 . 取 开 区 间 (aa,aa), 它 覆盖 点 a. 如 果 az > b, 则 aa - aa > 5b 一 a, 从 而 证 明 
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了 我 们 的 断言 . 如 果 a < az < 六 则 区 间 [oz, 相 就 由 最 多 个 区 间 所 组 成 的 开 区 间 
系 所 覆盖 , 根据 归纳 假定 , 它 的 区 间 长 度 的 和 不 小 于 - aa. 但 是 


b -aa= 亿 一 az)+(az 一 al< 收 一 aoz)+(ao 一 al)， 


从 而 , 区 间 [a,4] 原来 的 覆盖 所 含 开 区 间 的 长 度 和 大 于 5 一 a. > 
有 趣 的 是 , 根据 引 理 2 的 a) 和 b), 数 轴 及 上 的 全 部 有 理 点 的 集合 Q 是 一 个 零 
测度 集 . 当 与 该 引 理 的 a) 比较 时 , 乍 一 看 , 这 似乎 是 不 可 想象 的 . 


定义 8 在 集合 X 上 , 如 果 除 去 零 测度 集合 的 点 , 某 一 性 质 都 成 立 , 则 说 该 性 质 
在 集合 X 上 几乎 处 处 成 立 , 或 者 说 在 集合 X 的 几乎 所 有 点 有 该 性 质 . 


现在 来 叙述 勒 贝 格 定理 (判别 法 ). 


定理 定义 在 闭 区 间 [a,8] 上 的 函数 f, 当 且 仅 当 它 在 [a, 四 上 有 界 且 几乎 处 处 连 
续 时 , 它 在 该 区 间 上 歼 曼 可 积 , 即 


(fe Row 如 分 (f 在 la, 可 上 有 和 界 )^(f 在 [a, 可 上 几乎 处 处 连续 ). 


显然 , 命题 2 的 推论 1,2,3 和 命题 4 都 可 以 从 勒 贝 格 判 别 法 和 引 理 2 中 所 说 的 
零 测度 集 的 性 质 推出 . 

现在 我 们 不 去 证 明 勒 贝 格 判别 法 , 因为 我 们 面临 的 任务 是 研究 那些 足够 正规 的 
函数 , 暂时 还 不 需要 这 个 准则 . 但 是 , 现在 已 经 可 以 完全 清楚 地 阐明 勒 贝 格 准则 的 思 
想 内 容 了 . 

命题 2' 中 的 关系 (10) 包含 了 实 值 函数 可 积 性 判别 准则 . 为 使 和 pat fiAi)Ar: 
很 小 , 首先 考虑 因子 w(f; Ai). 我 们 知道 , 它 在 函数 的 连续 点 的 小 邻 域 中 是 很 小 的 
如 果 {Ai} 中 有 些 区 间 含有 函数 的 间断 点 , 那么 , 对 于 这 些 区 间 , 不 管区 间 fa, 如 的 分 
划 PP 多 么 细 , w(f; Ai) 都 不 接近 于 零 . 但 是 , w(f;Ai) < w(f;[a,4) < co (因为 了 在 
[c, 刀 上 有 界 ). 因此 , 含有 间断 点 的 那些 项 的 和 还 是 可 能 很 小 的 , 只 要 分 划 中 覆盖 间 
断 点 集合 的 那些 区 间 的 长 度 和 是 很 小 的 , 或 者 更 准确 些 说 , 只 要 函数 在 这 些 区 间 上 
振幅 的 高 度 可 以 从 这 些 区 间 的 长 度 很 小 得 到 补偿 . 

勒 贝 格 判别 准则 正 是 这 些 直观 东西 的 严格 叙述 和 实现 . 

现在 引入 用 以 说 明 黎 曼 可 积 函数 性 质 的 两 个 经 典 例子 . 


例 1 狄 利克 雷 函数 . 


_ {1, zeQ, 
De 人 当 = eR\Q 
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在 闭 区 间 [0, 1] 上 不 可 积 , 因为 对 区 间 [0, 1] 的 任何 分 划 P, 在 其 每 个 区 间 Ai 中 都 能 
找到 一 个 有 理 数 &; 和 一 个 无 理 数 总 . 因此 


olfiPé) = D1:Ari=1, 
i=1 


olfiP,8") = D0: Ari=0. 
i=1 


这 样 一 来 , 当 A(P) 一 0 时 函数 D(z) 的 积分 和 不 可 能 有 极限 . 
从 勒 贝 格 判别 法 来 看 , 狄 利克 雷 函 数 的 不 可 积 性 也 是 明显 的 , 因为 函数 D(z) 在 
区 间 [0, 4 中 间断 点 的 集合 不 是 零 测度 集 ( 见 引 理 2). 


例 2 黎 曼 函数 


1 m 
Rn = 当 z e QHz = 元 是 既 约 分 数 ， 
0, zr e R\Q. 


我 们 已 经 在 第 四 章 82 的 第 2 段 中 研究 过 这 个 函数 , 而 且 知道 , 函数 R(z) 在 一 
切 无 理 点 连续 , 在 一 切 有 理 点 间断 , 这 样 一 来 , 函数 R(z) 的 间断 点 集合 是 可 数 的 , 从 
而 其 测度 为 零 , 根据 勒 贝 格 判别 法 , 尽管 这 个 函数 在 积分 区 间 的 任何 分 划 的 任何 区 
间 中 都 有 间断 点 , 但 它 在 任何 区 间 [a,4] C 及 上 仍然 是 可 积 的 . 


例 3 现在 再 考察 一 个 不 太 经 典 的 问题 和 例子 . 


设 让 :lo 中 一 了 及 是 [四 区 间 上 的 可 积 函数 , 它 在 区 间 [c,d] 中 取 值 . 又 设 函 数 
g : [c,d] 一 RR 是 连续 的 . 因此 , 复合 函数 gef : [o, 串 一 下 在 整个 区 间 [w, 引 上 定义 并 
在 使 f 连续 的 那些 点 上 连续 . 由 此 , 根据 勒 贝 格 判别 准则 得 到 , (go f) € R[o, 串 . 

现在 举例 说 明 , 可 积 函 数 的 复合 函数 未 必 可 积 . 

考察 函数 g(z) = jlsgnl(z), 当 z 关 0 时 这 个 函数 取 值 为 1; 当 z = 0 时 , 它 取 
值 为 零 . 设 f 是 上 面 所 讲 的 黎 曼 函数 ,可 直接 验证 , 譬如 在 区 间 [1,2] 上 , 复合 函数 
(ge j)(z) 正好 是 狄 利克 雷 函 数 P(z). 这 样 一 来 , 甚至 g(z) 只 有 一 个 间断 点 , 也 可 导 
致 复合 函数 go f 不 可 积 . 


练 习 


1. 达 布 定理 
a) 设 s(f;P) 和 5S(f; 卫 ) 是 在 闭 区 间 [@, 避 上 定义 的 有 界 实 值 函 数 对 应 于 这 个 区 间 的 分 划 
P 的 下 达 布 和 及 上 达 布 和 . 试 证 : 对 于 闭 区 间 [a, 如 的 任 两 个 分 划 忆 , 忆 , 成 立 


s(f;Pi) < S(f;P). 
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b) 设 分 划 户 是 闭 区 间 [a,4] 的 分 划 P 的 开拓 , 而 Ai,,… ,Aix 是 分 划 PP 的 那样 一 些 区 
间 , 它们 包含 着 属于 分 划 户 但 不 属于 分 划 P 的 点 . 试 证 : 成 立 如 下 估计 : 


0< S(f;P)— S(f;P) < wlf;la, (Aza 十 十 An)， 
0 < s(f;P)— s(f;P) < wlf;la, o)(Ara +---+ Azi). 


co) I= supe(f; P), 了 = pf S(f; P) 分 别 叫做 函数 f 在 闭 区 间 fo, 如 上 的 下 达 布 积分 及 上 
达 布 积分 . 试 证 : 工 < 工 
d) 试 证 达 布 定理 


£=, .sf P);T= dm. S(f;P). 


e) 试 证 :(f e Rla, 可 ) 车 (I = 也 .( 达 布 判别 法 ) 
f) 试 证 :f e RR[a,9]， 当 且 仅 当 对 于 任何 e > 0 存在 区 间 [a,4] 的 分 划 P 使 S(f; P) 一 
s(fiP) <e. 


2. 康 托 尔 零 测度 集 

a) 第 二 章 84 的 问题 7 中 所 说 的 康 托 尔 集 是 不 可 数 的 . 试验 证 , 它 仍 是 勒 贝 格 意义 下 的 零 
测度 集 . 试问 : 怎样 修改 康 托 尔 集 的 构造 方法 可 以 得 到 类 似 的 处 处 “有 帘 订 ”但 测度 不 
是 零 的 集合 .( 这 种 集合 也 叫 康 托 尔 集 ). 

b) 设 在 区 间 [0, 1] 上 给 定 了 一 个 函数 , 它 在 某 康 托 尔 集 外 等 于 零 , 而 在 该 康 托 尔 集 上 等 于 
1. 试 证 : 当 且 仅 当 该 康 托 尔 集 是 零 测度 集 时 , 给 定 的 函数 是 黎 曼 可 积 的 . 

e) 在 区 间 [0, 1] 上 构造 单调 不 减 、 连续 的 非常 数 函 数 , 而 且 最 多 除去 一 个 具 零 测度 的 康 托 
尔 集 , 它 的 导数 处 处 等 于 0. 


3. 勒 贝 格 判别 法 

a) 直接 验证 (不 准 引用 勒 贝 格 判别 法 ) 本 节 例 2 中 的 黎 曙 函数 的 可 积 性 . 

b) 试 证 : 有 界 函 数 f € R[a, 昌 , 当 且 仅 当 对 于 任意 的 s > 0 和 6 > 0, 存在 区 间 [a,4] 的 一 
个 分 划 已, 使 函数 在 其 上 的 振幅 大 于 < 的 那些 区 间 的 长 度 之 和 不 超过 6. 

e) 试 证 :f e 入 [oa, 避 , 当 且 仅 当 f 在 [a,8] 上 有 界 且 对 于 任何 > 0 和 6 > 0 区 间 [w, 吕 上 
使 f 的 振幅 大 于 e 的 点 的 集合 可 以 用 有 限 多 个 开 区 间 政 盖 , 而 这 些 开 区 间 的 长 度 和 小 
于 5.( 杜 布 瓦 雷 蒙 @ 判 别 法 ) 

d) 利用 上 题 结果 证 明 函 数 黎 曼 可 积 性 的 勒 贝 格 判别 法 . 


4. 试 证 : 如 果 f,g € R[a,b] 且 f,g 是 实 的 , 则 max{f,g} € Rla, 0], min{f,g} € 入 [oa 
5 试 证 : 
a) 如 果 f,g € Ra,, 在 fa, 可 上 几乎 处 处 有 f(z) = 9(z), 则 及 Flz)dz = [*g(z)dz. 
b) 如 果 了 € R[a,, 在 [a, 昌 上 几乎 处 处 有 f(z) = g(z), 则 甚至 当 9 在 [a, 如 上 定义 且 有 
界 时 , 它 也 可 能 是 黎 曼 不 可 积 的 . 
。 向 量 值 函 数 的 积分 
a) 设 r(t) 是 空间 中 一 动 点 的 矢 径 向 量 ; ro = r(0) 是 该 点 的 初始 位 置 ; v(t) 是 作为 时 间 的 
函数 的 速度 向 量 . 试 根据 ro 和 函数 v(t) 求 7(t). 


@ 杜 布 瓦 雷 蒙 (du Bois Raymond) (1831 一 1889) 一 一 德国 数学 家 . 
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b) 能 否 把 向 量 值 函数 的 积分 归结 为 实 值 函数 的 积分 ? 

<) 在 命题 2 中 的 可 积 性 判别 法 对 于 向 量 值 函 数 是 否 成 立 ? 
d) 对 于 向 量 值 函数 , 勒 贝 格 判别 法 是 否 成 立 ? 

e@) 本 节 的 哪些 概念 和 结果 可 以 转移 到 复 值 函 数 的 情形 ? 


82. 积分 的 线性 性 、 可 加 性 和 单调 性 


1. 作为 空间 丸 [a, 吕 上 的 线性 函数 的 积分 


定理 1 如 果 f 和 9g 是 闭 区 间 ao, 如 上 的 可 积 函数 , 则 它们 的 线性 组 合 af + Pg 
也 是 [a, 站 上 的 可 积 函 数 , 且 


b b b 
f (er + ontwar =of 1dr+8 | sted. 四 


4 考虑 关系 (1) 左 端 积分 的 积分 和 并 对 它 进行 变换 , 有 
Daf + Bo)(Ei)Azi = aD 1(D)An+B2 79(5D)Azr (2) 
i=1 i=1 
因为 当 分 划 的 参数 和 (P) 趋 于 0 时 ,(2) 的 右 端 趋 于 (1) 右边 的 积分 的 线性 组 合 ， 
所 以 (2) 的 左边 当 和 (p) 一 0 时 也 有 极限 , 而 且 这 个 极限 与 右边 的 极限 相等 ， 这 样 ， 
(af + Bg) € Rla,b] 且 等 式 (1) 成 立 . e 
如 果 把 集合 R[a, 相 看 做 是 实数 域 上 的 向 量 空间 , 而 积分 J/* f(z)dz 看 做 是 定义 
在 向 量 空间 R[a, 相 上 的 实 值 函 数 , 则 定理 1 说 明 , 积分 是 向 量 空间 RR[a, 昌 上 的 线性 
函数 
为 避免 混淆 , 函数 的 函数 通常 叫做 泛 函 .于 是 , 我 们 证 明了 : 积分 是 可 积 函数 向 
量 空间 上 的 线性 泛 函 . 


2， 作 为 积分 区 间 的 可 加 函数 的 积分 。 积 分 值 记 f(z)dz = I(f; [a, 外 ), 既 依赖 于 
被 积 函数 , 又 依赖 于 进行 积分 的 区 间 , 譬如 , 如 果 fe Re, 机, 则 对 于 [a, Bc [w, 如 有 
j leale R[os 肿 , 亦 即 积分 Je f(z)dz 有 定义 , 从 而 可 以 用 它 对 积分 区 间 [ov g 的 依 
赖 关系 的 观点 研究 它 . 


引 理 1 如 果 a<b<cfeRla,d, 则 fllowe Rla,bl,f llo,qe Rb,d] 且 © 


Jo- 人 “yoac+ freer. (9 


@ 我 们 提醒 注意 , 符号 flg 表示 函数 f 在 集合 E 上 的 限制 , 其 中 EE 被 包含 在 f 的 定义 域内 . 在 
等 式 (3) 的 右边 本 应 写 f 在 相应 的 区 间 上 的 限制 , 而 不 应 当 写成 了 
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< 首先 注意 ,有 界 函 数 f 在 区 间 [a,4] 和 [6b,d] 上 的 可 积 性 由 上 一 节 命 题 4 保证 . 

其 次 , 由 于 f & 和 la, 中 所 以 当 把 积分 “f(z)dz 作为 积分 和 的 极限 进行 计算 
时 , 我 们 可 以 选取 任意 的 对 我 们 方便 的 区 间 [a, dj 的 分 划 , 我 们 只 取 区 间 [a, cj 的 那样 
一 些 分 划 , 它们 都 包含 点 b. 显然 , 每 一 个 这 样 的 带 标 志 点 的 分 划 (P,5) 都 产生 区 间 
[a,9] 和 [6,<] 的 相应 的 分 划 (P',é') 和 (P”,&"), 而 且 P=PUP” 以 及 E&=E Ue”. 
由 此 得 到 积分 和 之 间 的 关系 : 


o(fiP,é) =o(f;P',€) +o(f;P",é"). 


因为 MP') < A(P) 和 A(P") < AX(P), 所 以 当 A(P) 充分 小 时 , 上 面 的 每 个 积分 
和 就 充分 接近 于 (3) 中 相应 的 积分 . 这 样 就 证 明了 (3) 成 立 . > 

为 了 对 所 得 的 结果 的 适用 性 做 一 些 推广 , 暂时 回 到 积分 定义 上 去 . 

我 们 已 经 把 积分 定义 为 与 积分 区 间 fa, 9] 的 带 标志 点 的 分 划 (已 6) 相应 的 积 
分 和 

olf;P,é) = 1)Az (4) 
i=1l 

的 极限 , 分 划 P 由 一 个 单调 的 有 限 点 列 zo,z1,… ,zn 组 成 , 而 且 点 zo 与 积分 下 限 
a 重合 , 点 zn 与 积分 上 限 b 重合 . 这 种 构造 当时 是 在 a < 的 假定 下 进行 的 . 如 果 
现在 取 任 意 两 个 数 a,b, 不 要 求 a < b, 把 a 作为 积分 下 限 , 而 b 作为 上 限 , 进行 上 面 
那 种 构造 , 那么 我 们 将 重新 得 到 形 如 (4) 的 和 ; 当 a <b 时 有 Az: > 0(i= 1,… ,n)， 
而 当 a >b 时 有 Azi < 0(i= 1,… ,n), 因为 Azi = zi 一 Zi-1. 这 样 一 来 , 当 a<b 时 
的 和 (4) 与 区 间 [b,a](b < a) 相应 分 划 的 积分 和 只 差 一 个 符号 . 

根据 这 些 想法 , 当 a > b 时 , 我 们 做 如 下 约定 : 


b a 
/ f(z)dz := — [ f(s)dz. (8) 
与 此 同时 , 自然 地 也 假定 


[ f(z)dz :=0. (6) 
做 了 这 些 约 定之 后 , 并 注意 到 引 理 1, 我 们 将 得 到 积分 的 如 下 重要 性 质 . 


定理 2 设 a,b,cE 民 ,而 是 在 以 这 些 点 为 端点 的 最 大 区 间 上 的 可 积 函 数 ， 则 
在 另外 两 个 区 间 上 的 限制 在 相应 的 区 间 上 也 可 积 , 且 成 立 以 下 等 式 


am 旨 有 f(z)dz + [ f(z)dz =0. (7) 


< 由 于 等 式 (7) 关于 a, b,c 是 对 称 的 , 不 失 一 般 性 可 以 假定 a = min{a,b,c}, 如 
果 max{a,b,c} =c 和 a<6b<c, 则 根据 引 理 1 有 


[ra + 必 Rd — f(z)dz =0. 
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由 此 , 注意 到 约定 (5), 就 得 到 等 式 (7). 
如 果 max{a,b,c} =b 且 a <c<b, 则 根据 引 理 1 有 


/ “f(s)dz+ / i / “yao 


由 此 , 注意 到 约定 (5), 也 得 到 等 式 (7). 
最 后 , 如 果 点 a,b,c 中 有 两 个 或 三 个 重合 在 一 起 , 则 (7) 可 由 约定 (5) 和 (6) 直 
接 得 到 . > 
定义 1 设 每 个 由 闭 区 间 {a,4 的 点 a,B 组 成 的 有 序 点 对 (a, 6) 对 应 于 一 个 数 
I(a,B), 而 且 对 于 任意 三 点 a, B,7 e [o, 刀 , 成 立 等 式 
IT(a,”) = Ta 8) + 1(B, 7Y). 


那么 , 函数 I(a, 8) 就 叫做 在 包含 于 闭 区 间 [a,4] 中 的 区 间 上 定义 的 定向 区 间 的 可 加 
函数 . 
如 果 fe RI4,B], 而 a,b,ce [4,B], 令 


b 
rad) = /yd 


则 由 (7) 得 ， 
fra = | tar+ { sa, (8) 


也 就 是 说 , 积分 是 积分 区 间 的 可 加 函数 , 在 这 种 情形 , 区 间 的 定向 性 在 于 我 们 给 积分 
区 间 的 端点 赋 了 顺序 , 指出 了 哪 是 第 一 个 ( 即 积分 下 限 ), 哪 是 第 二 个 ( 即 积分 上 限 ). 


3. 积分 的 估计 , 积分 的 单调 性 和 中 值 定理 


a， 积分 的 一 个 一 般 估计 ”我们 从 积分 的 一 个 一 般 估计 开始 , 以 后 会 看 到 , 它 的 
正确 性 不 限于 实 值 函数 的 积分 . 


定理 3 如 果 a 和 已 JeR[ab, 则 |f|e 入 Ia 且 成 立 


b b 
| f sa < { Wer. (9) 
如 果 在 [a, 相 上 还 假定 ||(z) < C, 那么 
b 
{ ear < co-o). (10) 


< 当 a =b 时 , 定理 的 断言 是 显然 的 , 因此 , 我 们 假定 a < b. 
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为 了 证 明 这 个 定理 ， 只 要 记 起 |f| e Ra 中 ( 见 81 的 命题 4), 就 得 到 积分 和 
ol(f; 只 &) 的 以 下 估计 : 


< 5 lf)Ar = De) Ar 


i1 i=1 


Df(éi)Azi 
i=1 


< CYA =C(6—a). 

令 A(P) 一 0 取 极限 ,我 们 得 到 
| / “yj 
b. 积分 的 单调 性 和 第 一 中 值 定理 “下面 的 定理 是 实 值 函数 的 积分 所 特有 的 . 


定理 4 如 果 a<b, 有 1、 fo ERla,b] 且 及 (z) < fo(z) 在 每 一 点 ze [a,0] 都 成 
立 , 则 


b 
</ Vol < co- 


b b 
{ htwar < /pad GD) 
< 当 a =4 时 定理 的 结论 是 显然 的 . 如 果 a < b 则 关于 积分 和 成 立 不 等 式 
DRE) A < Dfoléi)Ars 
i=1 i=1 


(因为 Ari > 0(i = 1,… ,n)). 只 要 在 这 个 不 等 式 中 令 A(P) 一 0 取 极限 即 可 . > 
定理 4 表明 积分 关于 被 积 函数 是 单调 的 . 
从 定理 4 可 以 得 到 一 系列 有 用 的 推论 . 


推论 1 如 果 a<b,feRla 是 且 m< f(z)< M 在 ze [a,b] 成立, 则 
m(b—a) < [rr < M(b -a). (12) 
特别 地 , 如果 0 < f(z) 在 ze 四 中 成 立 , 则 
o< f sa 


< 积分 不 等 式 m < f(z) < M 的 每 一 项 并 引用 定理 4 就 得 到 关系 (12). > 
推论 2 如 果 Je Ra 中 mm = sly f(z),M = ee f(z), 则 存在 jy.€ [m, M] 
使 b 
f fu -0). (13) 
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< 如果 a = 6b, 结论 是 显然 的 , 如 果 a 承 5, 则 令 
b 
n=) fe 
于 是 , 当 a < b, 从 (12) 可 以 推出 m < pu < M. 但 是 , 将 (13) 两 端 同时 改变 符号 , 即 
可 看 出 它 对 b < a 的 情形 也 成 立 . > 
推论 3 如 果 fe Cfa, 中 , 则 存在 Ee[a 吕 使 


b 
f ra = fo). (14) 


< 根据 连续 函数 的 中 间 值 定理 , 在 区 间 [o, 如 上 存在 点 使 f(€) = ,如果 满 
足 条 件 


三 i 所 用 所 =M. 
六 = f(z) 和 HE es f(z) 


这 样 一 来 ,(14) 可 由 (13) 导出 . > 

等 式 (14) 常 叫 做 积分 的 第 一 中 值 定理 . 对 以 下 更 一 般 的 断言 我 们 仍然 保留 这 个 
名 称 . 

定理 5 (积分 的 第 一 中 值 定理 ) 设 f, g < Rla, 路 m= sd nf (7), M= 
sup, (oy: 如 果 函 数 g 在 区 间 [a, 避 上 非 负 (或 非 正 ), 则 
zE[a, 


b b 
[nar =n /sad (15) 
其 中 jE Im, MI]. 
如 果 还 有 fe Ca, 中 则 存在 & € [a, 避 使 
b b 
fv-n0ar = /0 sto. (16) 


4 因为 在 等 式 (15) 中 两 边 调换 积分 上 、 下 限 将 导致 两 边 同 时 变 号 , 所 以 只 要 对 
a < 5 的 情形 来 证 明 这 个 等 式 就 行 了 . 改变 g(z) 的 符号 也 同时 使 (15) 两 端 变 号 , 所 
以 不 失 一 般 性 , 可 以 假定 g(z) > 0 在 ze [a, 成立. 

由 于 m= 了 f(z) 和 M= Sp, fo), 因此 当 g(x) > 0 时 就 有 


mg(z) < f(z)g(z) < Mg(z). 


因为 mg € Rla,b), fg € Rla,b] 和 Mg Rla,d), 所 以 , 应 用 定理 4 和 定理 1, 我 
们 得 到 , ， 
mf soa < { foir < M 1 ad (17) 
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b 
如 果 g(z)dz = 0, 很 显然, 从 这 个 不 等 式 能 导出 关系 (15). 


b b Re 
如 果 人 g(r)dr #0, 令 = (/ sr) 大 f(z)g(z)dz, 则 从 (17) 得 到 
ms<psM, 
从 而 证 明了 关系 (15). 
最 后 , 等 式 (16) 由 (15) 和 关于 函数 f € Cla,9 的 中 间 值 定理 并 注意 , 在 了 e 
Cla,9] 的 情形 , 有 


下 二 f(z) 和 M= es f(z) 


即 可 得 到 . 
我 们 指出 , 如 果 g(z) =1 在 [a, 相 上 , 等 式 (14) 由 (16) 得 出 . 
c. 积分 的 第 二 中 值 定理 ”在 黎 曼 积分 理论 中 更 加 特别 , 更 加 微妙 的 是 第 二 中 值 
定理 @. 
为 了 不 使 这 个 定理 的 证 明 过 分 复杂 , 首先 做 一 些 准备 , 它们 本 身 也 是 很 有 趣 的 . 
阿 贝尔 变换 “” 阿 贝尔 变换 是 和 式 交 aibi 的 如 下 变换 . 设 4k = 如 oi, 还 令 ho = 


n n n 
Daibi= D(Ai— Ai)bi = DAibi— DAiib 
i=1 i=1 


i=1 i=1 


n n-l n-l 
= 5 Aibi— DAibiri = Anbn — Aobi + D, Ai(bi — bi+1). 


i=1 i=0 i=1 
因此 ， 攻 
> aibi = (Anbn — Aobi) + > Ail(bi — bi+1), (18) 
或 n—l 
Daibi = Anbn + YD Ai(bs — bit1), (19) 
i=1 i=1 
因为 4o = 0. 
根据 阿 贝尔 变换 容易 证 明 


引 理 2 如 果 数 Ak = 其 ai(k = 1.…,n) 满足 不 等 式 m < Ak < MI， 而 数 
bi(i 二 1… nn) 是 非 负 的 且 如 之 bini(i 二 1,…,n 一 1), 则 
mbi < Daibi < MD (20) 


i=1 
@ 对 函数 辅 加 一 些 通常 完全 可 以 接受 的 条 件 后 , 这 一 段 的 基本 定理 6 很 容易 从 第 一 中 值 定理 推 
出 . 关于 这 一 点 , 可 参看 下 一 节 的 问题 3. 
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< 利用 b>0 和 bi 一 biti 之 0(i=1,…,n 一 1) 从 (19) 得 到 


n n—l 
Daibi < Mon + YM(bi ~ bir) = Mbn + M(b1 —bn) = Mb 


i=l i=1 
用 类 似 的 方法 也 可 验证 (20) 中 左边 的 不 等 式 . > 
引 理 3 如 果 f € R[a,, 则 对 于 ze [a,6] 可 以 定义 函数 
r= 10 CD 
FeCla,d. 


< 对 于 任何 ze [o, 路 , 积分 (21) 的 存在 性 已 从 81 的 命题 4 知道 , 因此 剩 下 的 只 
是 验证 函数 F(z) 的 连续 性 . 由 于 fe R[a, 可 , 在 fo, 吕 上 我 们 有 |f(z)| <C < oo. 设 
Zz € [a,8] 和 十 he fo 引 那么 , 根据 积分 的 可 加 性 以 及 不 等 式 (9),(10), 我 们 得 到 


十 用 z 
IF(z+h)— F(z)|= / f(t)at -/ 了 (dt 


四 | / yd 


这 里 我 们 利用 了 不 等 式 (10), 并 注意 到 以 下 事实 : 当 h < 0 时 , 有 


[veal = [vo = [vo 


这 样 , 我 们 证 明了 : 如 果 z,z 十 he [中 则 


< 


z+h 
[vor 


< Clhl. 


[F(z +h)— F(z)| < CA (22) 


显然 , 由 此 立即 导出 函数 下 在 区 间 [a,4 的 任意 点 连续 . > 
现在 来 证 明 下 面 的 引 理 , 它 是 第 二 中 值 定理 的 变形 . 


引 理 4 如 果 f,g ER[a, 可 ,而 g 在 区 间 [a, 相 上 非 负 ,不 增 , 则 存在 €e lo, 引 使 


b 本 
fe- 9 = 9 sa. (23) 


在 证 明 这 个 引 理 之 前 , 首先 指出 , 与 第 一 中 值 定理 中 的 关系 (16) 不 同 ,(23) 中 积 
分 号 下 的 函数 是 f, 而 不 是 单调 函数 g. 

< 为 了 证 明 公 式 (23), 跟 已 经 研究 过 的 上 述 情形 一 样 , 我 们 将 设法 估计 相应 的 
积分 和 . 
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设 已 是 闭 区 间 fc, 的 一 个 分 划 . 首先 记 下 等 式 
b n Te 
f -nea= > nar 
局 dr 
be [ 加 


+ 和 /go) -sof 
我 们 来 证 明 , 当 MP) 一 0 时 , 上 式 中 最 后 的 和 式 趋 于 0. 
因为 fe R[a,4], 所 以 |f(z)| < C < oo 在 [a,4] 上 成 立 . 于 是 , 利用 证 明了 的 积 


分 的 性 质 , 得 到 : 当 A(P) 一 0 时 , 有 


广 ga-seroyGa 
i=1 "Til 


< [ 2 lg(z) — g(zi_DIlf (a)las 
<c》 el) -sede 


< CD wlg,Ai)Ar 一 0， 
i=1 


因为 ge R[a, 引 ( 见 §1, 命题 2). 这 样 就 证 明了 


和 A(P) 一 0 


n Ti 
f 90a = Bp Yom) {far (24) 
lk 名 i 


现在 估计 (24) 右 端的 和 式 , 令 Flz) = /2 f(t)dt, 根据 引 理 3, 我 们 得 到 , 它 在 区 
间 [o, 忆 上 连续 . 
令 


m= min F(z),M = max F(z). 
zEl[a,b] zE[a,b] 


由 于 /2 ,f(a)ds = Pa F(z), 所 以 
Ds) f° tar = DC) ~ Fles- lobe) (25) 
这 1 be i=1 
考虑 到 阵 数 g 在 区 间 [a, 相 上 的 非 负 性 而 且 是 单调 不 增 的 , 记 


qi = F(zi) — F(Ti-1), bi = g(zi-1), 


根据 引 理 2, 有 本 
mg(a) < Dr (zi — F(zi-i)]g(zi) < Mg(o). (26) 


i=1 
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因为 
k 
Axr =D ai= F(zk)— F(t0) = F(zk)— F(a) = F(zk). 
i=1 
这 样 , 我 们 证 明了 : 和 式 (25) 满足 不 等 式 (26). 因此 , 利用 关系 (24), 得 
b 
mgla) < { (fodr < Mle). (27) 
如 果 g(a) = 0, 那么 , 如 同 (27) 的 证 明 , 要 证 明 的 关系 (23) 显然 是 对 的 . 
如 果 g(a) >0, 令 
b 
= 而 /60od 


从 (27) 得 m < 1 < M; 而 由 函数 F(z) = .人 f(t)dt 在 区 间 [a,4] 上 的 连续 性 可 知 , 存 
在 点 Ee [a 使 F(é) = jh 正 是 这 个 结果 确定 了 等 式 (23). > 
定理 6 (积分 的 第 二 中 值 定理 ) 如 果 ,9 e RIa, 可 而 g 在 [a, 可 上 单调 , 则 存在 
点 &€[a, 趾 使 
b E b 
“g)dz = dz b dr. 28 
f -9ar=90) fs) +o0) 人 f(z)az (28) 


等 式 (28)( 以 及 等 式 (23)) 常 叫做 波 内 公式 @ 
4 设 9 是 [la 区 间 上 的 不 减 函 数 . 则 G(z) = g(b) -9(z) 是 [a,9] 上 的 非 负 , 不 
增 , 可 积 的 函数 . 利用 公式 (23), 我 们 得 到 


b € 
fu: oa = 00 rod (29) 


b b b 
f -oar -org 人- 人 aaa 
€ € € 
Gl /ra = 90 feos glo) { tar. 


注意 到 这 些 关系 式 以 及 积分 的 可 加 性 , 从 (29) 即 可 得 到 待 证 的 等 式 (28). 
如 果 9 是 不 增 函数 , 那么 令 G(z) = g(z) - 9(b), 我 们 就 得 到 G(z) 是 [a,g] 上 的 
非 负 , 不 增 , 可 积 的 函数 . 这 样 , 我 们 又 得 到 公式 (29), 跟着 也 就 得 出 公式 (28). 


中 波 内 (Bonnet)(1819 一 1892) 一 一 法 国 数学 家 和 天 文学 家 . 波 内 最 主要 的 数学 著作 是 关于 微分 几 
何方 面 的 . 
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练 习 


. 试 证 : 如 果 fe 尺 [e, 廿 且 在 [o, 忆 上 有 f(z) > 0, 则 
a) 当 在 f(z) 的 某 一 连续 点 zo e [a, 中 有 f(zo) > 0 时 , 必 成 立 严格 不 等 式 


四 


5 
/ f(z)dr > 0. 
b) 从 条 件 记 f(z)dz = 0 可 推出 在 fa, 吕 上 几乎 处 处 成 立 f(z) = 
. 试 证 : 如 果 f € Rom = inf f(z),M = sup f(z), 则 
z€]a,bl z€é]a,bl 


a 及 jlz)dz = plb 一 a), 其 中 je lm,M]( 见 上 节 问 题 5a)). 
b) 当 f 在 [a, 可 上 连续 时 , 存在 点 & eja,b[ 使 


bb 


[10e=106-0. 


名 


试 证 : 如 果 fe Cla, 路 f(z) > 0 在 [o, 中 上 成 立 , 以 及 M = max, f(z), 则 


b 去 
im [/ rod =M. 


4. a) 试 证 : 如 果 f € R[a, 昌 , 则 |fl? € Rla, bj(p > 0). 
b) 试 根据 和 式 的 赫 尔 德 不 等 式 证 明 积分 的 赫 尔 德 不 等 式 @: 


/ a sal 


其 中 f,ge Rla,b] 且 p>1, qsLl 之 + 了 = 
o) 试 根据 和 趟 的 闵可夫 斯 基 不 等 式 证 明 积 耸 的 闵可夫 斯 基 不 等 式 : 


$ b $ b $ 
I/ 7+spad <| / wr :|/ rod 


其 中 f,g e Rla,4] 且 p> 1. 试 证 : 当 0 < p < 1 时 , 这 个 不 等 式 的 不 等 号 调转 方向 . 
d) 试验 证 : 如 果 f 是 及 上 的 连续 凸 函 数 , 而 yp 是 民 上 的 任意 连续 函数 , 则 当 c 头 0 时 成 


立 庆生 不 等 
7 仁太 woa] < ree 


@ 当 p = 9 = 2 时 , 赫 尔 德 代数 不 等 式 首先 是 柯 西 于 1821 年 得 到 的 , 并 以 他 的 名 字 命名 ， 当 
p = 4 = 2 时 , 赫 尔 德 积分 不 等 式 首先 是 俄国 数学 家 布 尼 雅 可 夫 斯 基 (1804 一 1889) 于 1859 年 发 现 
的 . 这 个 重要 不 等 式 (p = g = 2 的 情形 ) 叫做 布 尼 雅 可 夫 斯 基 不 等 式 或 柯 西 - 布 尼 雅 可 夫 斯 基 不 等 
式 . 有 时 还 看 到 不 准确 的 命名 一 一 “ 施 瓦 蒋 不 等 式 ” 在 德国 数学 家 施 瓦 蒋 (Schwartz) (1843 一 1921) 
1884 年 的 著作 中 出 现 过 这 个 不 等 式 . 
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§3. 积分 和 导数 


1. 积分 和 原 函 数 
设 f 是 闭 区 间 [a 上 的 黎 曼 可 积 函 数 . 考虑 这 个 区 间 上 的 函数 


r@= { 100 0) 


常 把 它 叫做 变 上 限 的 积分 . 

因为 fe R[a,, 所 以 fllo,z]j & Ra,z], 其 中 [a,z] C [a,4]; 因此, 函数 > 一 F(z) 
对 z € [a,9] 有 定义 . 

如 果 |f(z)| < C < +oo 在 @ 蝇 上 成 立 (f 作为 可 积 函 数 在 [bj 上 有 界 ), 则 从 
积分 的 可 加 性 和 最 简单 的 估计 得 到 : 如 果 z、z +he fo, 路 则 


IF(z+h)— Fe)ls CIAl. (2) 


顺便 指出 , 关于 这 一 点 在 证 明 上 节 的 引 理 3 时 我 们 已 经 说 过 . 

特别 地 , 从 不 等 式 (2) 得 到 F 在 [a,9] 上 连续 . 于 是 F € Cl[a, 可 . 

现在 , 我 们 对 FF 进行 更 详细 的 研究 . 

下 面 的 引 理 对 以 后 的 整个 理论 具有 根本 的 重要 性 . 

引 理 1 如果 ERR[a 而 三 在 某 点 zelo 熙 连续 , 则 公式 (1) 定义 的 通 数 己 
在 这 个 点 可 微 , 而 且 成 立 等 式 

F(z) = f(z). 

< 设 zz 十 he [a, 可 . 我 们 来 估计 差 Flz+ 门 - F(z). 从 f 在 z 的 连续 性 推出 
f(t) = f(z) +A(), 其 中 当 t 一 z 时 有 A(t) 一 0,te [ow 引 如 果 = 是 固定 点 , 则 函数 
Alt) = f(t) - f(z) 作为 可 积 函 数 tf(t) 和 常数 f(z) 之 差 是 区 间 [a,9 上 的 可 积 
函数 , 以 M(h) 表示 量 SpA 其 中 I(h) 是 以 z 和 zz 十 he [a,9 为 端点 的 区 间 . 

tEI(h) 

根据 假设 条 件 , 当 h 一 0 时 ,有 M(h) 一 0. 

记 

T+h I z+h 
F(z+) — F(z) = / f(D)dt — f(t)dt = f (0dt 


有 / “|p(g) + AOdt = / jd / “Adt 
= f(z)h + a(h)h, 
其 中 +h 
[ AlDdt = a(h)h. 
因为 
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rth T+h 
Ad [ ™ Al 


所 以 |a(h)| < M(h), 从而, 当 产 一 0 时 (但 z+he [a,9]), 有 a(h) 一 0. 
这 样 一 来 , 我 们 证 明了 : 如 果 f 在 点 ze [a, 引 连续 , 则 当 位 移 hh 使 z+he [a 名 
时 , 成 立 等 式 


< < 


z+h 
伏 wd = M(WIAl, 


F(z +h)— F(z) = f(z)h+ a(h)h, (3) 


其 中 a(h) 一 0 当 h 一 0 时 . 
然而 , 这 个 结果 正 说 明 函 数 下 在 点 z e [a,4] 处 可 微 目 严 (z) = f(z). > 
引 理 1 的 最 重要 的 直接 推论 是 下 面 的 定理 . 


定理 1 闭 区 间 [o, 如 上 的 每 个 连续 函数 有 : [a, 一 民 在 该 区 间 上 都 有 一 个 原 
函数 , 而 且 区 间 [o, 引 上 的 函数 f 的 任 一 原 函 数 都 有 


FW= | 9a+e 四 


的 形式 , 其 中 c 是 一 个 常数 . 


< (f eclo 骨 > (fe Ro, 可), 因此, 根据 引 理 1, 函数 (1) 是 f 在 [a,] 上 的 
原 函 数 . 但 是 , 同一 个 函数 在 区 间 上 的 两 个 原 函数 F(z) 和 F(z) 只 能 相差 一 个 常数 ， 
因此 , F(z) = F(z)+c.Pp 

为 了 今后 应 用 的 方便 , 我 们 把 原 函数 概念 作 稍 许 推 广 , 采用 


定义 1 区 间 上 的 连续 函数 z 一 下 (z) 叫做 定义 在 该 区 间 上 的 函数 > f(z) 的 
原 函 数 (广义 原 函 数 ), 如 果 最 多 除去 有 限 多 个 点 以 外 , 在 该 区 间 上 成 立 关系 天 (z) = 
f(z). 

根据 这 个 定义 可 以 证 明 : 

定理 1 在 闭 区 间 la 中 上 定义 的 有 界 且 仅 有 有 限 多 个 间断 点 的 函数 了 : [o, 吕 
一 民 , 在 该 区 间 上 有 (广义 ) 原 函 数 , 而 且 在 [a 加 上 的 任 一 原 函数 都 具有 (4) 的 
形式 . 

< 因为 f 只 有 有 限 个 间断 点 且 有 界 , 所 以 fe& Re, 可 , 从 而 , 根据 引 理 1, 函数 
(1) 是 了 在 [a, 相 上 的 广义 原 函 数 , 而 且 , 如 已 经 指出 的 那样 , 根据 (2), 函数 (1) 在 
[a, 相 上 连续 . 如 果 F(z) 是 函数 f 在 [中 上 的 另 一 个 原 函数 , 则 F(z) - F(z) 是 
连续 的 , 而 且 在 由 f 的 间断 点 分 割 区 间 [a, 而 成 的 每 个 开 区 间 内 是 常数 . 由 此 , 从 
下 (z) - F(z) 在 [a, 外 上 的 连续 性 得 出 , 在 [a,4 上 (x) 一 F(z)=const.> 
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2. 牛顿 - 莱 布 尼 区 公式 


定理 2 如 果 f : [o, 引 一 及 是 有 界 且 仅 有 有 限 个 间断 点 的 函数 , 则 f € R[a, 症 
且 


/sar = F000), (5) 


其 中 大 :[a 引 一 及 是 三 在 闭 区 间 lo, 世上 的 任 一 原 函数 ， 


< 在 闭 区 间 上 定义 的 仅 有 有 限 个 间断 点 的 有 界 函 数 的 可 积 性 是 已 经 证 明 过 的 
( 见 81 命题 2 的 推论 2). 函数 f 在 lo, 引 上 的 原 函 数 的 存在 性 由 定理 1 保证 , 根据 
这 个 定理 , Flz) 有 (4) 的 形式 . 在 (4) 中 令 z=a 得 Fa) = c, 由 此 


F(z) = / “f(adt + F(a). 
特别 地 ， 
f su= 70 -Fo), 


这 与 要 证 的 (5) 只 是 表示 积分 变量 的 字母 不 同 而 已 . w 
关系 (5) 对 整个 分 析 学 具有 基本 的 意义 , 它 叫做 牛顿 - 菜 布 尼 茨 公式 . 
函数 的 差 值 F(b) - F(o) 常用 符号 F(z)| 表示 , 利用 这 个 记号 可 将 牛顿 - 莱 布 
尼 蒋 公式 写成 如 下 形式 : 


b b 
/ Jodz = Fo. 


由 于 当 a 和 调换 时 , 这 个 公式 两 端 同 时 改变 符号 , 所 以 该 公式 对 于 任何 关系 的 a 
和 b, 也 就 是 , 无 论 a < b 还 是 a > b, 都 是 正确 的 . 

在 分 析 练习 中 , 牛顿 - 莱 布 尼 芯 公式 多 用 来 计算 它 左边 的 积分 , 这 容易 造成 对 这 
个 公式 应 用 的 误解 . 事实 上 , 具体 的 积分 很 少 是 通过 原 函 数 求 出 的 , 而 常常 是 借助 于 
常用 的 积分 近似 计算 法 用 电子 计算 机 直接 进行 数值 计算 求 出 的 ， 牛 顿 - 菜 布 尼 茨 公 
式 在 数学 分 析 理 论 本 身 中 占有 关键 地 位 , 它 把 积分 学 和 微分 学 联系 起 来 . 特别 是 , 它 
在 分 析 中 还 进一步 发 展 成 一 般 的 斯 托 克 斯 @ 公 式 . 

这 一 节 剩 下 的 部 分 可 以 看 作 是 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 在 分 析 本 身 中 应 用 的 例子 . 


3. 定 积分 的 分 部 积分 法 和 泰勒 公式 


命题 1 如 果 函 数 u(z) 和 v(z) 在 以 a 和 1 为 端点 的 闭 区 间 上 连续 可 徽 , 则 成 
立 关系 
b b b 
f war = a oh = war () 


四 斯 托 克 斯 (G. G. Stokes) (1819 一 1903) 一 一 英国 物理 学 家 和 数学 家 . 
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习惯 上 常 把 这 个 公式 写成 以 下 简略 形式 : 


b 了 b 
/= - /va 


称 它 为 定 积分 的 分 部 积分 公式 . 
< 根据 函数 乘积 的 微分 规则 , 我 们 有 


(wv) (7) = (wv) (7) + (uv) (ze). 


根据 假设 条 件 , 这 个 等 式 中 的 函数 都 是 连续 的 , 从 而 在 以 a 和。 为 端点 的 区 间 上 可 
积 . 利用 积分 的 线性 性 和 牛顿 - 莱 布 尼 芯 公式 , 我 们 得 到 


b b 
Go = nat { (ear. 


作为 推论 , 我 们 将 得 到 带 积分 余 项 的 泰勒 公式 . 

设 以 a 和 zx 为 端点 的 闭 区 间 上 的 函数 tf(t) 有 m 阶 连续 导数 . 利用 牛顿 - 莱 
布 尼 茨 公式 和 公式 (6), 进行 下 面 一 串 演算 , 其 中 所 有 的 微分 和 代入 都 是 关于 变量 t 
做 的 : 


/19-10 = rfOu= “Oz tat 
=-ftte- 中 +/ ve -Dat 
= Je-q- 了 六 "(0((e -te)at 


1 1 
3 f(t)(z —t)2dt 


= f(s -0) + 3) —o) a "(Oz ba) 本 


= f(z -qd-3avbee- | + 


= Jo- 四 + 一 az 二 
1 


Ta oe 一 o" +rn(a;7), 


其 中 


rn(a,Z) = 


mm/ Ye- ‘| 四 


这 样 , 我 们 就 证 明了 
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命题 2 如 果 函 数 tf(t) 在 以 a 和 z 为 端点 的 闭 区 间 上 有 直到 m 阶 连续 导 
数 ， 则 成 立 泰 勒 公式 


fo) = 0 + OE Ot tm Oe"! +m(aa 


人 = 
其 中 rn(aiz) 是 形 如 (7) 的 积分 形式 泰勒 余 项 . 


我 们 指出 , 在 以 a。 和 z 为 端点 的 闭 区 间 上 函数 (z - "-:! 不 改变 符号 , 而 函数 
tr f(t) 在 这 个 区 间 上 连续 . 因此 , 根据 第 一 中 值 定理 在 这 区 间 上 存在 点 & 使 


man = mt YE- 


-pe )f ee- 1at 


= (te-)| 
= os 一 o)”. 
这 样 , 我 们 又 导出 了 熟知 的 拉 格 朗 日 形式 的 泰勒 公式 余 项 (根据 上 一 节 的 问题 
2b), 可 以 认为 & 在 以 a 和 z 为 端点 的 开 区 间 内 .) 
如 果 从 (7) 式 的 积分 号 下 拿 出 1 (€)(z -6)"*(k e [1,mJ), 上 边 的 推理 可 照样 
进行 . 同时 , 与 上 = 1 和 上 =， 相对 应 , 得 到 余 项 的 柯 西 公式 和 拉 格 朗 日 公式 . 
4. 定 积分 中 的 变量 替换 “ 定 积分 中 的 变量 替换 公式 是 积分 学 中 的 基本 公式 之 
一 . 这 个 公式 在 积分 理论 中 , 就 像 复合 函数 的 微分 公式 在 微分 学 中 一 样 地 重要 , 并 在 
一 定 条 件 下 借助 于 牛顿 - 莱 布 尼 芯 公式 与 其 相 联系 . 
命题 3 如 果 p:[a 有 一 [o 引 是 从 闭 区 间 a gt<B 到 闭 区 间 a<z<b 的 连 
续 可 微 映射 , 且 p(a) = a 和 p(B) =b, 则 对 于 在 [a, 是 上 连续 的 任何 函数 (2), 函数 
J(e(D)wl( 在 闭 区 间 [au 四 上 连续 且 成 立 等 式 


b B 
| swe [ste a. (8) 


4 设 F(z) 是 函数 f(z) 在 [a, 相 上 的 原 函 数 , 则 根据 复合 函数 微分 法 定理 知道 ， 
(p(t)) 是 函数 f(e(b)w'(t) 的 原 函 数 , 因为 函数 fp 人 9)w'tt) 是 区 间 fo, 月 上 的 连续 
函数 复合 和 乘积 . 根据 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公 式 , 有 


b 
{sa = 700) -fF00) 


8 
/ Je()w (tat = F(p(B)) — Flp()). 
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但 根据 条 件 yp(a) = a 和 p(B) = 6b, 可 得 等 式 (8) 成 立 . > 

从 公式 (8) 看 出 , 在 积分 号 下 不 用 函数 符号 而 用 微分 表达 式 f(z)dz 是 有 道理 的 ， 
它 使 得 在 经 过 变换 z = p(t) 后 能 自动 地 得 到 关于 新 变量 的 积分 号 下 的 表达 式 . 

为 了 不 致使 事情 因 烦 瑛 的 证 明 而 复杂 化 , 在 命题 3 中 我 们 故意 缩小 了 公式 (8) 
的 使 用 范围 , 从 而 可 由 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 得 到 它 . 现在 我 们 转 入 变量 替换 基本 定理 
的 讨论 , 它 的 条 件 与 命题 3 的 条 件 有 些 不 同 . 这 个 定理 的 证 明 直接 从 积分 的 定义 出 
发 , 即 把 积分 作为 积分 和 的 极限 . 


定理 3 设 yp:[a,B] 一 [a,4] 是 从 闭 区 间 a <t< 到 闭 区 间 a<z<b 的 连续 
可 微 且 严格 单调 映射 , 而 且 p(a) = a,p(B) =b 或 p(a) =b,yp(B) = a 那么 ,对 于 在 区 
间 [a, 相 上 可 积 的 任意 函数 f(z), 济 数 (p(t))p/'(t) 在 区 间 [QB] 上 可 积 且 成 立 等 式 : 


~(B) 
/ f(z)dz = [seoyw (Dat. (9) 
(a) 


由 于 yp 是 从 区 间 [a, 8] 到 区 间 [a,4] 上 的 严格 单调 函数 , 所 以 区 间 [a, 6] 的 
任意 一 个 分 划 (a = to < … < tn = 6) 借助 于 分 划 PP 的 点 的 象 zi = y(ti)(i = 
0,1,… ,n) 产生 区 间 [a,4] 的 一 个 相应 的 分 划 P., 我 们 把 它 记 做 p(P)， 同 时 ， 当 
yp(a) =a 时 有 zo =a, 而 当 yp(a) =b 时 有 zo =b. 由 在 [a,B] 上 的 一 致 连续 性 得 
到 , 如 果 和 (及) 一 0, 则 (PB) = 和 (p(R)) 也 趋 于 零 . 

利用 拉 格 朗 日 定理 , 把 积分 和 o(f; 已 ,6) 变 成 以 下 形式 : 


和》 FE)Az: = 》 fc 一 cc) 
i=1 i=l 
= Df(p(n)y (a) — ti-1) 
i=l 
= Df(p(ni))p (RA 
i=1 
这 里 zi = p(t),6 = yp(7),&i 属于 以 zi-1,zi 为 端点 的 区 间 , 7 属于 以 ti_1, 
为 端点 的 区 间 (i = 1,… ,n). 
其 次 
Bite (5)Ati = Pn p(ni)p (ni) At 


+ FP) Hr) Ab. 
i=1 
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我 们 来 估计 最 后 这 个 和 . 由 于 Je 入 fa, 中 , 函数 了 在 fo, 蛋 上 有 界 . 设 |f(zj| < C 
在 [a,9] 上 成 立 . 那么 ， 


Ds Ti) (oH) — pA)At| < C+ Dw(p';Ai)Ats, 
i=1l 
这 里 Ai 表示 以 1 为 端点 的 区 间 . 
上 式 右 端的 和 式 当 和 (P) 一 0 时 趋 于 零 , 因为 y/ 是 区 间 [a, 6] 上 的 连续 函数 . 
这 样 一 来, 我 们 证 明了 : 


DE A = DL fp(r)y (ni)At ta, 
[a 


i=1 
其 中 a 当 MP) -0 时 趋 于 零 ， 已 经 看 到 , 如 果 A(R) 一 0, 就 有 MP) -，0, 但 
(8) 
fe Row 路 因此 , 当 A(P) 一 0 时 , 上 面 等 式 的 左 端 趋 于 积分 fs f(z)dz. 因此 ， 
(a) 
当 MB) 一 0 时 , 这 个 等 式 右 端 应 有 相同 的 极限 . ” 
然而 ,和 站 (efn))w(n)At 完全 可 以 看 作 是 对 应 于 带 标志 点 7 = (n,… ,7n) 
的 分 划 及 的 二 个 积分 和 , 这 是 因为 由 9 的 严格 单调 性 , 任何 点 组 7 都 能 从 分 划 
忆 = P(R) 的 区 间 中 与 之 相应 的 标志 点 组 = (1,… ,6n) 得 到 
这 样 一 来 , 根据 定义 , 这 个 和 式 的 极限 是 函数 f(p(b))w'(t) 在 区 间 lov 有 | 上 的 积 
分 , 这 就 同时 证 明了 函数 f(p(b))w'(t) 在 区 间 [os 68] 上 的 可 积 性 和 公式 (9). > 
5。 一些 例子 “现在 考虑 几 个 例子 , 其 中 将 要 用 到 刚 讲 过 的 这 两 节 中 所 得 到 的 公 
式 和 证 明 过 的 关于 积分 性 质 的 定理 . 


例 1 
1 /2 
/ V1-—z2dr= / V1— sin?tcostdt 
-1 一 r/2 
/2 


1 7n/2 
一 cos2tdt = 3/ (1+ cos2t)dt 
/2 2 J_x/2 


-3( 二 ) 
二 t+ 53sin2t 


为 了 计算 这 个 积分 , 我 们 做 了 变量 替换 x = sint, 然后 求 出 经 过 这 个 变换 后 的 被 
积 函 数 的 原 函 数 , 再 应 用 牛顿 - 菜 布 尼 茨 公式 . 
当然 , 也 可 以 用 另外 的 方法 去 做 : 首先 求 出 函数 VE 二 到 的 相当 复杂 的 原 函 数 


B21 = 到 + Jarcsin z, 然后 再 用 牛顿 - 莱 布 尼 获 公式 . 这 个 例子 说 明 , 在 计算 定 积分 
时 , 有 时 能 幸运 地 各 开 求 复杂 的 被 积 函数 的 原 函数 . 


/2 


二 
-ra 2 
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例 2 .证明 : 当 m,neN 时 ,有 


a) sin mz cosnzdz = 0, 
把 
b) / sin? mzdz = 7, 
一 
Tt 
©) 六 cos2mzdz =7. 
一 
下 
本 8a) / sinmz cosnzdz 
一 


= 3 a (sin(n + m)z — sin(n 一 mm)z)dz 
4 


1 x 
3 (CC nim ma) 全 
其 中 一 m 隐 0. 而 当 n 一 m=0 时 可 以 单独 计算 , 显然 这 时 也 得 到 同样 结果 . 


5 sin meds=3 Qcos2man)dr = (一 去 sin2me)| 一 所 


= 0, 
n 


a Ai( i ) 
c) [~ nade =$ / (+eos2nn)dr =3 z+ 阮 simn2nz 上 


=7.P 


例 3 设 f eR[-a,qj. 证 明 : 


Pee 人 [ f(z)dz, 当 / 是 偶 函 数 ， 
当 / 是 奇 函数 ， 


如 果 f(-z) = f(z), 则 


rom= 三 rau+ 太 rom 
= /i ja nat f(z)dr 
= otf f(z)dz 


= 09 +7)as =2 f flor. 
0 0 
如 果 f(z) = f(z), 仍然 通过 上 面 那些 计算 可 以 看 出 
[rma = V+ = 人 0 和 -0 


例 4 设 f 是 在 整个 数 轴 民 上 定义 的 以 了 为 周期 的 周期 函数 , 即 f(z + 了 T) = 
f(z) 对 于 zeR. 
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如 果 f 在 每 个 有 限 区 间 上 可 积 , 则 对 于 任何 ce R 成 立 不 等 式 


az= 三 Fa 
有 


也 就 是 说 , 周期 函数 在 长 度 等 于 它 的 周期 的 区 间 上 的 积分 不 依赖 于 积分 区 间 在 数 轴 
上 的 位 置 : 


atT 0 T atT 
fo swe set soare+f fer 
T 0 a 
=/ youz+ 人 yjdz+ 上 人 f(t+T):1:dt 
T 0 a T 
=/ far+ [swat {su= /rod 
在 这 里 我 们 做 了 圭 换 = = t+ 了, 并 应 用 了 函数 f(z) 的 周期 性 . 
例 5 假设 需要 计算 积分 人 "sin zzdz 精确 到 10-? 的 值 . 
0 


我 们 知道 , 函数 sin z? 的 原 函数 / sin z?dz ( 菲 涅 耳 积 分 ) 不 能 表示 成 初等 函数 ， 
因此 , 像 通常 那样 地 利用 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 , 在 这 里 是 不 行 的 . 
我 们 用 另外 的 做 法 . 在 微分 学 中 研究 泰勒 公式 时 , 作为 例子 我 们 曾 指出 ( 见 第 五 
章 83 的 例 11): 在 区 间 [1,1] 上 成 立 精确 到 10-3 的 等 式 
sinz 久 Z 一 Ee 十 和 = P(z). 
然而 , 如 果 在 区 间 [-1,1] 上 有 |sinz - P(z)| < 10-3, 则 成 立 |sinz? - P(z?)| < 10-? 
当 0<z<1. 因此 ， 


1 2 
I/ sinzzdz 一 人 Pz 
0 0 


?)|dz 


1 
< 人/ 10-adz = 10-3. 
0 


这 样 一 来 ， 为 了 以 所 需要 的 精确 度 计算 出 [sina 的 值 ， 只 要 计算 
/ " P(z?)dz 就 够 了 . 但 是 ， 
0 


1 z1) 
一 Er + Bi 


页 
人 .310 士 10-3. 
7+ 1 0310 
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因此 ， 
人/ sin z2dz = 0.310 土 2.10-3 = 0.31 士 10-2. 
0 


b 
例 6 值 4= 二 /f(s)dr 叫做 画 数 f(z) 在 区 间 [全 上 的 积分 平均 值 


设 f 是 在 及 上 定义 且 在 任何 区 间 上 都 可 积 的 函数 . 
用 f 构造 新 函数 


T+6 
mo = 过 /yu 
它 在 点 z 处 的 值 是 f 在 点 z 的 5- 邻 域 中 的 积分 平均 值 . 
我 们 来 证 明 , 函数 Fy(z)( 它 叫 7 的 平均 函数 ) 比 更 正则 些 . 确切 地 说 , 如 果 f 
在 任何 区 间 [如 上 都 可 积 , 则 F; 在 及 上 连续 ; 而 如 果 f e C(R), 则 Fs < C1(R). 
首先 检验 函数 Fi(z) 的 连续 性 : 


1 十 大 Z 一 6 
|i(z+ 罗 一 Fi(D)|= 竟 Out/ ,, 1 


1 C 
< 可 (C+CIh) = 二 如 


这 里 假设 |f(b| < C, 为 此 只 要 t 在 z 的 25- 邻 域 中 变动 且 |h| < 5 即 可 . 显然 , 从 这 
个 估计 立刻 推出 函数 F(z) 的 连续 性 . 
如 果 fe C(R), 根据 复合 函数 微分 法 , 有 


(z) 
Ef ou=E /fu Ye/ 
因此 ,从 
ms) = /sa 吉 三 f(t 


得 到 
F(z) = 


经 过 积分 变量 的 替换 t= z+ 之后, 函数 Fy(z) 可 以 写成 以 下 形式 : 


f(z+6)— f(z -6) 
26 


RaO= 亢 人 f(z + du. 
如 果 f e C(R), 利用 第 一 中 值 定理 , 就 得 到 
Fi(s) =Bf(e+7) 25 = f(e+7), 
其 中 |r| < 5. 由 此 推出 很 自然 的 结果 : 
sim, Fs(o) = (0). 
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练 习 
1. 利用 积分 求 
9) lim [r++ | 
i | + + 
b) lim i 
只 一 oo n° 


2. a) 试 证 : 开 区 间 上 的 任何 连续 函数 在 该 区 间 上 都 有 原 函 数 . 
b) 试 证 : 如 果 fe CW 要, 则 了 可 以 表示 成 区 间 fa, 中 上 的 两 个 不 减 函数 之 差 ( 见 31 的 
问题 4). 


3. 试 证 : 在 函数 9 光滑 假定 下 , 利用 分 部 积分 即 可 把 积分 第 二 中 值 定理 (82 的 定理 6) 直接 归 
结 到 第 一 中 值 定理 . 


4. 试 证 ; 如 果 fe C(R), 则 对 于 任意 确定 的 区 间 [a 要, 根据 给 定 的 。 > 0, 可 以 取 5 > 0, 使 在 
区 间 fa, 中 上 成 立 不 等 式 |Fs(z) 一 f(z)| < e, 其 中 Fs 是 例 6 中 的 平均 函数 . 


5. 试 证 : 当 z 一 +oo 时, 有 
WE 2 -> 
/ Te~ se i 


tl 
6， 4) 验证 : 当 z -oo 时 , 函数 f(z) = / sint?dt 有 下 列表 示 
cosz2 cos(z+1)? 1 
-的 
b) 求 lim zf(z) 和 lim zf(z). 
7. 试 证 : 如 果 了 : 有 一 民 是 在 每 个 闭 区 间 [a, 相 C R 上 可 积 的 周期 函数 , 则 函数 


F(z)= fF f(t)dt 


可 以 表示 成 线性 函数 与 周期 函数 之 和 的 形式 . 
8. a) 验证 : 当 z>1 和 neN 时 , 函数 


Pu,(z) = tf e+ Vz? — 1cosp)"dp 
6 
是 n 次 多 项 式 (n 次 勒 让 德 多 项 式 ). 
b) 试 证 : 
mo- Er 
9. 设 f 是 定义 在 区 间 [a 日 C 及 上 的 实 值 函 数 , 而 6,…… ,ém 是 这 个 区 间 的 不 同 点 . m 一 1 阶 
拉 格 朗 日 插值 多 项 式 
Lm) = 1) TE 生生 


j=1 i 
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的 值 与 函数 了 的 值 在 点 6 ,… ,ém( 插 值 节点 ) 重合 , 而 且 , 如 果 fe Cm [a 有, 则 
f(0) — Lm lo) = Hf (Clo)onls), 


其 中 wn(z) = 让 (一 6 而 fc) dle 4 加 第 五 章 8 的 问题 1). 


设 & = 全 2 +23205 则 be [GD.…,m). 

a) 试 证 ; 
/ Do-ilojdz= 2 》 ay(6， 
bd i=1 
其 中 
a , I 一 9 a 
AR er 
7 天 
特别 地 ， 


b 
of Tolzjdz= 地 -af (Te), 当 m=1,0 =0; 


+ b-a 
a2) / Zai(z)dz = —a—[f(0) + f(6)), 当 m=2,01 = -1,02 = 1; 
Tp 
os) / Djdz = £3 [10 +4 (TE) + 70)], 3 m = ae = -Lo = 


0,0s 21. 


b) 设 feCm[a,b], 令 Mm = mex | (z) 估计 公式 


[ f(z)dz = Lm-_i(T)dz + Rm (*) 


b 
中 Rm 的 绝对 误差 ,并 证 明 |Rn| < 2 yh lum (ldz. 
名 在 情形 an),aa), aa) 中 公式 (+) 依次 称 做 第 形 公式 ,梯形 公式 和 抛物 形 公式 , 在 最 后 一 
种 情形 中 , 这 个 公式 也 叫 六 普 森 公 式 四 试 证 : 在 情形 an ),aa),as) 中 成 立 公式 : 


EA A 


其 中 &1, 2,€3 e [a,, 而 函数 f 属于 相应 的 函数 类 Ca, 如 、 

d) 设 f 是 多 项 式 已 .为 使 矩形 公式 、 梯 形 公式 和 抛物 形 公式 是 准确 的 , 问 多 项 式 P 的 最 
高 次 数 分 别 是 多 少 ? 
设 h= ,oh =a+hk,k=0,1,... ,n;yk = f(zk). 

e) 试 证 : 在 短 形 公式 


/ f(z)dz = h(yo + t+ +yn) + R 


中 , 余 项 所 一 下 全 (6 一 oh 其 中 le 


外 辛 普 森 (Simpson) (1710 一 1761) 一 一 英国 数学 家 . 
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f) 试 证 : 在 梯形 公式 
f ar= Hw tu) + 2 t+) + 


中 ,人 项 杞 一 一石- 人 -ai2, 其 中 6 led 
加 试 证 ; 在 六 普 森 公式 ( 吡 物 形 公式 ) 


b 
/ f(z)dz = Sl + yn) +4( +ys+ + yn1) +2(y2 + ys + + yn-2)] + Rs 


RS (4 
中 , 这 里 n 是 偶数 , Rs = 一 一 80， 一) 入 其 中 & € [a, 9]. 
h) 试 根据 关系 
: 
7 人 于 到 
计算 r 的 值 , 要 求 精确 到 10-?, 依次 利用 矩形 公式 、 梯 形 公 式 和 抛物 形 公 式 . 注意 辛 普 
森 公 式 是 特别 有 效 的 . 正 因为 如 此 , 它 是 最 常用 的 求 积 公式 (对 一 维 情形 下 数值 积分 公 
式 采 用 这 些 命名 , 是 因为 它们 可 把 积分 与 相应 的 曲 边 梯形 的 面积 等 同 起 来 ). 
10. 变换 公式 (7)， 求 出 如 下 形式 的 泰勒 公式 余 项 ， 其 中 h=z 一 a: 
a) rm/ J (a+ rh)(1— 7)" tdr; 
b) 乞 J f(s hYDdt. 


11. 试 证 : 积分 中 的 重要 变量 替换 公式 (9), 在 没有 替换 函数 单调 的 假定 时 , 仍然 成 立 . 


84. 积分 的 一 些 应 用 


在 应 用 中 经 常 是 按照 同一 个 格式 运用 积分 , 因此 , 单独 地 叙述 一 下 这 个 格式 是 
有 益 的 . 这 就 是 本 节 第 一 段 的 内 容 . 


1. 定向 区 间 的 可 加 函数 和 积分 “在 82 中 讨论 积分 的 可 加 性 时 , 我 们 引进 了 定 
向 区 间 的 可 加 函数 的 概念 . 我 们 记得 , 定向 区 间 的 可 加 函数 是 形 如 (a, 8) 一 Ta, PB) 
的 函数 , 它 使 由 固定 区 间 [a,4] 的 任意 两 点 a, B e [a,4] 构成 的 每 个 序 对 (a, 6) 对 应 
于 一 个 数 I(a, 6), 而 且 对 于 任意 三 点 o ,7 e [a,4] 成立 等 式 


Ta7) = Ta 8) + 1(B,7)- [09 


当 a = B=7 时, 从 (1) 推出 I(a,a) = 0; 而 当 a = 7 时, 我 们 得 到 I(a,B) 十 
I(8,a) =0, 亦 即 I(a,B) = -1(B,a). 在 这 里 可 以 看 出 点 a, 8 的 次 序 的 影响 . 
令 
F(z) = I(a, 2), 
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根据 函数 7 的 可 加 性 , 我 们 有 
Tea,6) = I(a,8) -Too) = F(B) — F(o). 
这 样 一 来 , 每 个 定向 区 间 的 可 加 函数 都 有 
TawP) = F(8) — F(a) (2) 


的 形式 , 其 中 z 一 F(z) 是 区 间 [o, 避 上 点 的 函数 . 

容易 验证 , 上 述 断 言 的 逆 命题 也 对 , 亦 即 : 定义 在 区 间 [a, 外 上 的 任意 一 个 函数 
2z mm 下 (z), 按照 公式 (2) 都 产生 一 个 定向 区 间 的 可 加 函数 . 

我 们 举 两 个 典型 例子 


例 1 如 果 f ERI, 可, 则 函数 (z) = / “f(t)dt 按 公式 (2) 产生 可 加 函数 


B 
re 月 = 0a 


我 们 注意 到 , 在 这 种 情形 下 , 函数 F(z) 在 区 间 [a,8] 上 连续 . 
例 2 设 区 间 [0,1] 是 无 重量 的 一 条 弦 , 在 z = 1/2 处 系 一 个 质量 为 1 的 珠子 . 
设 F(z) 是 位 于 区 间 [0,z] 一 段 弦 的 质量 , 则 由 假设 条 件 , 有 


| Wz <3 
F(z) = 
1 3 Ce 


可 加 函数 
Ta B) = F(6) — F(a) 


当 8 > a 的 物理 意义 是 半 开 区 间 ]a, 6] 中 的 质量 . 

由 于 函数 下 间断 , 在 这 种 情形 可 加 函数 I(a, 6) 不 可 能 表示 成 某 个 函数 一 一 质 
量 密度 一 一 SR (这 个 密度 ， 的 在 区 间 [0,1] 
上 任意 点 元 了 处 应 当 等 于 0， 而 在 == 了 5 处 应 当 是 无 穷 大 .) 

1 一 个 以 后 有 用 的 命题 ， 蕊 的 由 了 Hi 大 RN 
条 件 . 

命题 1 设 可 加 函数 [(a, 人 ) 对 于 区 间 [a, 引 的 点 oa,B 有 定义 , 且 存在 函数 f E 
RR[a,0], 它 与 工 以 下 述 方式 相 联系 : 对 于 任意 区 间 [a,B],a < a < PB <b 成 立 关系 


aptaflz)0 一 oa) 和 Ta 6) < Sp ITC 一 o- 
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那么 ， 
b 
1T(a, »=/ f(s)dzs: 
亏 设 忆 是 区 间 [a,6] 的 任意 一 个 分 划 :a = zo < zi < … < zn=; 


m= inf f(z), Mi= sup f(z). 
rElzi—1,ri] zE[zi-171] 


对 于 分 划 P 的 每 个 区 间 [zi-u ril, 根据 假设 条 件 , 我 们 有 
maiAzri < T(zi-1, 7i) < MiAzi. 


对 于 这 个 不 等 式 求 和 并 利用 函数 I(a, 8) 的 可 加 性 , 得 到 


mas <I(a,b) < MA 
i=1 =1 

我 们 知道 , 这 个 不 等 式 两 头 分 别 是 函数 f 相应 于 区 间 [o, 世 的 分 划 P 的 下 积分 
和 与 上 积分 和 . 当 和 (P) 一 0 时 , 它们 有 同样 的 极限 , 即 f 在 [a,9] 上 的 积分 . 这 样 一 
来 , 取 极限 AP) 一 0, 就 得 到 


reg = /Teldrw 


现在 , 我 们 以 具体 问题 来 说 明 命题 1 的 作用 . 

2. 道路 的 长 度 有 一 质点 在 空间 了 3 中 运动 . 设 已 知 它 的 运动 规律 是 +(t) = 
(z(t),y(8),z()), 其 中 z(t),y(t),z(t) 是 点 在 时 刻 t 的 笛 卡 儿 直 角 坐标 . 

我 们 要 确定 在 时 间 间 隔 a < t < b 内 质点 所 通过 的 道路 的 长 度 La, 有 

首先 把 几 个 概念 精确 化 . 

定义 1 设 z(t),y(t),z(t) 是 定义 在 区 间 上 的 连续 函数 , 则 从 这 个 区 间 到 空间 及 ? 
的 映射 t+ (z(t),y(t), z(t)) 叫做 RR3 中 的 一 条 道路 . 

定义 2 如 果 t 上 tm (z(b,y(b,z(b) 是 一 条 道路 . 它 的 参数 t 的 变化 范围 是 闭 区 
间 lo 则 称 空间 R3 中 的 点 4 = (z(a),y(a),z(a)), 吾 = (z(b),y(b), z(b)) 分 别 是 该 道 
路 的 起 点 和 终点 . 

定义 3 一 条 道路 叫做 闭 的 , 如 果 它 有 起 点 和 终点 而 且 它 们 是 重合 的 . 


定义 4 如 果 工 : 工 一 了 3 是 一 条 道路 , 则 区 间 了 在 空间 R? 的 像 F(T) 叫做 该 
道路 的 承载 子 . 


抽象 道路 的 承载 子 完全 可 能 不 像 我 们 称 之 为 曲线 的 几何 图 形 . 譬如 , 有 这 样 的 
道路 , 其 承载 子 包含 整个 三 维 立 方 体 ( 佩 亚 诺 “ 曲 线 "). 但 是 , 如 果 函 数 z(t), y(t), z(t) 
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充分 正规 (譬如 , 机 械 运 动 的 情形 , 这 时 它们 是 可 微 的 ), 则 可 严格 地 证 明 它 没有 任何 
与 我 们 的 直观 相抵 触 的 东西 . 


定义 5 设 丰 : 工 一 了 3. 如 果 映 射 工 一 F(D) 是 双方 单 值 的 , 则 三 叫做 简单 道路 
或 参数 化 曲线 , 其 承载 子 叫 做 R3 中 的 曲线 . 


定义 6 闭 道路 : [w, 避 -Rs 叫做 简单 闭 道路 或 简单 闭 曲线 ,如 果 道路 : 
[中 Ra 是 简单 的 . 


这 就 是 说 , 简单 道路 与 任意 道路 的 区 别 在 于 当 我 们 沿 着 它 的 承载 子 运动 时 不 会 
回 到 曾经 经 过 的 任何 点 , 亦 即 在 任何 地 方 它 都 不 与 自己 的 轨迹 相交 , 除非 是 在 终点 
(此 时 , 给 定 的 简单 道路 是 闭 的 ). 


定义 7 设 : 一 R3. 称 它 是 具 某 种 光滑 性 的 某 某 类 的 道路 , 如 果 确定 这 个 道 
路 的 函数 z(t),y(t), z(t) 属于 相应 的 函数 类 . 


例如 , 我 们 有 Cl 如 类, CM[a,9 类 以 及 CW fa, 中 类 道路 . 


定义 8 设 卫 : [a,4] 一 Rs. 称 它 是 分 段 光滑 的 , 如 果 能 把 区 间 [a,4| 分 成 有 限 多 
个 区 间 , 且 在 其 中 每 一 个 上 , 映射 都 由 连续 可 微 函 数 确定 . 


光滑 道路 , 也 就 是 C(D 类 道路 , 以 及 分 段 光 滑 道路 正 是 我 们 现在 要 研究 的 对 象 . 
现在 可 以 把 原来 的 问题 陈述 成 如 下 形式 : 试 确定 一 光滑 道路 了 : [中 一 R 的 
长 度 . 
关于 在 时 间 间 隔 a <t < 8 内 所 通过 的 道路 的 长 度 !lo, 趾 , 我 们 原来 的 概念 是 这 
样 的 : 第 一 , 如 果 a < 8 < mm 则 
la, = la, B] + UB,)]; 
第 二 , 如 果 v(t) = (z(t),9(),z()) 是 点 在 时 刻 上 的 速度 , 则 
inf © |v(t)|(B —a) < ila,B] < sup |v(é))(B — 0). 
téla,B] tela,B] 
这 样 一 来 , 如 果 函 数 z(t),y(t), z(t) 在 fo, 避 上 连续 可 微 , 则 根据 命题 1, 我 们 能 
定义 
td= /ool = f VE + PO + Ea (3) 


我 们 就 取 它 作为 光滑 道路 : [w, 引 一 R? 的 长 度 的 定义 . 
如 果 z(t) = 0, 则 道路 的 承载 子 在 一 个 平面 内 , 而 公式 (3) 有 如 下 形式 : 


加 = / " /BO dt. (4) 
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例 3 我 们 做 一 些 把 公式 (4) 应 用 于 已 知 对 象 的 尝试 . 设 有 一 点 按 规律 
T= Reos2nt, 
y= Rsin2rt, (5) 
在 平面 内 运动 . 


在 时 间 间 隔 [0, 1] 内 该 点 绕 半径 为 R 的 圆周 一 次 , 通过 的 路 程 长 应 当 是 27R. 
根据 公式 (4) 计算 可 得 : 


1 
lad = 人 VC2RRSin5702 十 (27Rcos2rb2dt = 2rR. 
0 


尽管 这 两 个 结果 的 一 致 是 令 人 鼓舞 的 , 但 值得 注意 的 是 在 上 面 的 推理 中 存在 一 
些 逻辑 上 的 漏洞 . 

如 果 采 用 中 学 里 的 定义 , 函数 cosa 和 sina 是 点 po = (1,0) 旋转 a 角 所 得 的 像 
2 的 笛 卡 儿 坐标 . 

不 计 符号 , a 的 值 是 以 圆周 z? +y? = 1 上 界 于 po 和 p 之 间 的 弧 的 长 来 度量 的 . 
这 样 一 来 , 在 这 种 处 理 下 , 三 角 函 数 的 定义 以 圆 弧 的 长 的 概念 为 基础 因此 , 当 计 算 
上 面 的 圆周 长 时 , 由 于 用 了 圆周 的 参数 方程 (5), 从 一 定 意义 上 讲 , 是 陷 人 了 逮 辑 特 
环 . 

但 是 , 我 们 将 会 看 到 , 这 个 困难 并 不 是 原则 性 的 , 因为 圆周 的 参数 形式 完全 可 以 
不 用 三 角 函 数 给 出 . 

考察 定义 在 区 间 [w, 踢 < 及 上 的 函数 y = f(z) 的 图 形 的 长 . 这 是 计算 具有 特殊 
参数 化 形式 z - (z, f(z)) 的 道路 卫 : [a, 一 R? 的 长 度 的 问题 . 从 这 个 参数 化 形式 
看 出 , 映射 : fa, 中 -了 是 双方 单 值 的 . 因此 , 根据 定义 5, 函数 的 图 形 是 R? 中 的 
曲线 . 

这 时 , 公式 (4) 可 以 简化 , 因为 在 其 中 令 > =t,y = f(t) 就 得 到 


i: 
ta d= {Vir Peas. (6) 


特别 地 , 如 果 考 虑 圆周 z? 十 妨 = 1 的 半 周 圆 y = VI 一 ,1 < z < 1, 则 得 到 


-Lr “人 从 m 


但 是 , 在 最 后 的 积分 中 被 积 函 数 是 无 界 的 , 因此 , 在 前 述 意义 下 它 是 不 存在 的 . 
这 难道 说 半圆 周 没有 长 度 吗 ? 这 仅仅 说 明 半圆 周 的 上 述 参数 化 不 满足 使 函数 2 了 少 连 
续 的 条 件 , 而 这 些 条 件 能 保证 公式 (4), 从 而 也 保证 公式 (6) 成 立 . 因此 , 我 们 应 当 或 
者 考虑 推广 积分 的 概念 , 使 (7) 式 中 的 积分 有 确定 的 意义 ; 或 者 选取 另外 的 参数 化 形 
式 使 之 能 满足 保证 公式 (6) 可 用 的 条 件 . 
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我 们 看 到 , 如 果 在 形 如 [-1+6,1 一 引 (其 中 5 满足 条 件 -1 < 一 1+5<1-5<1) 
的 区 间 上 考察 上 面 所 取 的 参数 形式 , 则 公式 (6) 可 用 , 根据 它 求 出 在 区 间 [-14+6,1- 引 
上 的 圆 弧 的 长 为 、 

2 dr 
II1+51- 司 -/ 站 

因此 , 自然 应 当 认为 , 半 加 周 的 长 1 是 极限 uimut[-1 + 5.1 - 可 正 是 在 这 个 意 
义 下 理解 关系 (7) 中 的 积分 . 下 一 节 我 们 将 详细 讨论 黎 曼 积分 概念 的 这 种 自然 的 推 
广 . 至 于 说 到 我 们 研究 的 具体 问题, 那么 , 既 使 不 改换 参数 形式 也 可 以 求 出 ,譬如 , 长 
度 ![- 主 下, 它 是 单位 加 四周 上 所 对 的 弦 等 于 半径 的 那样 一 段 弧 的 长 度 . 这 样 (从 几 


何 知识 可 知 ) 应 当成 立 : 1 = 3.1 [3, 3]. 
我 们 还 看 到 
dr _ Qs+r)dr _ i 4 zd(1l — 7z?) 
/zs / Vi se /2 Vi 这 到 
=2 / Visa -2Vi-, 


因此 ， 
1-5 1-6 
LI+51- 司 = 2/ VI-zidr (eVI-) Et 


这 样 一 来 
1= jim -1+61-d= 2 VI zdz. 
半径 为 1 的 半圆 周 的 长 度 以 符号 表示, 于 是 , 我 们 得 到 公式 : 
"=2 V1- 2z?2dz. 
5 
最 后 这 个 积分 是 常 义 (不 是 广义 的 ) 黎 曼 积分 , 从 而 可 以 计算 出 它 的 具有 任意 给 


定 的 精确 度 的 值 . 
如 果 对 于 z € [-11] 称 llz,1] 为 arccos z, 则 根据 上 面 的 计算 , 有 


1 
arccos T= | ——s 
/ Vi—z2 


1 
arceosz =zVi=m+2/ V1— z2dzr. 
z 
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如 果 把 弧 长 作为 原始 的 概念 , 那么 , 刚才 引入 的 函数 z 一 arccos z, 以 及 可 用 类 
似 方法 引入 函数 z m arcsin z 都 应 作为 原始 概念 , 而 函数 xm cosz 和 xz msinz 可 
以 作为 它们 在 相应 区 间 上 的 反 函 数 得 到 . 实际 上 , 在 初等 几何 中 正 是 这 样 做 的 . 

计算 半圆 周 长 这 个 例子 的 教 益 不 仅 在 于 通过 对 它 的 分 析 使 我 们 有 可 能 对 三 角 函 
数 的 定义 作出 某 些 有 益 的 评注 , 还 在 于 它 提 出 了 一 个 很 自然 的 问题 : 当 论 及 曲线 长 
度 时 , 由 公式 (3) 确定 的 数 是 否 依赖 于 z、y、z 坐标 系 和 曲线 的 参数 形式 的 选取 ? 

我 们 把 对 空间 笛 卡 儿 坐 标的 作用 的 分 析 留 给 读者 自己 去 做 , 这 里 只 讨论 参数 形 
式 的 作用 . 

准确 地 说 , 设 :了 一 Rs 是 一 条 简单 道路 , 它 的 承载 子 是 一 条 曲线 . 给 定 了 一 条 
道路 , 就 是 建立 了 相应 曲线 的 参数 形式 . 点 或 数 te 工 叫做 参数 , 而 区 间 了 叫做 参数 
的 变化 区 域 . 

如 果 芽 :IT 一 < 和 六 :7 一 是 具有 相同 值 域 C 的 两 个 双方 单 值 映 射 , 则 显然 可 
产生 这 两 个 映射 的 定义 域 间 的 两 个 双方 单 值 映射 7-!1oT :I 一 了 和 了 -1o7 了 :7 了 一 了 

特别 地 , 如 果 一 条 曲线 有 两 个 参数 形式 , 则 在 它们 的 参数 te 工 和 re 了 之 间 可 
以 建立 自然 的 对 应 t+ = t(7) 或 r = r(b), 使 得 能 根据 点 在 一 个 参数 形式 下 的 参数 值 
确定 它 在 另 一 参数 形式 下 的 参数 值 . 

设 : [a,4] 一 L, 站 : [a,B] 一 .是 同一 条 曲线 的 两 个 参数 形式 , 且 在 起 点 和 终 
点 分 别 有 T(a) = (a) 和 FU) = 了 (8). 那么 , 从 一 个 参数 变 到 另 一 个 参数 的 变换 
函数 上 = tr),r = rtt) 是 把 a < t < b,a < 7+ < B 这 两 个 区 间 中 的 一 个 映 成 男 一 
个 的 连续 、 单 调 映射 , 而 且 a a 和 b 6. 如 果 曲 线 和 了 分别 由 光滑 函数 组 
(z(t), y(t), z(t)) 和 (z(7), (7), 2(7)) 给 出 , 且 lu(bP2 = 说 的 十 菩提 十 说 的 天 0 在 
[a 日 上 成 立 , 而 在 [o 8] 上 有 |v(2)|? = 训 (#) 十 部 (t) 十 癌 (t) 关 0. 那么 , 可 以 验证 , 这 
时 变换 函数 t= t(7) 和 7 = 7(t) 是 光滑 的 , 而 且 在 各 自 的 定义 区 间 上 有 正 导数 . 

我 们 现在 不 证 明 这 个 命题 , 它 将 在 适当 的 时 候 作 为 隐 和 函数 定理 的 一 个 推论 而 得 
到 . 而 现时 , 上 述 命题 促使 我 们 引出 以 下 定义 . 


定义 9 称道 路 站: la 8] 一 R3 是 从 道路 厂 : fo, 如 一 有 3 借助 于 参数 的 容许 替 
换 得 出 的 , 如 果 存 在 光滑 映射 工 : [a,8] 一 [a, 相 使 T(a) =a,T(8) =b, 在 [a,B] 上 有 
T'(r) >0, 且 T=ToT. 

现在 来 证 明 如 下 一 般 的 命题 . 

命题 2 如 果 光滑 道路 六 : [a,B] 一 了 3 是 从 光滑 道路 卫 : [oa, 中 一 R3 借助 于 参 
数 的 容许 替换 得 出 的 , 则 这 两 条 道路 的 长 相等 . 

4 设 下 :Ia 四 一 R 和 本 : [a,4] 一 RR 分别 由 光滑 函数 组 了 一 (2(7),9(7), 2(7)) 
和 tm (z(t),y(t),z()) 给 出 , 而 上 = tr) 是 参数 的 容许 蔡 换 , 在 这 个 变换 下 有 2(7) = 
z(t(7)), (7) = y(t(7)), 2(7) = z(t(7)). 
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利用 定义 3, 复合 函数 微分 法 以 及 积分 变量 替换 规则 , 得 到 
b B 
/ Vi2(t) + P(t) + 22(t)dt = / Vi2(t(7)) + (7)) + 22(t(7)) (7)dr 


B 
和 / VC) + Be) + EC) (Tar 


B 
= / Vi2(7) + (7) + (7)dr. 


特别 地 , 我 们 也 证 明了 曲线 的 长 不 依赖 于 它 的 光滑 参数 形式 的 选取 . 

分 段 光 滑 道路 的 长 定义 为 组 成 它 的 诸 光滑 道路 长 之 和 . 因此 , 容易 验证 , 分 段 光 
滑 道路 的 长 经 过 参数 的 容许 替换 仍然 不 变 . 

作为 结束 关于 道路 的 长 和 曲线 的 长 这 些 概念 的 讨论 (在 得 到 命题 1 之 后 我 们 就 
有 权 正 式 使 用 这 些 概念 了 ), 我 们 再 研究 一 个 例子 . 


例 4 求 用 标准 方程 


T2 322 
更 + 让 =1 (8) 


(其 中 a >b > 0) 给 出 的 椭圆 的 周 长 . 
取 参 数 形式 z = asiny,y = bcosy,0 < < 27. 我 们 得 到 


27 
l= / V(acosy)? + (-bsiny)?dy 
0 
2 
= Vaz 二 (oz 二 记 )sin2ydy 
0 
/2 
=4f Vi- 3 sn yay 
0 
= af™ V1 — k? sin? ydy, 
0 
其 中 刀 = 1 - 邱 是 椭 加 的 离心 率 的 平方 . 


积分 
E(k,w) =/ V1— k?sin? ydy 
0 

不 能 表示 成 初等 函数 , 而 且 , 由 于 它 与 椭圆 有 上 述 关系 , 所 以 叫做 椭圆 积分 . 更 准确 
地 说 , E(k,p) 叫 第 二 类 勒 让 德 椭 轩 积分 ， 当 p = x/2 时 , 这 个 积分 的 值 , 显然 它 只 
依赖 于 k, 记 做 E(k), 叫 第 二 类 全 椭圆 积分 . 因此 , E(k) = E(k,7/2), 而 椭圆 的 周 长 
1 = 4aE(k). 

3. 曲 边 梯形 的 面积 ”我 们 来 研究 图 形 a4Bb( 图 48), 它 叫做 曲 边 梯形 . 这 个 图 
形 由 垂直 线段 c4,5B, 横 轴 上 的 线段 [中 和 曲线 4B 围 成 , 其 中 4B 是 区 间 [fw 
上 的 一 个 可 积 函 数 y = f(z) 的 图 像 . 
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” 2 设 [a, 是 包含 在 [a, 相 中 的 一 个 区 间 . 以 S(a, 8) 
表示 与 [a, 8] 相应 的 曲 边 梯 形 af(a)f(8)8 的 面积 . 
我 们 关于 面积 的 概念 是 这 样 的 : 如 果 a < a < 8 < 
7<b, 则 
4 S(a,7) = S(a,8) + 5(B,) 
0 bz (面积 的 可 加 性 ) 以 及 
图 4 


-ss 有 < sup, ja9 -四 
| zela,] 


(一 个 图 形 的 面积 不 小 于 它 所 包含 的 图 形 的 面积 )- 
因此 , 根据 命题 1, 上 述 图 形 的 面积 应 按 公式 


b 
Ss(ad)= { fdr (9) 
计算 . 
例 5 用 公式 (9) 计算 由 标准 方程 (8) 给 出 的 椭圆 的 面积 


根据 图 形 的 对 称 性 和 面积 的 可 加 性 , 只 要 求 出 该 椭圆 位 于 第 一 象限 的 那 一 部 分 
的 面积 然后 将 它 四 倍 即 可 . 我 们 来 进行 计算 : 


a 了 /2 
s=4/ fe (1-3)a=4%/ V1 — sin? tacostdt 
0 0 


/2 12 
一 4 cos2 tdt = 2 (1 — cos2t)dt = sab. 
0 0 


在 这 个 计算 过 程 中 我 们 作 了 变换 z = asint,0 < t < 7/2. 

因此 , S = rab. 特别 地 , 当 a = 5b = R 时 , 我 们 得 到 半径 为 R 的 圆 的 面积 公式 
AR?. 

注 必须 指出 , 公式 (9) 是 在 条 件 “在 [a, 相 上 f(z) > 0" 下 给 出 曲 边 梯形 面积 
的 . 而 如 果 是 任意 一 个 可 积 函数 , 则 积分 (9) 给 出 的 显然 是 位 于 横 轴 上 边 和 横 轴 下 边 
的 那些 曲 边 梯形 的 面积 的 代数 和 . 这 里 在 横 轴 上 边 的 曲 边 梯形 的 面积 带 有 正 号 , 而 
横 轴 下 方 的 则 带 负 号 . 

4. 旋转 体 的 体积 ” 设 图 48 上 的 曲 边 梯形 绕 区 间 [a, 旋转, 我 们 来 确定 所 得 立 
体 的 体积 . 

以 V(a,8) 表示 由 曲 边 梯 形 af(a)f(8)8 旋转 所 得 立体 ( 见 图 48) 的 体积 , 其 中 
相应 的 区 间 [a, 6] c la, 

根据 我 们 关于 体积 的 概念 , 应 当成 立 以 下 关系 : 如 果 a< a< 8<y<b, 则 


V(am) =V(a,B) +V(B,7) 
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和 


A( f(z))*(B—a) < V(a,B) < a( sup Hz))2(08 一 oa 
Hy zEfa, 有 ] 


在 上 式 中 , 我 们 用 了 内 接 和 外 切 柱 体 的 体积 去 估计 V(a, 8), 还 用 了 柱 体 体积 公式 (如 . 
果 已 经 知道 了 圆 面积 公式 就 不 难得 到 它 ). 
因此 , 根据 命题 1, 有 


V(a,b) = = f2(z)dz. (10) 


例 6 将 由 横 轴 上 的 区 间 [-R,R] 和 圆 弧 y = V 肛 一 Zz2(-R< z < R) 所 围 成 
的 半圆 绕 横 轴 旋转 , 就 得 到 半径 为 R 的 三 维 球 , 根据 公式 (10) 容易 算出 它 的 体积 


有 4 
V= 7/ (R? — z2)dz = snR3. 
_R 3 


对 线 、 面 以 及 体 的 度量 的 更 详尽 的 讨论 将 在 本 教程 第 II 卷 中 进行 , 那 时 我 们 还 
将 解决 给 出 的 定义 的 不 变性 问题 . 


5. 功 与 能 ”物体 在 常 力 作用 下 沿 着 力 的 作用 方向 移动 . 力 对 物体 所 做 的 功 以 力 
和 位 移 的 乘积 .5 来 度量 . 这 个 量 叫做 力 在 给 定位 移 上 的 功 . 在 一 般 情形 , 给 定 力 
的 方向 与 位 移 方向 可 能 不 共 线 ( 辟 如 用 绳子 拖 雪 援 ), 这 时 功 是 用 力 向 量 与 位 移 向 量 
的 内 积 (F,S) 来 度量 . 

下 面 几 个 例子 涉及 功 的 计算 并 利用 了 与 功 相 联系 的 能 量 的 概念 . 


例 7 根据 定义 , 把 质量 为 m 的 物体 从 离 地 面 高 度 为 h 的 地 方 举 到 高 度 为 h 
的 地 方 , 克服 重力 所 做 的 功 等 于 mg(ha - hi). 假定 整个 操作 过 程 是 在 地 面 附近 进行 
的 , 从 而 重力 mg 的 变化 可 以 忽略 不 计 . 关于 一 般 情形 将 在 例 10 中 讨论 . 

例 8” 设 有 一 理想 的 弹簧 , 它 的 一 端 固定 在 负 半 轴 上 一 点 , 且 使 数 轴 的 O 点 与 
另 一 端的 平衡 位 置 重合 . 众所周知 , 当 这 个 端点 位 于 z 点 时 , 拉 住 它 所 需要 的 力 等 于 
kz, 此 处 是 弹簧 的 弹性 系数 . 

现在 来 计算 将 弹簧 的 右 端 点 从 z = a 处 移动 到 z =b 处 所 需 之 功 . 

我 们 认为 功 A(a, 5) 是 区 间 [a, 6] 的 可 加 函数 并 满足 估计 

-a So) 
根据 命题 1, 我 们 得 到 , 
Ala, b) = kzdz = . 


* 原 著 中 该 例 的 叙述 有 误 , 这 里 作 了 修改 . 译 者 注 . 
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这 是 克服 弹性 力 所 需 之 功 , 而 弹性 力 本 身 在 同一 段位 移 上 做 的 功 与 此 只 差 一 个 
符号 . 
我 们 求 出 来 的 函数 U(z) = Me 可 以 用 来 计算 改变 弹簧 状态 时 所 要 完成 的 功 ， 
而 这 意味 着 , 当 弹 签 恢 复 到 原来 的 状态 时 它 将 完成 这 些 功 . 这 种 只 依赖 于 系统 构 形 
的 函数 叫做 该 系统 的 势能 . 从 势能 的 构成 看 出 , 它 的 导数 给 出 了 弹性 力 , 但 具有 与 弹 
性 力 相反 的 符号 . 
如 果 质 点 m 在 上 述 弹性 力 的 作用 下 沿 z 轴 运 动 , 则 它 的 坐标 z(t) 作为 时 间 的 
函数 将 满足 方程 
mz = —kz. (11) 


有 一 次 我 们 验证 了 ( 见 第 五 章 86 第 6 段 ) 量 


we + = K(t)+U(z(t) =E (12) 


( 即 系统 的 动能 和 势能 之 和 ) 在 运动 过 程 中 保持 不 变 . 
例 9 现在 再 考察 一 个 例子 , 在 这 个 例子 中 将 过 到 一 系列 我 们 已 经 掌握 的 微分 
学 和 积分 学 的 概念 . 
首先 注意 , 类 似 于 为 描述 满足 方程 (11) 的 具体 力学 系统 而 引进 的 函数 (12), 对 
于 形 如 
s(t) = f(s(t)) (13) 
的 任意 方程 , 其 中 f(s) 是 给 定 的 函数 , 只 要 取 U(s) 满足 UV'(s) = 一 f(s), 就 能 得 到 和 
式 
本 +U(s) = 已 (14) 
不 随时 间 变 化 . 
事实 上 ， 
dE 1di2 dU(s)_ ,dd 车 
下 = 
这 样 一 来, 从 (14) 求 出 ;= 上 VS05 一 DGJJ( 这 里 根 式 的 符号 应 与 导数 学 的 符 
号 一 致 ), 从 而 


由 此 ， 


其 中 已 是 常数 . 
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因此 , 利用 方程 (13) 的 能 量 守恒 律 (14), 原则 上 
可 以 解 出 这 个 方程 , 但 求 出 的 不 是 函数 s(t), 而 是 它 的 


反 函 数 t(s). 
方程 (13) 出 现 于 , 譬如 , 描述 点 沿 着 给 定 曲 线 运 3 
动 的 问题 中 . 设 质点 在 重力 作用 下 沿 着 一 个 狭窄 的 理 图 49 


想 光 滑 模子 移动 (图 49). 设 s( 是 从 某 固定 点 0 一 一 

计算 的 起 点 , 沿 着 模子 到 时 刻 质点 所 处 位 置 的 距离 ( 即 路 程 的 长 ) 显然, s(t) 是 质 
点 的 速度 , 而 s(t) 是 它 的 加 速度 切 向 分 量 , 它 等 于 重力 在 小 槽 的 给 定点 处 的 切线 分 
量 . 重力 的 切线 分 量 只 依赖 于 小 槽 的 点 , 也 就 是 说 它 只 依赖 于 s (因为 s 可 以 看 作 小 
槽 所 在 曲线 的 参数 @), 这 是 很 明显 的 . 如 果 以 f(s) 表示 重力 的 这 个 分 力 , 则 


ms= f(s) 


对 于 这 个 方程 ,有 : 
天 +U(s)=E 
保持 不 变 , 其 中 U(s) 满足 U'(s) = 一 f(s). 
由 于 dms? 这 一 项 是 点 的 动能 , 而 沿 模子 运动 假定 没有 摩擦 , 因此 , 无 须 计 算 就 
可 猜 到 , 不 计 常 数 之 差 , 函数 U(s) 应 具有 mgh(s) 的 形式 , 这 里 mgh(s) 是 重力 场 中 
位 于 高 度 h(s) 处 的 点 的 势能 . 
如 果 在 初始 时 刻 t=0 有 (0) = 0, s(0) = so 和 h(so) = ho, 则 从 关系 
至 一 品 十 2gh(s) = 
可 以 求 出 , C = 2gho. 因此 , 5? = 0 —h(s)), / 
A 15 
/ym (5) 
特别 地 , 如 果 点 沿 着 半径 为 的 圆周 运动 (譬如 摆 的 振 
动 ), 长 度 s 从 圆周 的 最 低 点 算 起 , 而 初始 条 件 如 下 : 当 t= 0 
时 5(0) = 0 并 给 出 了 初始 倾角 po( 图 50), 那么 , 容易 验证 ， -so 
以 倾角 y 表示 s 和 h(s) 后 , 有 
2 ds Ee Ray 
/so Vig(ho —R(s)) J-wo V2gR(cosy — cospo)’ 


t= 塌 作 工 Va 9 


Va sin 


中 借助 于 曲线 的 长 对 曲线 做 的 参数 化 叫做 自 六 这 这 时 s 站 自然 参数 . 
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这 样 一 来 , 我 们 得 到 摆 的 半 周 期 


1 二 /R/™ d 
37™ 3/ sy (17) 
T° Vsin2 多 — sin? 3 


由 此 , 经 过 代 换 : 
= sing, 
sin 了 
我 们 得 到 
[R /3¥ do 
T= 一 = 
4 A Vi— rsin?0" (8) 


其 中 局 = sin? 字 . 
我 们 记得 , 函数 


只 do 
= / V1—k?2sin’0 
叫做 第 一 类 勒 让 德 椭 贺 积 分 当 p = 二 时 , 它 只 依赖 于 名 , 记 做 K(A), 叫做 第 一 类 
全 椭圆 积分 . 这 样 , 摆 的 振动 周期 等 于 


T= fsx (19) 


如 果 初 始 倾角 很 小 , 则 可 令 k= 0, 从 而 得 到 近似 公式 


R 
Tx rf. (20) 


在 得 到 公式 (18) 后 , 我 们 应 当 分 析 一 下 推导 的 全 过 程 . 我 们 将 发 现 ,(15) 一 (17) 
中 被 积 函数 在 积分 区 间 上 是 无 界 的 . 类 似 的 困难 在 讨论 曲线 长 的 时 候 就 遇 到 过 . 因 
此 , 我 们 大 体 上 已 知道 应 当 赋 予 积 分 (15) 一 (17) 怎样 的 意义 . 

但 是 , 一 次 又 一 次 的 产生 这 个 问题 , 使 我 们 认识 到 有 必要 仔细 地 研究 一 下 它 的 
精确 数学 提 法 . 这 些 将 在 下 一 节 去 做 . 

例 10 在 地 面 上 空 将 质量 为 m 的 物体 沿 着 轨 线 t (z(b,y(b,z 人 的 ) 举 起 , 这 
里 + 是 时 间 , a < t < b, 而 z,y,z 是 点 在 空间 中 的 笛 卡 儿 坐 标 . 要 求 计算 在 时 间 间 隔 
[a, 相 中 克服 重力 所 做 的 功 . 

功 A(a, 8) 是 区 间 [a, 6] c [a, 相 的 可 加 函数 . 

当 常 力 FF 作用 于 以 常 速度 v 运动 的 物体 时 , 在 时 间 h 内 所 做 的 功 为 (F,vh) = 
(F,v)h. 因此 , 可 以 想象 , 成 立 以 下 估计 


dp (Pol), v(t)(B —a) < Ala,B) < sap, FPO)), CD) 一 o)， 
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其 中 w(t) 是 物体 在 时 刻 t 的 速度 , p(t) 是 它 在 时 刻 t 在 空间 所 处 的 位 置 , 而 FF(p(t)) 
是 在 p= plt) 点 处 作用 于 物体 的 力 . 
如 果 函 数 (FE(p(b)v() 可 积 , 则 根据 命题 1, 应 当 认为 


b 
4 日 = { (FO) vO 


在 上 述 具体 情形 , v(t) = (z(2),3(),z()). 如 果 记 7(t) = (z(6),y(2),z()), 则 根据 
万 有 引力 定律 , 得 
M GmM 
F(p) = F(z,y,2) = GT = [ec el 2), 
其 中 M 是 地 球 的 质量 , 并 将 坐标 原点 放 在 地 球 的 中 心 . 
这 样 一 来 ， 


Z(t) + y(t Y(t) + z(t)z(t) 


(Pv)() = GmM™ Ga 二 的 + 


因此 ， 


lL (22(t) + y(t) + 22(t))’ 
[rv0u= don Lt I) FO F230) 
GmM Ok 

~ (230) + (0) + 2 


ss GmMP 
区 gj 


于 是 ， 
GmM _ GmM 
Ir(ol hr) 
我 们 揭示 了 所 求 的 功 只 依赖 于 |r(a)|, |r(b)| 这 样 一 个 事实 , 即 它 只 依赖 于 物体 
m 在 所 考察 的 时 间 间隔 [a, 的 初始 时 刻 和 结束 时 刻 离 地 球 中 心 的 距离 . 


令 


Ala,b) = 


U(r)= 


我 们 得 到 , 将 质量 为 m 的 物体 从 半径 为 ro 的 球面 上 任 一 点 移动 到 半径 为 ri 的 球面 
上 任 一 点 , 克服 重力 所 做 的 功用 公式 


Aron = m(U(ro) — U(r1)) 


GM 


计算 . 
函数 U(r) 叫做 牛顿 位 势 . 如 果 以 R 表示 地 球 半径 , 那么 , 由 于 用 三 g, 所 以 
可 以 把 函数 U(7) 写成 如 下 形式 


R? 
U(r)= 生 - 
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由 此 可 以 得 出 为 脱离 地 球 重力 场 , 准确 地 说 , 为 使 质量 为 m 的 物体 从 地 球 表面 
飞 到 距 地 心 无 限 远 的 地 方 , 所 需要 的 功 的 表达 式 . 这 个 量 显然 是 极限 ,lim ARr. 
因此 , 脱出 功 为 


- gR2 9gR2 
A 


练 习 


1. 在 图 51 上 画 出 了 沿 横 轴 作 用 于 处 在 该 轴 上 z 点 处 的 试验 粒子 的 力 FF = F(z) 的 函数 图 像 ， 
a) 试 在 同一 坐标 系 中 画 出 这 个 力 的 势 的 草图 . 
b) 画 出 力 -F(z) 的 势 . 
ec) 研究 在 zo 的 各 种 可 能 的 位 置 中 怎样 的 位 置 是 稳定 平衡 位 置 , 这 与 势 的 什么 性 质 有 关 . 


的 


图 51 


2. 在 例 10 的 结果 的 基础 上 计算 物体 飞 离 地 球 重力 场所 应 具有 的 初速 度 (关于 地 球 的 第 二 宇宙 
速度 ). 
3. 在 例 9 的 基础 上 : 
a) 导出 数学 摆 的 振动 方程 Rp = gsin p. 
b) 假定 振幅 很 小 , 试 求 它 的 近似 解 . 
c) 根据 近似 解 确定 摆 的 振动 周期 并 与 公式 (20) 的 结果 比较 . 


4. 有 一 个 半径 为 + 的 轮子 沿 水 平面 以 速度 v 均匀 无 滑动 地 滚动 . 设 在 时 刻 t = 0 轮子 最 高 点 4 
的 笛 卡 儿 坐 标 是 (0, 2r), 坐标 系 的 横 轴 在 指定 的 平面 上 , 其 方向 与 速度 v 的 方向 相同 . 
a) 写 出 点 4 的 运动 规律 上 (z(t), y(t)). 
b) 作为 时 间 的 函数 , 求 点 4 的 速度 . 
c) 夯 出 点 4 的 轨迹 (这 条 曲线 叫 旋 轮 线 ). 
d) 求 该 旋 轮 线 一 个 拱 的 长 度 ( 即 该 周期 曲线 一 个 周期 的 长 度 ). 
e) 旋 轮 线 有 许多 有 趣 的 性 质 , 其 中 一 个 是 惠 更 斯 9 发 现 的 , 他 说 : 旋 轮 摆 (在 旋 轮 槽 中 滚动 
的 小 球 ) 的 振动 周期 不 依赖 于 它 从 模 的 最 低 点 升 起 的 高 度 . 试 根据 例 9 (参看 讲述 反常 积 
分 的 下 一 节 的 问题 6) 做 出 证 明 . 


四 惠 更 斯 (Huygens)(1629 一 1695) 一 -荷兰 力学 家 、 物 理学 家 、 数 学 家 和 天 文学 家 . 
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图 52 


5， a) 见 图 52. 设 y = f(z) 和 z = 9(y) 是 互 逆 的 连续 、 非 负 函 数 , 且 分 别 在 z = 0,y = 0 时 
等 于 零 . 试 证 成 立 不 等 式 


Ty< 大 了 (t)dt 十 三 g(t)dt. 
0 0 
b) 从 a) 导出 杨 格 不 等 式 了 
2 1 
zy< pe + 到 
其 中 zy> 0pg>0 且 了 + 一 1 
ec) 在 问题 a) 和 b) 的 不 等 式 中 等 号 有 什么 几何 意义 ? 


6. 浦 丰 @ 问 题 . 数 r 可 以 用 以 下 非 正统 的 方法 计算 . 
取 一 大 张 纸 , 画 满 间隔 为 h 的 平行 直线 . 我 们 将 一 根 长 为 ! < h 的 针 完全 随意 的 扔 在 纸 上 . 设 
扔 了 N 次 , 其 中 有 n 次 扔 下 的 针 与 一 条 直线 相交 . 如 果 NN 充分 大 , 则 六 EE 其 中 p= 疗 
可 以 解释 做 扔 下 的 针 与 一 条 直线 相交 的 概率 . 试 从 有 关 计 算 面 积 的 几何 知识 出 发 给 这 个 计算 
和 的 方法 一 个 满意 的 解释 . 


§5. 反常 积分 


在 上 一 节 我 们 已 经 看 到 把 黎 曼 积分 概念 作 某 些 推广 的 必要 性 , 在 那里 通过 对 具 
体 问题 的 分 析 , 我 们 形成 了 关于 朝 着 什么 方向 推广 黎 曼 积分 概念 和 怎样 推广 的 想法 . 
这 一 节 我 们 来 实现 这 些 想法 . 


1. 反常 积分 的 定义 、 例 题 和 基本 性 质 


定义 1 设 函 数 一 f(z) 定义 在 区 间 [fo, +co[ 上 , 而 且 在 任何 包含 在 这 个 区 间 
内 的 闭 区 间 [c, 上 可 积 . 如 果 下 式 右 端的 极限 存在 , 则 把 量 


十 oo 
[fe ,ip, | te 
外 浦 丰 (Buffon)(1707 一 1788) 一 一 法 国 自 然 科学 家 . 
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叫做 函数 f(z) 在 区 间 [a,+oo[ 上 的 反常 黎 受 积分 ,或 简单 地 叫做 反常 积分 . 


符号 [ MW f(z)dz 本 身 也 叫做 反常 积分 . 当 上 边 的 极限 存在 时 就 说 它 是 收敛 的 


反常 积分 . 反之 , 则 说 它 是 发 散 的 反常 积分 . 这 样 一 来 , 反常 积分 的 收敛 性 问题 就 等 
价 于 它 是 否 有 定义 的 问题 . 


例 1 研究 参数 a 取 什 么 值 时 , 反常 积分 


+eo dz 
ze (1) 
收敛 或 有 定义 . 
因为 
1 b 
b dy Ti , 当 a # 1 时 ， 
人 -人 
lnz|， 当 a = 1 时 ， 
bdr 1 
所 以 , 仅 当 a > 1 时 , 极限 lim / 二 = 一 一 存在 . 因此 ， 
tb 一 +oo 几 za Ga 一 1 
站 4 号 i Wi 当 a > 1. 
(| 


对 于 a 的 其 他 值 , 积分 (1) 发 散 , 也 就 是 无 定义 . 


定义 2 设 函 数 z ~ f(z) 定义 在 区 间 [a, B[ 上 , 而 在 任何 闭 区 间 [a,b] < [a, B[ 
上 可 积 . 如 果 下 式 右 端 的 极限 存在 , 则 把 量 


[r,s lim ,fs 


叫做 函数 了 在 区 间 [a, B[ 上 的 反常 积分 . 


这 个 定义 的 本 质 在 于 , 函数 f 可 能 在 有 限 点 B 的 任何 邻 域 中 都 是 无 界 的 . 
类 似 地 , 如 果 函 数 z ~ f(z) 在 区 间 ]4, 可 上 定义 , 在 任何 闭 区 间 [o, 吕 dh 上 
可 积 ， 列 本 给 出 十: 


fre = mf ya 
同样 地 也 可 给 出 定义 : 
b b 
/ f(z)dz := lim, 1/ f(s)dz. 


例 2 研究 参数 a 取 什么 值 时 , 积分 


/ 四 
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收敛 . 
因为 对 于 a e]0, 1j, 有 


1 
1 1 1 一 a 
/ dr_ Ta ,如 果 @a s 1， 
a T° 1 
Inz|, ,如 果 a = 1. 


所 以 仅 当 a < 1 时 , 极限 
ldzr 1 
lim 一 = 一 一 
am+0Jj。 2° 1l-a 
存在 . 
这 样 , 积分 (2) 只 对 a < 1 的 情形 有 定义 . 


例 3 


0 0 0 
/ erdr= lim / erdr= lim (e 
a a—-o% J。 aa 一 -oo 曙 


由 于 反常 积分 的 收敛 性 问题 , 无 论说 的 是 在 无 界 区 间 上 的 反常 积分 , 还 是 在 区 
间 的 一 个 端点 附近 无 界 的 函数 的 反常 积分 , 解决 的 方法 是 一 样 的 , 所 以 今后 我 们 将 
把 这 两 种 情形 放 在 一 起 讨论 . 为 此 引进 以 下 基本 定义 . 


定义 3 设 la,w[ 是 有 限 或 无 限 区 间 , z ~ f(z) 是 定义 在 这 个 区 间 上 的 函数 , 而 
且 它 在 每 个 闭 区 间 [a,4] c [a,w[ 上 可 积 . 那么 , 如 果 下 式 右 端 的 极限 存在 , 则 把 


) = lim (1-e")=1. 


Ww b 
fr@ar = jm { te (3) 
叫做 函数 f(z) 在 区 间 [a,w[ 上 的 反常 积分 . 


如 果 没有 相反 的 声明 , 今后 在 研究 反常 积分 (3) 时 , 总 假定 被 积 函数 满足 定义 3 
的 条 件 . 

此 外 , 为 确定 起 见 , 暂时 假定 积分 的 反常 性 只 与 积分 上 限 联系 . 对 反常 性 与 下 限 
联系 的 情形 可 完全 同样 地 去 研究 . 

从 定义 3、 积 分 的 性 质 和 极限 的 性 质 , 可 以 得 到 关于 反常 积分 的 以 下 结论 ， 

命题 1 设 z f(z) 和 z glz) 是 定义 在 区 间 [a,w[ 上 且 在 任何 闭 区 间 
[a, 相 Cc la,w[ 上 可 积 的 函数 . 设 对 它们 能 定义 反常 积分 


foe, (9) 


f ser. (8) 


那么， 


“354 第 六 章 积分 


a) 如 果 w € 民 ,f & R[a,w], 则 积分 (4) 的 值 , 无 论 理解 做 反常 积分 还 是 常 义 积 
分 都 是 一 样 的 . 

b) 对 于 任何 和 1, 和 2 E 展 , 函 教 (A1f 十 A2g9)(Z) 在 反常 积分 意义 下 在 [a,w[ 上 可 积 ， 
而 且 成 立 等 式 


[ot rnd = 三 Tauzto 三 sear 
c) 如 果 ce [a,wl, 则 
/ 和 / “flv)dz+ / “Joan. 


d) 如 果 yp : [a7[ 一 [a,w[ 是 光滑 、 严 格 单调 映射 , 且 p(a) = a 当 Bela,Y[ 且 
BB 一 y 时 有 p(B) 一 w, 那么 , 函数 tm (foy)(t)p'(t) 在 [ay[ 上 的 反常 积分 存在 且 
成 立 等 式 

wy Y 
f swe= Genoa 
<a) 由 函数 
b 
F0= /Ted 

在 区 间 [a,w] 上 的 连续 性 (因为 /eR[a,]) 即 得 证 . 

b) 对 于 be [a,wl, 有 


b b b 
[ Ota = fae+ sf oo 


由 此 即 得 证 . 
ec) 对 于 任何 b,c e [a,wl, 有 


b ce b 
[ swe= sar+ f sa 
由 此 即 得 证 . 
q) 利用 公式 
b=p(B) B 
[7 sa = Gop Wa 


一 (an 
即 定 积分 的 变量 替换 公式 , 即 得 证 . > 
注 1 对 命题 1 中 所 述 反常 积分 的 性 质 , 还 应 补充 非常 有 用 的 反常 积分 的 分 部 
积分 规则 . 这 条 规则 如 下 : 
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如 果 f,g E CCD)[a,w[, 且 存在 极限 Jim (fg)(z), 则 函数 了 .9 和 f'.g 在 区 间 
=Efavwl 
[a,w[ 上 在 反常 积分 意义 下 同时 可 积 或 不 可 积 , 且 当 它们 可 积 时 成 立 等 式 


fv-nee=0. oo -roaa 


其 中 
CO 


= B90) -0 00) 
人 
b b b 
fen 9 -fa 


得 到 . p> 
注 2 从 命题 1 的 c) 看 出 , 反常 积分 


[swe, 人 “yojdr 


同时 收敛 或 发 散 . 这 样 一 来 ， 在 芭 常 积分 中 恨 在 级 寺中 二 样 , 收敛 性 与 级 数 或 积分 的 
前 段 无 关 . 


根据 这 条 原理 , 有 时 在 提出 反常 积分 的 收敛 性 问题 时 , 干脆 不 写 在 其 附近 积分 
不 具有 奇 性 的 那个 积分 限 . 

在 这 个 约定 下 , 例 1.2 所 得 到 的 结果 可 以 写成 : 

积分 矿 ” 坚 只 在 a > 1 时 收 全 


各 分 人 2 坚 只 在 a < 1 时 收敛. 


后 边 这 个 积 兴 中 的 记号 +0 表示 积分 区 间 是 > > 0. 
利用 变量 替换 ， 从 最 后 这 个 积分 立刻 推出 
只 在 a < 1 时 收 化 . 
oo (T — zo)® 


2. 反常 积分 收敛 性 的 研究 
a. 柯 西 判别 法 ”根据 定义 3, 反常 积分 (3) 的 收敛 性 等 价 于 函数 


b 
f(b) = [ f(z)az (0) 


当 b 一 w,b Ee [a,w[ 时 的 极限 的 存在 性 . 
因此 , 下 述 断 言 成 立 . 
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命题 2 (反常 积分 收敛 性 的 柯 西 判别 法 ) 如 果 函 数 z f(z) 定义 在 区 间 [a,w[ 
上 ,而且 在 任何 闭 区 间 [a,9] C [a,w[ 上 可 积 , 则 当 且 仅 当 对 任何 e > 0 存在 Be [a,w[ 
使 对 一 切 h,bz € [a,wl,B<h,B < bz, 成 立 关 系 


[ f(s)dz 


<e 


时 , 积分 A “J(z)dz 收 化 . 
< 事实 上 ， 
fs = ftir fre = rt) -70 
b a J 线 '). 
因此 , 命题 中 的 条 件 正 是 函数 F(b) 当 一 wb e law[ 时 极限 存在 性 的 柯 西 判别 准 
则 中 的 充分 必要 条 件 . > 
b. 反常 积分 的 绝对 收 生性 
定义 4 称 反常 积分 ”7(zjd 是 绝对 收效 的 , 如 果 积分 ala 收 全 


根据 不 等 式 
ba ba 
| 三 7 可 <|/ ya 
by by 


以 及 命题 2, 可 以 推出 : 绝对 收敛 的 反常 积分 必 收敛 . 

绝对 收敛 性 的 研究 归结 为 非 负 函 数 的 积分 的 收敛 性 的 研究 . 而 对 于 非 负 函数 的 
情形 我 们 有 

命题 3 如 果 函 数 f 满足 定义 3 的 条 件 且 f(z) > 0 在 [a,w[ 上 成立 , 则 当 且 仅 
当 函 数 (6) 在 [a,w[ 上 有 界 时 ,反常 积分 (3) 存在 . 

4 事实 上 , 如 果 f(z) > 0 在 [a,w[ 上 成 立 , 则 函数 (6) 在 [a,w[ 上 不 减 , 因此 , 当 
且 仅 当 这 个 函数 有 界 时 , 它 当 一 w,b € [a,w[ 时 有 极限 . > 

作为 应 用 这 个 命题 的 例子 , 我 们 考察 它 的 下 述 推论 . 


推论 (级 数 收敛 性 的 积分 准则 ) 如 果 一 f(z) 是 定义 在 [1,+oo[ 上 的 非 负 、 不 
增 且 在 每 个 闭 区 间 [1, 相 Cc [1,+oo[ 上 可 积 的 函数 , 则 级 数 


< 


和 fooD = FD) + (2) + 


各 
和 积分 
总 
/ f(a)dz 
同时 收敛 或 同时 发 散 . 
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< 根据 假设 条 件 , 对 于 任意 ne N 成 立 不 等 式 
nil 
a+D<f fe < fm). 


对 这 个 不 等 式 求 和 , 我 们 得 到 


大 大 十 1 大 
六 fn+Ds [ f(z)dz < Df(n) 
扣 < 


n=1 


或 
Sk+1— f(1) < F(k+1) < sk, 


kk 
其 中 ss = 》 f(n), 而 F(b) = 所 f(z)dz. 由 于 sk 和 天 (5) 都 是 各 自 的 自 变量 的 不 减 


函数 , 所 以 二 这些 不 等 式 即 可 导出 我 们 的 断言 . > 
特别 地 , 现在 可 以 断定 , 例 1 的 结果 等 价 于 级 数 


只 在 a > 1 时 收敛 . 
命题 3 的 最 常用 的 推论 是 下 述 定理 . 


定理 (反常 积分 的 比较 定理 ) 设 函 数 z 吓 flz),z 呈 9g(z) 在 区 间 [a,w[ 上 定义 ， 
且 在 任何 闭 区 间 [a, 引 Cc [a,w[ 上 可 积 . 
如 果 在 [a,w[ 上 有 
0 < f(z) < g(z), 


则 从 积分 (5) 的 收敛 性 可 以 导出 积分 (4) 的 收效 性 ,而 且 成 立 不 等 式 
frar < 三 rod 


而 积分 (4) 的 发 散 性 可 以 导出 积分 (5) 的 发 散 性 . 
< 从 定理 的 条 件 , 以 及 对 于 任何 be [a,w[ 常 义 黎 曼 积分 的 不 等 式 , 我 们 有 


b b 
F=f fa < [ glar = 0) 


由 于 F,9 都 是 [a,w[ 上 的 不 减 函数 , 所 以 从 上 面 的 不 等 式 和 命题 3 就 推出 欲 证 
的 结论 . > 
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注 3 如 果 代 替 定 理 中 的 不 等 式 0 < f(z) < g(z), 假定 它们 在 [a,w[ 上 非 负 且 
当 z 一 wze [ww[ 时 是 同 阶 的 , 亦 即 存在 正常 数 cl c 使 


clf(z) <g(z) < cof (7). 


这 时 , 注意 到 反常 积分 的 线性 性 质 , 从 上 述 定理 推出 : 积分 (4) 和 (5) 同时 收敛 或 同 
时 发 散 . 


例 4 本 A i 直 当 s 一 too 


例 5 积分 矿 ” cosz 


S|< 畜 当 z>1 从 而 ， 
人 Sle< 广 备 =1 
例 6 积分 [ra 收敛 , 因为 0 < e-z” < e-z 当 z > 1 时 成 立 , 从 而 
让 


+oo +oo 1 
/ eva<f edr = -. 
1 1 


例 7 各 分 三 中 发散, 因为 记 。 > 二 当 > 充分 大 时 成 立 . 


lnz 


例 8 下 村 和 分 Insinzdz 收敛 , 因为 |lnsinz| ~ jinz| < 1/VE 当 z 一 +0. 
0 
例 9 当 0< kr <1 时 ,椭圆 积分 


[ dz 

0 VU 

收敛, 因为 VOI 一 x 一 R23) ~ V2 一 忆 )(1 一 2)12 当 z 一 1 一 0. 
例 10 积分 


| ss 


0 一 0 py 
Voos0 cosp = V2sin 人 sin 人 ~ Vsnp(p —0)’, 


当 8 一 -0. 


收敛 , 因为 
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例 11 当 0< wo<r 时 , 积分 


站 dy 
T=2/= pe 7 
ys/ /am 细 -sin 0 


收敛 , 因为 一 po 一 0 时 ,有 


Vsin? 他 — sin? 和 ~ Vinpo(po — WY? (8) 


关系 (7) 是 数学 摆 的 振动 周期 对 其 长 L 和 初始 倾角 的 依赖 关系 . 所 谓 初始 倾角 
即 初始 位 置 对 穿 过 摆动 轨迹 最 低 点 的 半径 的 倾斜 角 . 公式 (7) 是 上 一 节 公 式 (17) 的 
初等 变形 . 

摆 可 以 想象 成 , 辟 如 , 一 根 没 有 重量 的 杆 , 它 的 一 端 是 匀 接 固定 的 , 而 另 一 端 是 
自由 的 , 但 系 着 一 个 质点 . 

这 时 , 关于 任何 初始 角度 wo e [0,7] 都 可 进行 讨论 . 当 wo = 0 和 wo = 时 , 摆 
根本 不 会 振动 . 在 第 一 种 情形 , 摆 处 于 稳定 平衡 状态 ; 而 在 第 二 种 情形 , 它 处 于 不 稳 
定 平衡 状态 . 

有 趣 的 是 , 从 (7) 和 (8) 不 难得 到 , 当 po 一 ”一 0 时 , 有 了 一 oo, 也 就 是 说 , 摆 
的 振动 周期 随 着 其 初始 位 置 无 限 接近 其 上 方 (不 稳定 ) 平衡 位 置 而 无 限 地 增 大 . 

c. 反常 积分 的 条 件 收敛 性 

定义 5 反常 积分 如 果 收 敛 , 但 不 绝对 收敛 , 则 说 它 是 条 件 收效 的 反常 积分 . 

例 12 利用 注 1, 根据 反常 积分 的 分 部 积分 公式 看 出 , 在 

人 sing in 一 _ cos 十 oo _ 十 oo cosz jy 十 oo cosz 
/2 OT 2 lr/2 /2 2 记 ， 


中 , 如 果 最 后 的 积分 收敛 , 则 左边 的 积分 也 收敛 . 但 是 , 由 例 5 可 知 ， 六 da 收 


敛 , 从 而 积分 eg 
sinz 
人 袜 =w @ 
也 收敛 . 
另外 , 积分 (9) 不 绝对 收敛 . 事实 上 , 对 于 be [了 ,+oo[, 我 们 有 
» sinz ”ainz _1/ dw 3 b cos27 
/| 工 和 了 人 2 Ja/2 a/2 I 0 9) 


可 以 用 分 部 积分 法 验证 积分 ”sd 是 收敛 的 . 因此 , 当 一 +co 时 , (10) 右 
端的 差 趋 于 +co. 这 样 ， 根据 信件 式 (0), 积分 (9) 不 绝对 收敛. 
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现在 引进 反常 积分 收敛 性 的 一 个 特殊 准则 , 它 基 于 第 二 中 值 定理 , 就 是 说 , 它 本 
质 上 是 以 分 部 积分 公式 为 基础 的 . 


命题 4 (积分 收 鱼 性 的 阿 贝 尔 - 狭 利克 雷 准则 ) 设 z 一 jf(z),z 呈 9g(z) 是 定义 
在 区 间 [a,w[ 上 并 在 任何 闭 区 间 la 中 c [a,w[ 上 可 积 的 函数 . 设 g 是 单调 函数 . 

那么 , 为 使 反常 积分 by 

/Ga (1) 

收效 ,只 需 成 立 . 

aa) 积分 fs f(z)dz 收 一 ， 

让 ) 函数 9g 在 [a， ol 上 单调 、 有 界 或 者 成 立 ， 

Qa2) 函数 下 (b) = 大 f(z)dz 在 [a,w[l 上 有 界 ， 

万 ) 函 教 g(z) 当 z 一 wz E [a,w|[ 时 单调 趋 近 于 零 . 

< 对 于 任何 bi,b e [a,wl 根据 第 二 中 值 定理 , 有 


ba € ba 
[Da = gt) [sart ow) /Ted 
bi by € 
其 中 是 hh 和 避 之 间 的 一 个 点 .由 此 , 根据 柯 西 判别 法 (命题 2) 得 到 : 如 果 上 述 


两 组 条 件 之 一 成 立 , 积分 (11) 就 收敛 . > 


3. 具有 几 个 奇异 点 的 反常 积分 “到 现在 为 止 , 我 们 只 讨论 了 只 有 一 个 奇异 点 的 
反常 积分 , 它 的 被 积 函 数 在 一 个 积分 限 附近 无 界 , 或 有 一 个 积分 限 无 界 . 现在 , 我 们 
指出 反常 积分 其 他 可 能 的 类 型 . 

如 果 两 个 积分 限 各 是 上 述 两 种 奇异 类 型 中 的 一 种 , 则 定义 


六 ja/ | jdz+ feo, (9) 


其 中 e 是 区 间 ] wavwa[ 中 任 一 点 . 我 们 假定 (12) 右边 的 每 个 反常 积分 都 收敛 ,如若 
不 然 , 则 称 (12) 左边 的 积分 发 散 . 

根据 注 3 和 反常 积分 的 可 加 性 , 定义 (12) 在 下 述 意义 下 是 合理 的 : 它 并 不 依赖 
于 点 c Ejwi, wo[ 的 选取 . 


例 13 


2 0 dr 4 
+ 
& Vi—z2 a Vi—z22 让 VI 一 王 
0 1 


十 arcsin zZ 
o 


1 
=7. 


= arcsin 7 一 arcsin Z| 
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广 ed 
叫 欧 拉 - 泊 松 积分 有 时 也 叫 高 斯 积分 . 显然 , 它 在 上 述 意义 下 收敛 . 稍 后 将 证 明 它 的 
值 等 于 Vr. 
例 15 积分 


例 14 积分 


发 散 , 因为 对 于 任何 a 在 积分 


中 至 少 有 一 个 是 发 散 的 . 


例 16 积分 
[ to sinz 
0 2 
收敛 , 如 果 积 分 
1 sinz 字 zar ~ sinz sinz dr 
A 
都 收敛 . 


sin Z 


当 a < 2, 第 一 个 积分 收敛 , 因为 一 
个 积分 收敛 , 这 可 用 分 部 积分 法 ， 类 似 在 例 12 中 做 的 那样 去 直接 验证 ; 也 可 以 引用 
阿 贝尔 - 犹 利克 雷 判别 法 . 这 样 一 来 , 原来 的 积分 当 0 < a < 2 时 有 意义 . 

当 被 积 函数 在 积分 区 间 [a,4] 的 一 个 内 点 w 的 邻 域 中 无 界 时 , 定义 


/ “oa fet "f(a)de, (13) 


这 里 要 求 右 边 的 两 个 积分 都 存在 . 
例 17 在 (13) 的 意义 下 


例 18 积分 凡 衬 宅 无 定义 . 
关于 在 积分 区 间 的 内 点 w 的 邻 域 中 无 界 函 数 的 积分 , 还 有 与 (13) 不 同 的 约定 ， 


这 就 是 ， 
vp. [f(r = im, ( 三 yat/ fe), (1 
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这 里 要 求 右边 的 极限 存在 . 沿用 柯 西 的 说 法 , 这 个 极限 叫做 主 值 意义 下 的 积分 .为 了 
区 别 定义 (13) 和 (14), 在 主 值 积分 的 情形 , 积分 号 前 边 写 上 法 文 Valeur Principal ( 主 
值 ) 这 两 个 字 开头 的 字母 V.P. 也 使 用 英文 记号 P.V. ( 源 于 Principal Value) 

在 这 个 定义 下 , 我 们 有 


1 dz 
例 19 vp. =0. 
还 有 如 下 定义 : 


二 oo R 
vp. fa tp, /fa (5) 


+oo 
例 20 V.P. / zdr =0. 
-oo 


最 后 , 如 果 在 积分 区 间 上 有 几 个 (有限 多 个 ) 这 种 或 那 种 奇异 点 , 它们 位 于 区 间 
内 部 或 与 区 间 端点 重合 , 则 用 这 些 奇异 点 把 积分 区 间 分 成 有 限 多 个 小 区 间 ,其 中 每 
一 个 都 只 有 一 种 奇异 性 的 一 个 奇异 点 . 在 原 区间 上 的 积分 定义 作 分 割 后 的 诸 小 区 间 
上 的 积分 之 和 . 

可 以 验证 , 这 样 计算 所 得 的 结果 不 依赖 于 分 割 区 间 的 方法 . 


例 21 现在 可 以 把 积分 对 数 的 精确 定义 写成 以 下 形式 : 
a 总 如 果 0 <z <1， 
VP. A 如 果 1 < z. 
0 
在 后 一 种 情形 , 符号 V.P. 涉及 的 是 区 间 ]0,z] 上 唯一 的 内 部 奇异 点 1. 我 们 注意 
到 , 在 定义 (13) 的 意义 下 这 个 积分 是 不 收敛 的 . 
练 习 


1. 试 证 : 函数 。 
a Siz= [ 5 dt( 各 分 下 于) 是 在 及 上 定义 的 奇数 , 而 且 当 = - oo 时 它 有 极限 
上 


证 训 2 广 各 tu 在 RR 上 定义 ,而 且 与 iz 只 差 一 个 常数， 


昌 Ciz - - 矿 star( 和 分 全 六 ) 对 充分 大 的 < 可 以 用 近似 公式 Ci ~ 2 计算 . 斌 
估计 使 绝对 误差 小 于 10-* 的 那些 z 值 的 范围 
2. 试 证 : 
a) 积分 
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只 当 a > 0 时 收敛 , 而 且 只 当 a > 1 时 绝对 收敛 . 
b) 菲 涅 耳 积分 


在 区 间 ]0, +cof 上 是 无 穷 可 微 函数 , 而 且 当 z 一 +co 时 , 它们 都 有 极限 . 


3. 试 证 : 
a) 第 一 类 椭圆 积分 


sinw 


dt 
o VO- rt) 


当 0<k<1,0< yp < 7/2 时 有 定义 , 而 且 可 以 化 成 


ww dy 
下 (k,p) = 一 -一 
人 / 1—k?sin?y 


F(k, 9) = 


的 形式 . 
b) 第 一 类 全 椭圆 积分 


KW=/ 
w=-/ V1— ksin2y 
当 上 大 一 1 一 0 时 无 限 增加 . 


4. 试 证 : 
a) 积分 指数 


对 于 z < 0 有 定义 且 无 穷 可 微 . 
b) 当 z 一 +oo 时 ,有 


Ei(z) = 二 (+ 区 一 …+(CD" 型 +o( 去 )). 


对 于 任何 =e R, 级 数 里 (10)" 下 都 不 收 线 . 
名 
dj 当 z 一 +0 时 ,让 ~ 让 二.( 积 分 对 数 :的 定义 可 见于 例 21) 
5. 试 证 : 
a) 函数 . 
Fi(z) = 上 ed 
叫做 概率 误差 积分 ,常用 符号 erf(z) 表示 (来 源 于 英文 error function), 它 是 在 及 上 定 
义 的 奇 函 数 , 无 穷 可 微 且 当 z -+eo 时 有 极限 . 
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b) 如 果 a) 中 所 说 的 极限 等 于 1 (确实 如 此 ), 则 当 z 一 +co 时 , 有 


_aa 11 1 1.3 1.3.5 1 
= (让 -B+ +o( 去 )) 
6. 试 证 : 
a) 如 果 一 个 重 的 粒子 在 重力 作用 下 沿 着 由 参数 形式 z = z(9),y = y(9) 给 出 的 曲线 运动 ， 
而 且 在 时 刻 t = 0 粒子 的 速度 是 0, 位 置 在 点 zo = z(bo),yo = y(bo) 处 , 那么 , 曲线 上 
参数 为 9 的 点 与 粒子 通过 该 点 的 时 刻 上 有 如 下 关系 ( 见 84 的 公式 (15)): 
0 
_ COFPTOF 
+ 人 29(wo —y(0) «0 


如 果 W(bo) 关 0, 这 个 反常 积分 显然 是 收敛 的 (在 上 述 等 式 中 符号 的 取 法 决定 于 + 和 0 
是 否 具有 同样 的 单调 性 , 而 且 , 如 果 t 增长 对 应 着 9 增长 , 显然 应 取 正 号 ). 
b) 设 槽 的 轮廓 具有 旋 轮 线形 式 : 


z= R(O+”+sing), 

y=—R(1+ cos0), 
则 槽 中 运动 粒子 的 振动 周期 不 依赖 于 它 开始 滑动 时 的 高 度 yo = 一 R(1+ cos 60), 永远 等 
于 rE 84 的 问题 4). 


lo 和 
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到 目前 为 止 , 我 们 研究 的 几乎 只 是 数值 函数 z 一 ftz), 其 中 数 f(z) 是 由 在 函数 
定义 域 中 给 定 的 数 z 确定 的 . 

但 是 很 多 使 人 感 兴趣 的 量 不 是 依赖 于 一 个 因素 ， 而 是 依赖 于 很 多 因素 . 如 果 每 
个 因素 都 可 用 数 来 描述 , 即 这 些 因素 全 体 可 用 有 序数 组 (z!,… ,z") 表示 , 其 中 每 个 
数 zi(i = 1,… ,n) 表示 相应 的 因素 . 设 所 研究 的 量 本 身 也 可 用 数 表示 , 记 作 y. 那 
么 , 它 对 确定 它 的 因素 的 依赖 关系 可 归结 为 用 等 式 y = f(z!,… ,z") 表示 的 有 序数 
组 (zl … ,zn) 与 数 y 的 对 应 关系 . 

例如 , 长 方形 面积 是 它 的 相 邻 两 边 长 度 的 乘积 . 一 定量 气体 的 体积 用 下 述 公 式 计 
站 = RZT， 

了 

其 中 R 一 — 常数 , m 一 一 质量 , 了 一 一 绝对 温度 , p 一 一 气体 压力 . 这 样 , 数值 V 依 
赖 于 由 三 个 变数 组 成 的 有 序数 组 (m,T,p), 或 者 说 , Y 是 三 个 变量 m,T,p 的 函数 . 

我 们 已 经 学 会 了 研究 单 变量 函数 . 我 们 现在 的 目标 是 能 同样 地 学 会 研究 多 变量 
函数 . 

如 同 单 变量 函数 一 样 , 多 变量 函数 的 研究 也 从 描述 它 的 定义 域 入 手 . 


81. 空间 R" 和 它 的 重要 子 集 类 


1. 集合 Rm 和 Rm 中 的 距离 “我们 约定 用 Rm 表示 由 m 个 实数 zi € R(i = 
1,… ,m) 组 成 的 所 有 有 序数 组 (z1,… ,zm) 的 集合 . 
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每 个 这 样 的 有 序数 组 用 一 个 字母 zx 表示 , 即 z = (zl,… ,z™), 利用 方便 的 几 
何 术语 , 称 它 为 集合 Rm 中 的 点 .有 序数 组 (z1,… ,zm) 中 的 数 zi 称 为 点 z = 
(zl ,zm) 的 第 i 个 坐标 . 

几何 的 类 比 还 启示 我 们 对 集合 Rm 中 的 两 点 zl = (z1,… ,2?),z2 = (Z3,… 
2z 轨 ) 按 公式 


d(z1,22) = /Set — 3)? (1) 
i=] 
引进 距离 . 


用 公式 (1) 定义 的 函数 
d:R™xR™"—R 


显然 具有 下 面 的 性 质 : 

a) d(z1, 72) > 0; 

b) (d(z1,72) = 0) $ (71 = 22); 

©) d(z1, 72) = d(z2, 11); 

d) d(x1, zs) < d(z1, zz) + d(z2, 73)- 

最 后 这 个 不 等 式 ( 按 几何 说 法 仍然 称 为 三 角形 不 等 式 ) 是 闵可夫 斯 基 不 等 式 的 特殊 
情形 (参看 第 五 章 84 第 2 段 ). 

如 果 定 义 在 集合 X 的 元 素 对 (z1,z2) 上 的 函数 具有 性 质 a),b),c),d), 则 称 它 为 
X 中 的 度量 或 距离 . 

集合 X 连同 其 中 确定 的 距离 一 起 称 为 度量 空间 . 

这 样 一 来 , 我 们 赋予 Rm 以 关系 式 (1) 给 出 的 度量 以 后 , Rm 就 成 为 度量 空间 了 . 

度量 空间 的 一 般 知 识 , 读者 可 以 在 第 九 章 (第 开卷 ) 中 找到 . 而 在 这 里 我 们 不 想 
离开 我 们 现在 所 必需 的 具体 度量 空间 R™. 

在 这 一 章 中 , 我 们 研究 的 唯一 对 象 是 带 有 距离 (1) 的 集合 Rm, 因此 , 一 般 的 度 
量 空间 定义 暂时 还 不 需要 . 引入 一 般 的 度量 空间 仅仅 是 为 了 解释 为 什么 对 集合 R” 
和 函数 (1) 分 别 使 用 了 “空间 ”与 “度量 "这 两 个 术语 . 

从 关系 式 (1) 得 到 , 当 ie {1,… ,m}, 有 


网 一 型 < dz1, 22) < Vm es, ri — O) 


也 就 是 说 , 两 点 zl zz < R™ 之 间 的 距离 很 小 当 且 仅 当 对 应 的 坐标 之 差 很 小. 
从 式 (2) 或 式 (1) 容易 看 到 , 当 mm = 1 时 , 集合 Ri 完全 与 实数 集 是 一 样 的 , 它 
的 点 之 间 的 距离 也 是 以 常规 方式 利用 两 数 之 差 的 模 来 计量 的 . 
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2. Rm 中 的 开 集 与 闭 集 
定义 1 设 5 > 0, 称 集合 
B(a;6) := {zeRmld(az) < 5} 
为 以 a 为 中 心 , 半径 为 6 的 球 或 点 ae Rm 的 5 邻 域 . 

定义 2 集合 G c Rm 称 为 Rm 中 的 开 集 , 如 果 对 于 任意 的 点 re G, 存在 一 个 
球 B(z; 5), 使 得 B(x;5) c G. 

例 1 Rm 是 Rm 中 的 开 集 . 

例 2 空 集 g 不 含 任何 点 , 因此 , 可 认为 它 满足 定义 2, 即 空 集 g 是 Rm 中 的 
开 集 . 

例 3 球 B(air) 是 Rm 中 的 开 集 , 因此 , 称 它 为 开 球 . 

事实 上 , 如 果 z € B(a;7), 即 d(a,z) < 7, 那么 , 当 0 <5<r-d(a,z) 时 ,有 
B(z;6) C B(a;7) , 这 是 因为 

(é€ € B(z;6)) = (d(z,€) < 6) 
一 (d(a,é€) < d(a,z) + d(zx,€) < dlaz)+r 一 dlaz) =7). 

例 4 集合 G = {z e Rmld(a,z) > 7+}, 也 就 是 与 给 定点 ae Rm 的 距离 大 于 
的 所 有 点 构成 的 集合 是 Rm 中 的 开 集 , 这 可 以 同 例 3 一 样 , 利用 距离 的 三 角形 不 等 
式 加 以 证 明 . 

定义 3 集合 Fc Rm 称 为 Rm 中 的 闭 集 , 如 果 它 在 Rm 中 的 余 集 G = R™\F 
是 Rm 中 的 开 集 . 

例 5 集合 B(a;7) := {z e Rmld(a,z) < 7+},r > 0, 也 就 是 与 给 定点 ce Rm 的 
距离 不 大 于 7 的 所 有 点 构成 的 集合 , 是 Rm 中 的 闭 集 . 这 可 以 从 定义 3 与 例 4 加 以 
证 明 . 集合 巨 (air) 称 为 以 a 为 中 心 、 半 径 为 > 的 闭 球 . 

命题 1 a) 设 {Ga,a e A} 是 Rm 中 任意 多 个 开 集 构成 的 集合 族 , 则 它 的 并 集 

出 Ga 是 Rm 中 的 开 集 . 

b) Rm 中 有 限 多 个 开 集 的 交集 和 ec 是 Rm 中 的 开 集 . 

a') 设 {Fosa e A} 是 Rm 中 任意 多 个 闭 集 构成 的 集合 族 , 则 它 的 交集 由 Fo 
是 Rm 中 的 闭 集 . 

b') Rm 中 有 限 多 个 闭 集 的 并 集 UR 是 Rm 中 的 闭 集 . 

4a) 若 ze A Ge, 则 存在 ao e 4, 使 得 re Go。, 因而 存在 点 z 的 一 个 5 邻 
域 B(z;6), 使 得 BG, 6) C Gao, 于 是 , B(z;6) C A Ga. 
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是 设 ze 几 Gs 则 ze Gii=1- ,7). 

设 而 ，… 二 是 这 样 的 正 数 ， 使 得 Blz;5) Cc Gi(i = 1 ,nn). 令 6 = min {61, 
5 显然 有 5 > 0 且 Bt 9) C AG:. 

2) 我 们 要 证 明 , 集合 站 Fs 在 Rn 中 的 余 集 C ( Fs) 是 Rw 中 的 开 集 . 

事实 上 ， 


C (nN m)-U 山 UU (CFs)= U Ge 


aeA aE4 
其 中 G。 = CF。 是 Rm 中 的 开 集 , 于 是 由 a) 证 得 a 人 ). 
b') 类 似 地 , 从 b) 得 到 ， 


C @ 5) -站 cm = 入 ccw 
i=l1 i=1 i=1 


例 6 集合 S(a;7) := {z e R™m|d(a,z) = rjr > 0, 叫做 以 aoe RRm 为 中 心 、 半 
径 为 7 的 球面 .S(air) 在 Rm 中 的 余 集 由 例 3 与 例 4 知道 是 开 集 的 并 集 , 再 由 命题 1 
的 a) 知道 它 是 开 集 , 因此 , 球面 5(a;7) 是 Rm 中 的 闭 集 . 


定义 4 Rm 中 包含 给 定点 的 开 集 , 称 为 这 个 点 在 Rm 中 的 邻 域 . 
特别 地 , 从 例 3 得 到 , 某 个 点 的 5 邻 域 是 这 个 点 在 Rw 中 的 邻 域 . 
定义 5 设 点 zeER", 集 合 EcCR". 


如 果 点 z 连同 它 的 某 个 邻 域 都 含 在 已 中 , 则 称 点 z 是 已 的 内 点 ; 

如 果 点 z 是 B 在 Rm 中 的 余 集 的 内 点 , 则 称 点 = 是 妃 的 外 点 ; 

如 果 点 z 既 不 是 巨 的 内 点 , 也 不 是 的 外 点 , 则 称 点 z 是 已 的 边界 点 ， 

从 这 个 定义 知道 , 集合 的 边界 点 的 特征 性 质 是 : 它 的 任 一 邻 域 中 既 含 有 集合 的 
点 , 也 含有 不 属于 此 集合 的 点 . 


例 7 球面 S(o;r),r > 0, 既是 开 球 B(a;7) 的 , 也 是 闭 球 B(a;7) 的 边界 点 的 集合 . 

例 8 点 aoeRm 是 集合 RmNa 的 边界 点 , 这 个 集合 没有 外 点 . 

例 9 球面 S(a;r) 上 的 所 有 点 都 是 这 个 球面 的 边界 点 . S(air) 作为 Rm 的 子 集 
没有 内 点 . 

定义 6 点 ae Rm 称 为 集合 BC Rm 的 极限 点 , 如 果 点 a 的 任 一 邻 域 O(a) 与 
五 的 交集 En O(a) 都 是 无 限 集 . 

定义 7 集合 Ec Rm 和 它 的 所 有 极限 点 组 成 的 集 的 并 集 , 称 为 在 Rm 中 的 
闭 包 . 集合 已 的 闭 包 常 记 作 E. 
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例 10 B(a;r) = B(air) U S(air) 是 开 球 B(a;r) 的 所 有 极限 点 的 集合 , 因此 
B(a;7) 不 同 于 B(a;7), 称 为 闭 球 . 

例 11 5(air) = S(a;7). 

我 们 不 去 说 明 上 式 成 立 的 理由 , 而 来 证 明 以 下 有 益 的 命题 . 

命题 2 (F 是 Rm 中 的 闭 集 )4=>( 在 Rm 中 有 已 = 瓦 ). 

换 句 话说 , F 是 Rm 中 的 闭 集 当 上 且 仅 当 它 含有 它 所 有 的 极限 点 . 

< 设 下 是 Rm 中 的 闭 集 , r e Rm,z # 下 . 这 时 , 开 集 G = RNF 是 点 z 的 邻 域 ， 
它 不 含 已 的 点 , 这 就 证 明了 , 如 果 z # 下, 则 z 不 是 FF 的 极限 点 . 

设 下 = 到 要 证 G = Rm\F 是 Rm 中 的 开 集 . 如 果 z e G, 则 z 4 FF 因此 z 
不 是 的 极限 点 , 这 意味 着 存在 点 z 的 一 个 邻 域 , 它 仅 含 F 的 有 限 个 点 21,… ,zn. 
因为 = 下 ,所 以 可 构造 点 的 球形 邻 域 O1(z),… ,On(z) ， 使 得 z; & Oi(z), 这 
时 O(z = 上 下 Oi(z) 是 点 z 的 邻 域 且 不 含 F 的 点 , 即 O(z) C R™\ 下 , 这 就 是 说 ， 
Rm\b = G 是 开 集 , 因而 已 是 Rm 中 的 闭 集 . > 

3. Rm 中 的 紧 集 

定义 8 集合 K c Rm 称 为 紧 集 , 如 果 从 任意 的 由 Rm 的 开 集 构成 的 K 的 覆 
盖 中 总 能 选 出 有 限 覆 盖 . 

例 12 闭 区 间 [a, 可 CR! 是 Ri 中 的 紧 集 , 这 可 以 由 有 限 覆 盖 引 理 证 明 . 

例 13 区 间 在 Rm 中 的 推广 指 的 是 集合 


I= {ze€R"|ai < zi < bi,i=1,.… ,m)}, 


它 也 叫做 m 维 区 间 , m 维 长 方 体 或 m 维 平行 多 面体 . 
我 们 证 明 :7 是 Rm 中 的 紧 集 . 
< 假定 有 7 的 某 个 开 覆 盖 不 含有 限 覆 盖 . 把 的 每 个 坐标 区 间 


五 = {fzte 有 lots 和 bj (i=1,.…,m) 


二 等 分 , 就 把 工分 成 了 2m 个 m 维 区 间 , 这 些 m 维 区 间 中 至 少 有 一 个 不 具有 有 限 覆 
盖 , 对 这 个 m 维 区 间 仍 采取 上 面 的 做 法 , 又 得 到 一 个 不 具有 有 限 覆 盖 的 m 维 区 间 ， 
继续 这 个 过 程 , 我 们 得 到 一 个 闭 m 维 区 间 序 列 


了 = 五 D 卫 D…2PD…， 
这 个 序列 中 任何 一 个 闭 m 维 区 间 都 不 具有 有 限 覆 盖 . 如 果 记 


而 ={zeRmlo <ri Sb,i= 1 ,m), 
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那么 , 按照 上 面 的 做 法 , 对 于 每 个 i € {1,… ,m}, 坐标 区 间 ai < zi < 所 (n= 
1,2,…) 构成 一 个 闭 区 间 套 , 它 的 长 趋 于 零 ， 因 此 对 每 个 i € {1,… ,m}, 存在 一 
个 属于 所 有 这 些 区 间 的 公共 点 后 < [ai, 世 ]， 由 此 得 到 属于 所 有 mm 维 区 间 I = 
石 ,2,… ;In,… 的 点 € = (1，… ,Em). 因为 & e 大 所 以 在 覆盖 工 的 开 集 族 中 ， 
存在 一 个 开 集 G, 使 得 & e G, 这 就 是 说 , 存在 5 > 0, 使 得 B(&;5) C G. 但 是 , 按照 
上 面 的 做 法 及 关系 式 (2), 可 以 找到 足 码 N, 当 n > N 时 ,有 I C B(&;6) C G 而 这 
与 mm 维 区 间 I 在 给 定 覆 盖 族 中 没有 有 限 覆 盖 是 矛盾 的 . > 


命题 8 如 果 KK 是 Rm 中 的 紧 集 ， 则 
a) K 是 有 Rm 中 的 闭 集 ; 
b) K 中 任何 一 个 闭 集 都 是 紧 集 . 


< a) 我 们 要 证 :K 的 任 一 极限 点 a e Rm 都 属于 K. 假设 a。 4 K， 对 于 每 个 
z € K, 可 以 构造 这 样 的 邻 域 G(z), 使 得 点 a 也 存在 一 个 邻 域 与 G(z) 没有 公共 点 . 
所 有 这 些 邻 域 组 成 的 集合 族 {G(z)}(z e K), 是 紧 集 K 的 一 个 开 覆 盖 , 从 中 可 选 出 
有 限 覆盖 G(z1),… , G(zn). 如 果 Oi(a) 是 点 a 的 邻 域 , 且 使 G(zi) n Oi(a) = 那 
么 ,集合 O(o) = 内 Oo) 同样 是 点 "的 邻 域 , 而且 显然 有 天 nmO(a) = 2. 这 梯 一 来 ， 
点 a 不 可 能 是 K 的 极限 点 . 

b) 设 正 是 Rm 中 的 闭 集 , 且 FC K. 设 {Ga},a € 4 是 覆盖 下 的 开 集 族 , 再 加 
上 一 个 开 集 G = RmNF, 就 构成 Rm 的 开 覆 盖 , 特别 是 K 的 开 覆 盖 , 从 中 选 出 K 的 
一 个 有 限 覆 盖 , 它 同样 覆盖 了 F, 注意 到 Gn F = 2, 因此 , 由 G 属于 这 个 有 限 黎 盖 ， 
可 知 , 去 掉 它 以 后 , 我 们 仍然 能 从 开 集 族 {Ga}(a e 4) 中 找到 F 的 一 个 有 限 禾 盖 . > 


定义 9 量 


d(E):= sup d(z1,72) 
z1,72EB 


称 为 集合 已 C Rm 的 直径 . 
定义 10 集合 EC Rm 称 为 有 界 集 , 如 果 它 的 直径 是 有 限 数 . 
命题 4 如 果 KK 是 民 m 中 的 紧 集 , 则 K 是 民 m 中 的 有 界 集 . 


< 任 取 a e Rm, 考察 一 系列 的 球 {B(a;n)} (n = 1,2,…), 它们 构成 Rw 的 一 
个 开 覆 盖 , 因而 也 是 K 的 一 个 开 覆 盖 , 假如 K 不 是 有 界 集 , 那么 , 从 这 个 开 禾 盖 中 
不 可 能 找 出 K 的 一 个 有 限 覆 盖 . > 


命题 5 集合 K CRm 是 紧 集 当 且 仅 当 有 是 Rw 中 的 有 界 闭 集 . 


4 这 个 命题 的 必要 性 我 们 已 经 在 命题 3 与 命题 4 中 证 明 过 了 . 
现在 证 明 命题 的 充分 性 . 因为 K 是 有 界 集 , 所 以 , 可 以 找到 一 个 m 维 区 间 工 包 
含 K, 在 例 13 中 我 们 证 明了 工 是 Rm 中 的 紧 集 , 又 因 K 是 包含 在 了 中 的 闭 集 , 根 
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据 命题 3 的 b) 知道 K 本 身 也 是 Rm 中 的 紧 集 . > 


练 习 


1. 设 杞 ,Ez C Rnm, 量 
d(E1, Ez) := 
称 为 集合 忆 , 与 Es 之 间 的 距离 . 
举例 说 明 , 在 R" 中 存在 没有 公共 点 的 闭 集 1, Ez 使 d(EEi, E2) = 0. 
2. 证 明 : 
a) 任 一 集合 电 C Rm 的 闭 包 巨 是 Rm 中 的 闭 集 . 
b) 任 一 集合 EC Rm 的 边界 点 的 集合 95 是 R 中 的 闭 集 . 
6) 如 果 G 是 Rm 中 的 开 集 , 下 是 R 中 的 闭 集 , 则 G\F 是 Rm 中 的 开 集 . 
3. 证 明 : 如 果 KK > Ka 2 … 2 Ka … 是 一 个 紧 集 列 套 , 则 内 K, 六 
4. a) 在 空间 R* 中 , 二 维 球面 5? 和 圆周 S1 能 不 能 有 那样 的 位 置 关系 : 从 球面 上 任意 点 到 加 
周 上 任意 点 的 距离 都 是 一 样 的 . 
b) 对 任意 维 球面 5",S" C R* 研究 问题 a). 试问, 当 m,n, 及 有 什么 关系 时 , 所 说 的 位 置 
关系 成 立 . 


d(x1, z+2) 


inf 
Tz1€E1,r2EE2 
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1， 函数 的 极限 “在 第 三 章 中 我 们 已 经 详细 研究 了 定义 在 集合 X 上 的 实 值 函 数 
f :X 一 及 关于 X 中 的 基 已 的 极限 运算 . 

在 本 节 中 , 我 们 要 考察 定义 在 集合 X 上 而 值 域 在 R"(n e N) 中 的 函数 f :X 一 
Rn” 的 极限 理论 . 

我 们 从 一 般 的 基本 定义 开始 . 

定义 1 点 AeR" 称 为 映射 / : X -及 "关于 X 中 基 B 的 极限 , 如果 对 于 点 4 
的 任 一 邻 域 V(4), 存在 B e 8, 使 得 f(B) Cc V(4). 

简 言 之 ， 

iim f(z) = 4:= (WW(A)3B € B(f(B) © V(A))). 

我 们 看 到 , 函数 f : X 一 Rn 的 极限 定义 与 函数 f : X 一 及 的 极限 定义 是 完全 

一 致 的 , 如 果 对 于 任何 ne N 我 们 都 想像 得 出 点 A e R" 的 邻 域 是 什么 的 话 . 


定义 2 映射 : X 一 R" 叫做 有 界 映 射 , 如 果 集 合 f(X) Cc R" 在 R" 中 有 界 . 


定义 3 设 B 是 集合 X 中 的 基 . 映射 1 : X 一 R" 叫做 对 基 B 最 终 有 界 映射， 
如 果 存在 Be B, 使 得 f 在 B 上 有 界 . 
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由 这 些 定义 出 发 , 容易 证 明 我 们 在 第 三 章 中 已 经 证 明了 的 那些 论断 , 即 

函数 f : X 一 Rn" 关于 X 中 的 基 B 至 多 有 一 个 极限 ; 

若 函 数 站 : X 一 Rn 关于 X 中 的 基 8 有 极限 , 则 f 对 于 基 B 是 最 终 有 界 的 . 
直接 了 当地 利用 R" 中 的 度量 , 可 以 把 定义 1 写成 另外 的 形式 , 即 

定义 1 


(i f(s) = A eR") := (Ve > 03B € BYz € B(d(f(2), A) < 6)) 


或 
定义 1” 
(i f(z) = 4eRn) := (ip dl(f(z), A) =0). 


映射 1 : X 一 Rn 的 特征 是 : 由 于 点 ye Rn 是 由 n 个 实数 组 成 的 有 序数 组 
(3m), 因此 , 函数 :XX 一 R" 等 价 于 n 个 实 值 函数 fi :XX 一 R(i= 1,… ,n)， 
其 中 fi(z) = yi(i = 1,… ,n). 

如 果 4 = (41,… ,A"),y = (加 20), 那么 , 成 立 不 等 式 


ly -Ail< dly, A) < Va: ee, ly -Al (1) 
从 它 看 出 ， 
lim f(z) =A$ lim f(z) =4 (i=1,.…,n), (2) 
也 就 是 说 , R* 中 的 收敛 是 按 坐标 收敛 . 
现在 设 X = N 自然 数 集 , 而 B 是 它 的 基 上 一 o0,k e N， 这 时 , 函数 


f :N 一 Rn" 是 空间 Rr 中 的 点 列 {yk},k€ N. 


定义 4 点 列 {yk},kE N,vyk: E RR" 称 为 基本 点 列 ， 如 果 对 于 任意 的 e > 0, 存在 
N e N, 使 得 对 任意 的 kh, ko > N, 有 d(yki, yks) < < 


从 不 等 式 (1) 看 出 , 点 列 yk = ( 忠 ,… , 妨 ) e R" 是 基本 的 当 且 仅 当 它 的 每 一 个 
坐标 列 { 听 } ,ke N,i = 1,… ,n 是 基本 的 . 

由 不 等 式 (1) 及 数列 收敛 的 柯 西 准则 可 以 断言 , R" 中 的 点 列 是 收敛 的 当 且 仅 当 
它 是 基本 的 . 

换 句 话说 , 柯 西 准则 在 R" 中 是 正确 的 . 

今后 , 一 个 度量 空间 , 如 果 其 中 每 个 基本 列 都 有 极限 , 则 称 它 为 完备 度量 空间 . 
这 样 , 我 们 现在 证 明了 对 任意 的 ne N,R”" 是 完备 度量 空间 . 


定义 5 设 EcX, 量 
w(f;E) := d(f(E)) 
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称 为 函数 f :X 一 Rn 在 巨 上 的 振幅 , 其 中 d(f(E)) 是 集合 f(E) c R" 的 直径 . 
由 此 可 见 , 定义 5 是 实 值 函 数 在 集合 E 上 的 振幅 概念 的 直接 推广 . 
与 R" 的 完备 性 有 关 , 我 们 有 下 面 关 于 函数 f : XX 一 Rn 极限 存在 性 的 柯 西 
准则 . 


定理 1 设 义 是 一 个 集合 , B 是 义 中 的 基 , 函数 小:X 一 有" 关于 基 BB 有 极限 
当 且 仅 当 对 于 任意 的 es > 0, 存在 Be B, 使 得 f 在 B 上 的 振幅 小 于 6. 
也 就 是 
3lip f(s) © ve >03B eB (wlf;B) < e). 


定理 1 的 证 明 可 以 逐 字 逐 句 重复 函数 极限 存在 的 柯 西 准则 的 证 明 (第 三 章 82 
定理 4), 唯一 需要 改变 的 是 把 |f(z1) - f(z2)| 换 为 d(f(z1), f(z2))- 

定理 1 的 正确 性 还 可 用 另外 方式 加 以 证 明 , 这 就 是 承认 实 值 函数 的 柯 西 准则 并 
利用 关系 式 (2) 和 (1). 

对 于 函数 值 在 R" 中 的 函数 , 关于 复合 函数 极限 的 重要 定理 也 成 立 . 


定理 2 设 Y 是 集合 , By 是 Y 中 的 基 , 映射 9 :Y 一 及" 关于 基 By 有 极限 . 

设 久 是 集合 , Bx 是 六 中 的 基 , 了 :和 一 下 是 从 和 到 Y 的 映射 , 而且, 对 于 任 
意 的 By e By, 存在 Bx € Bx, 使 得 f(Bx) C By. 

在 这 些 条 件 下 , 映射 与 g 的 复合 映射 go : X 一 恨 * 关于 基 Bx 有 极限 , 且 


Wy° f)(®) = Wm gly). 


为 了 证 明定 理 2, 或 者 重复 第 三 章 82 定理 5 的 证 明 , 只 要 把 R 换 成 R", 或 者 利 
用 第 三 章 82 定理 5 及 关系 式 (2). 

直到 现在 , 我 们 考察 的 函数 f : X 一 Rn 的 定义 域 X 是 一 个 抽象 的 集合 , 今后 ， 
首先 使 我 们 感 兴趣 的 是 X 为 空间 Rm 中 的 子 集 的 情形 . 

像 以 前 一 样 , 我 们 约定 ， 

U(a) 一 一 点 a E Rm 的 邻 域 ; 

UV(a) 一 一 点 ae Rm 的 去 心 邻 域 , 即 U(a) := U(a)\a; 

Ug(a) 一 一 点 a 在 集合 E 中 的 邻 域 , 即 Ug(a) := ENU(a); 

Vs(a) 一 一 点 a 在 集合 已 中 的 去 心 邻 域 , 即 De(a) := ENUV(a); 

z 一 aa 一 一 点 a 的 去 心 邻 域 组 成 Rm 中 的 基 ; 

z 一 oo 一 一 无穷 远 点 邻 域 组 成 的 基 , 即 由 集合 R™\B(a;7) 组 成 的 基 ; 

Zz 一 qzEB 或 (E37 一 a) 一 一 点 a 在 集合 已 中 的 去 心 邻 域 组 成 的 基 , 且 a 
是 EE 的 极限 点 ; 

ZI 一 00,T E 马 或 (E37 一 00) 一 一 无 穷 远 点 在 集合 中 的 邻 域 , 即 E\B(a;7) 
组 成 的 基 , 且 EE 是 无 界 集 . 
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如 果 f : 巨 一 R" 是 从 集合 Cc Rm 到 R" 中 的 映射 , 那么 , 利用 上 面 的 记号 可 
以 使 定义 1 表示 的 函数 极限 具体 化 : 


(sm, f(z) = 4) := (ve > 0 3Ug(a) Vz € Ug(a) (d(f (2), A) < eo)). 
上 式 也 可 写成 另外 的 样子 : 
(my 一 4) :=(Ye >035>0VvreE(0<dz,a) <6=d(f(z), A) < e)). 

其 中 d(z,a) 与 d(f(z), 4) 分 别 是 空间 Rm 与 R" 中 所 指 的 点 之 间 的 距离 . 

最 后 ， 

(lim, f(z) = 4) := (Ve > 0 3B(a;7) Vz € R™\B(a;7) (d(f (7), A) < a)). 

我 们 还 约定 , 对 于 映射 了 : X 一 R", 术语 “对 于 基 B, f(z) 一 00” 指 的 是 : 对 于 

任意 的 球 B(4; r) Cc R", 存在 Be B, 使 得 f(B) C R"\B(A;7). 


例 1 设 z rmi(z), 其 中 zi :Rm 一 及 是 将 空间 Rm 的 每 个 点 z = (zl …， 
zm) 与 它 的 第 i 个 坐标 zi 相对 应 的 映射 , 即 


ni(z) = zi. 


如 果 a = (al,…… ,am), 那么 ， 
当 z 一 a 时 ， 有 "i(z) 一 at 
如 果 m > 1. 当 z 一 co 时 , 函数 z 一 ri(z) 既 不 趋 于 有 限 数 , 也 不 趋 于 无 穷 远 . 
同时 a 
当 z 一 oo 时 ， 有 f(z) = > (mi(z))? 一 oo. 


i=1 
不 要 认为 多 变量 函数 的 极限 可 以 通过 逐次 按 坐 标 求 极限 的 方法 来 得 到 ,下面 的 
例题 可 以 使 人 相信 这 个 看 法 - 


例 2 设 函数 f :R? 一 RR 在 点 (z,y) < 了? 的 定义 是 


f(z,Yy) = P+ 卫生 
0, T+ =0. 


则 fo, = f(z,0) =0 而 当 z 关 0, 有 f(z,z)=3 
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因此 , 这 个 函数 当 (z,y) 一 (0,0) 时 没有 极限 . 


但 是 
lm(lim f(z,9)) = lm CO) = 0， 
lim (lim f(z,9)) = ‘im(0) = 0. 
z—0 3 一 0 
例 3 对 于 函数 
rz 7 7 
f(y) = 人 £0, 
0, z2+y =0, 
有 
lim (lim yc) = Jimy (- 纯 ) 本 
lim (lim f(z,y)) = lim (5) i 
例 4 对 于 函数 
:4 
f(z,9) = 人 Z 关 0, 
0, z=0, 
有 
(ooo) f(y) =0, 
lm(lim f(z2,9)) = 
但 是 , 累 次 极限 
lim (lim f(z,9)) 
根本 就 不 存在 . 
例 5 函数 
Pe 
f(z,y) = 9 T+ b 
0, z+ =0, 


当 点 (z,y) 沿 任意 射线 z = at,y = Bt 趋 于 坐标 原 : 点 时 以 零 为 极限 ， 
但 是 , 函数 在 形 如 (a,a?)( 其 中 o 关 0) 的 任意 点 处 的 什 等 于 3 , 因此 当 (x,y) 一 
(0,0) 时 , 函数 没有 极限 . 
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2. 多 变量 连续 函数 及 其 性 质 设 是 空间 Rm 中 的 集合 , :EE 一 R" 是 定义 
在 EE 上 在 R" 中 取 值 的 函数 . 
定义 6 函数 f : EE 一 R" 称 为 在 点 ae EE 是 连续 的 , 如 果 对 于 函数 值 f(a) 的 
任意 邻 域 V(f(a)), 存在 点 a 在 EE 中 的 邻 域 Ue(a), 使 得 f(Ue(a)) CV(f(a)). 
也 就 是 
(f :一 一 Rn 在 ae 五 连续 ):=(YV(f(a) 3Ug(a) 
(J(UE(a) © V(f(o)))). 


我 们 看 出 , 定义 6 在 形式 上 与 第 四 章 81 的 定义 1 中 我 们 熟悉 的 实 值 函 数 的 连 
续 性 是 完全 一 样 的 . 和 那里 一 样 , 我 们 可 以 把 上 述 定义 改写 为 下 面 形式 


(f :已 一 Rn 在 ae 瑟 连 续 ) := 
(ve >0 35>0VzeB (dz,a) <63 d(f(z), f(a)) <e). 


或 者 , 当 点 a 是 的 极限 点 时 , 也 可 写成 
(f : 忆 一 R" 在 a € E 连 续 ) := (plim,,f(7) = f(%)). 


正如 在 第 四 章 中 已 经 指出 的 那样 , 连续 概念 中 使 我 们 感 兴趣 的 是 点 ce 忆 为 忆 
的 极限 点 且 函 数 在 点 a 有 定义 的 情形 . 
从 定义 6 及 关系 式 (2) 得 到 , 用 关系 式 


(zh 一 (下 
给 出 的 映射 矿 : EB 一 Rn 在 某 点 连续 当 且 仅 当 每 个 函数 yi = 产 (z ,zm) (i= 


1,… ,mn) 在 这 点 连续 . 
特别 地 , 当 I CR 是 区 间 , 函数 f1(z),… ,f"(z) 在 工 上 连续 时 , 称 由 


zy= (V9) = (fF (7),. ,f°(7)) 

定义 的 映射 /: 了 一 R" 为 Rn 中 的 道路 . 这 就 是 说 , R" 中 的 道路 是 从 实 轴 上 的 区 间 
I CR 到 Rn 中 的 连续 映射 . 

类 似 于 实 值 函 数 在 一 点 的 振幅 定义 , 我 们 引入 函数 值 在 R" 中 的 函数 在 一 点 的 
振幅 概念 . 

. 设 EcR",aeE,Be(a;r) := ENB(a;r). 
定义 7 量 
wl(f;a) = ,lim wf; Be(o; 7)) 
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称 为 函数 f : E 一 Rn 在 点 a & EE 的 振幅 . 

从 连续 函数 的 定义 6, 并 注意 柯 西 准则 及 极限 性 质 , 我 们 可 以 得 到 经 常用 到 的 连 
续 函 数 局 部 性 质 , 列举 如 下 : 

连续 函数 的 局 部 性 质 

a) 映射 了 : 互 一 RR" 在 点 aE 忆 CRm 连续 当 且 仅 当 w(f;a) = 0. 

b) 在 点 ae 已 连续 的 映射 了 :已 一 Rn 在 此 点 的 某 个 邻 域 Ug(a) 上 有 界 . 

c) 车 集合 Y C Rr 上 的 映射 9 :Y 一 RR* 在 点 yo EY 连续 , 集合 X C Rm 上 的 
映射 了 :X 一 了 在 点 zo E XX 连续 , 且 flzo) = yo, 则 映射 gof :X 一 有 Rs 存在 且 在 
点 To EX 连续 . 

对 于 实 值 函 数 , 除 上 述 性 质 外 还 有 下 面 的 性 质 

d) 车 函数 厂 :已 一 及 在 点 ae 轧 连续 且 f(a) > 0(f(a) < 0), 则 存在 点 在 轧 
中 的 领域 Ug(a), 使 得 对 一 切 ze Ug(a), 有 f(z) > 0(f(z) < 0). 

@) 若 函数 厂 : 已 一 及 和 函数 g : 轧 一 及 在 点 ae 瑟 连续 , 则 它们 的 线性 组 合 
(af +Bg) :已 一 以 其 中 amB ER 乘积 (fg): 忆 一 了 及, 商 (2 :万 一 及, 其 中 
g(z) 关 0,ze 轧 在 点 ae 已 连续 . 

我 们 规定 , 如 果 函 数 了 :已 一 Rn 在 已 的 每 一 点 连续 , 则 称 函 数 f 在 上 连续 . 

集合 互 上 一 切 连续 函数 f : 巨 一 Rn 的 集合 记 作 C(E;R"). 如 果 按 上 下 文 意思 
函数 值 域 很 清楚 , 则 可 简 记 作 C(E). 通常 这 种 省 略 记 号 是 用 在 R" = RR 的 情形 . 


例 6 从 Rm 到 及 的 函数 (z1,… ,zm") 四 zi (i=1,…,m) ( 称 为 投影 ) 显然 
在 任 一 点 a = (a!,… ,am) e Rm 连续 , 这 是 因为 lim "(x) =ai="i(a). 

例 7 对 于 任何 定义 在 及 上 的 函数 z 上 f(z), 例如 z m sinz, 可 以 考察 定 
义 在 Ra 上 的 函数 (z,g) 必 f(z)， 这 时 , 如 果 函 数 f 在 RR 上 连续 , 那么 ,新 函数 
(eg 四 f(z) 在 R? 上 连续 , 这 可 以 直接 由 连续 的 定义 来 验证 , 也 可 以 由 函数 下 是 
连续 函数 的 复合 函数 (fo 7!)(z,y) 来 证 实 . 


特别 地 , 由 此 , 并 注意 <) ,e), 得 到 , 例如 函数 
f(z,9) =sinz + eY, f(z,Y) = arctg(In(|z| + yl + 1)) 


在 R? 上 连续 . 

注意 , 上 述 论证 本 质 上 是 局 部 的 , 而 例子 中 的 函数 f 与 下 分 别 在 整个 实 轴 民 或 
平面 R? 上 定义 , 这 种 情形 是 偶然 的 . 

例 8 例 2 中 的 函数 f(z,y) 在 空间 R? 中 除 点 (0,0) 外 在 任 一 点 连续 . 注意 , 虽 
然 函 数 f(z,y) 在 点 (0,0) 不 连续 , 但 这 个 函数 当 其 中 一 个 变量 固定 时 , 对 另 一 个 变 
量 而 言 是 连续 的 . 
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例 9 若 函 数 f : 已 一 Rn 在 集合 EE 上 连续 , 而 户 是 E 的 子 集 , 那么 , 函数 了 
在 这 个 子 集 上 的 限制 fls 在 巨 上 连续 , 这 可 以 由 函数 在 一 点 的 连续 性 定义 直接 得 到 
证 实 . 

现在 转 人 连续 函数 的 全 局 性 质 的 研究 . 首先 给 出 几 个 定义 . 


定义 8 从 集合 EC BRm 到 R" 中 的 映射 :一 R" 称 为 在 马上 的 一 致 连续 
映射 , 如 果 对 于 任意 的 es > 0, 存在 5 > 0, 对 任意 的 使 得 d(z1,z2) < 5 的 zi zz e 已 
有 d(f(z1), f(z2)) < <. 

这 里 , dtzi,za) 与 d(f(z1), f(z2)) 分 别 是 Rm 与 及" 中 两 点 间 的 距离 . 

当 m =n= 1 时, 上 述 定义 就 是 我 们 熟悉 的 数值 函数 一 致 连续 性 的 定义 . 

定义 9 集合 已 c Rm 称 为 路 连通 的 , 如 果 对 于 EE 中 任意 一 对 点 zo 与 zl, 总 
存在 一 条 以 zo 与 zi 为 两 个 端点 的 道路 :了 一 已 , 并 且 它 的 承载 子 在 EE 中 . 

换 句 话说 , 从 已 中 任 一 点 zo 出 发 不 超出 已 的 范围 可 以 达到 EE 中 另外 的 任何 
一 个 点 zl. 

因为 我 们 暂时 不 考察 除 路 连通 集 以 外 的 其 他 连通 集 概念 , 所 以 为 了 简便 , 我 们 
暂时 称 路 连通 集 为 连通 集 . 

定义 10 称 空间 Rm 中 的 开 连 通 集 为 Rm 中 的 区 域 . 


例 10 Rm 中 的 球 B(air)j(r > 0) 是 区 域 . 我 们 已 经 知道 B(a;7) 是 Rm 中 的 开 
集 , 现在 证 明 : 球 是 连通 的 . 设 zo = (z3,… ,28),z1 = (z1,… ,z?) 是 球 的 两 个 点 ， 
用 函数 zi(t) = tzi + (1 一直 zw (i = 1,… ,m) 表示 定义 在 闭 区 间 0 < t < 1 上 连接 
zo 与 zl 的 道路 , 而 且 它 的 承载 子 在 球 中 , 这 是 因为 , 由 闵可夫 斯 基 不 等 式 , 对 任意 
的 te [0,1], 有 


da) -人 co-o = /Se -ad + 0 0b a) 


i=1 


< /Eee 一 o)2 十 Be —t)(zé — oi))? 


i1 


=t Se 一 ai)2+(1 一 切 一 ai)2 
i=1 i=1 
< 杂 二 (1 一 br 一 六 


例 11 用 方程 (z0)2 + (z2)2 = r2 (7 > 0) 给 出 的 圆周 (一 维 球面 ) 是 R? 中 的 
子 集 . 设 zl = recostiz2 = rsint 我 们 看 到 , 圆周 上 任 一 对 点 都 可 用 沿 圆周 的 道路 联 
结 , 也 就 是 说 , 圆周 是 连通 集 . 但 是 , 这 个 集 在 R? 中 不 是 区 域 , 因为 它 在 R? 中 不 是 
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开 集 . 


现在 叙述 基本 的 

连续 函数 的 整体 性 质 

a) 如 果 映 射 : K 一 R" 在 紧 集 K C Rm 上 连续 , 则 它 在 K 上 一 致 连续 . 

b) 如 果 映 射 : K 一 及 "在 紧 集 KK C Rm 上 连续 , 则 它 在 K 上 有 界 . 

c) 如 果 函 数 1 : K 一 民 在 紧 集 K C RRm 上 连续 , 则 它 在 K 上 具有 最 大 、 最 
小 值 . 

d) 如 果 函 数 有 : 忆 一 展 在 连通 集 上 连续 , 且 f 在 a,be 万 具有 值 f(a) = 
A,f(b) = B, 则 对 和 与 BB 之 间 任 意 的 数 C, 存在 点 ce 忆 , 使 得 f(c)=C. 

在 第 四 章 $2 中 , 我 们 已 经 研究 了 单 变量 数值 函数 的 局 部 与 整体 性 质 , 并 且 给 出 
了 它们 的 证 明 , 这 些 证 明 , 除 d) 以 外 , 都 可 转移 到 上 述 更 一 般 的 情形 , 唯一 需要 改动 
的 是 把 表达 式 |z1 - za| 与 |f(z1) - f(z2)| 分 别 改 为 d(z1,z2) 与 d(f(z1),f(z2)), 这 
里 d 是 所 考察 的 点 所 在 空间 中 的 距离 . 下 面 我 们 给 出 d) 的 证 明 . 

<d) 设 :1 一 巨 是 忆 中 的 道路 ,T=[a,8]cR,T(a)=a,T(8)=b,T 是 T 上 
的 连续 映射 . 由 于 已 是 连通 集 , 这 样 的 道路 是 存在 的 . 函数 fo 了 : 工 一 及 作为 连续 
函数 的 复合 函数 是 连续 的 , 所 以 , 存在 点 Ye [oa 有, 使 得 fo ro) = C. 令 c= Ph)， 
则 有 ce 互 且 fc) = C.m 


例 12 在 Rm 中 用 方程 


(21)2 十.… 十 (zm)2 一 72 


给 出 的 球面 S(0;7) 是 紧 集 . 
事实 上 , 从 函数 
人 am 
i=1 
的 连续 性 得 知 球面 是 闭 集 , 而 从 球面 上 的 点 者 满足 ja < 7 (i = … ,m) 得 知 它 
是 有 界 的 . 
函数 


(ze Em)  (zD2 十 … 十 (zk)2 一 (zk+1)2 一 一 (2zm)2 


在 整个 空间 Rm 上 连续 , 因此 , 它 在 球面 上 的 限制 连续 , 由 连续 函数 的 整体 性 质 c) 知 
道 它 在 球面 上 取 到 最 小 值 与 最 大 值 . 在 球面 上 的 两 点 (7,0,… ,0) 与 (0,… ,0,7) 处 
考察 这 个 函数 , 它 分 别 取 值 r? 与 -2. 因为 球面 是 连通 集 (参看 本 节 末 的 习题 3), 根 
据 连 续 函数 的 整体 性 质 d) 可 以 断定 , 在 球面 上 存在 一 点 , 使 得 上 述 函 数 在 此 点 的 值 
为 零 . 
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例 13 开 集 RmN\S(0;r)(r > 0) 不 是 区 域 , 因为 它 不 是 连通 集 ， 事实 上 ， 如 
果 了 : 了 一 Rm 是 道路 , 它 的 一 个 端点 是 zo = (0,… ,0), 另 一 个 端点 是 zl = 
(z3,… 2), 且 (24)? 十 … 十 (ZY)? > 7?, 设 函数 :RR 一 及 由 关系 式 (x1,… ,zm) EA 
(z1)? 十 … 十 (z")? 确定 , 则 研 与 f 的 复合 映射 是 区 间 工 上 的 连续 函数 , 而 且 它 在 两 个 
端点 处 的 值 分 别 小 于 与 大 于 r?, 因此 在 闭 区 间 了 上 存在 一 点 ?, 使 得 (for)(7) =7?. 
这 样 , 道路 的 承载 子 上 的 点 zy = T(Y) 应 处 在 球面 S(0;r) 上 . 我 们 证 明了 , 从 球 
B(0ir) Cc Rm 中 一 点 出 发 不 穿 过 它 的 边界 5(0;7) 是 走 不 出 去 的 . 


练 习 


1. 设 fe C(Rm;R). 证 明 : 
a) 集合 = {z e R™"|f(z) < c} 是 Rw 中 的 开 集 . 
b) 集合 Eo = {z e R™|f(z) < c} 是 Rw 中 的 闭 集 . 
c) 集合 Es = {z € R™|f(z) = c} 是 Rm 中 的 闭 集 . 
d) 如 果 z 一 oo 时 , f(z) 一 +oo, 则 Ez, Es 是 Rm 中 的 紧 集 . 
e) 对 任意 的 函数 了 : Rm 一 R, 集合 Es = {z e R™|w(f,z) > e} 是 Rm 中 的 闭 集 . 
2. 证 明 : 映射 :Rm 一 R” 连续 当 且 仅 当 R” 中 任 一 开 集 的 原 像 是 R" 中 的 开 集 . 
3. 证 明 : 
a) 连通 集 已 在 连续 映射 了 : EB 一 R” 下 的 像 f(E) 是 连通 集 . 
b) 有 公共 点 的 连通 集 的 并 集 是 连通 集 . 
c) 半球 面 (z0)2 十 … 十 (2")? = 1,z” > 0, 是 连通 集 . 
d) 球面 (z1)? 十 … 十 (z")? = 1 是 连通 集 . 
e) 车 已 C RR 是 连通 集 , 则 EE 是 民 上 的 区 间 ( 即 闭 区 间 , 半 开 区 间 , 开 区 间 , 射线 或 整个 
数 轴 ). oy 
f) 车 zo 与 zi 分 别 是 集合 M C Rm 的 内 点 与 外 点 , 则 以 zo 与 ri 为 端点 的 任何 一 条 道 
路 的 承载 子 与 集合 M 的 边界 相交 . 
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§1. Rm 中 的 线性 结构 


1. 作为 向 量 空间 的 Rm 从 代数 教程 中 已 经 很 熟悉 向 量 空间 的 概念 了 . 
如 果 在 Rm 中 对 于 元 素 zl = (z},… ,x 下) 与 zz = (23,… ,2z 罗 ), 按照 公式 


ZT1+ 72 = (1+ 2 ,TP + rr) (1) 

引进 加 法 , 对 于 Rm 中 的 元 素 z = (z1,… ,zm) 与 及 中 的 数 入 e R, 按照 公式 
Mr = (Xl, ,Mz™) (2) 
引进 数 乘法 , 那么 Rm 便 成 为 实数 域 上 的 线性 空间 . 它 的 点 现在 可 以 称 为 向 量 . 向 量 
人 = (0 ,0,1,0,. ,0) (i=1,..,m) (3) 


(这 里 数 1 仅 在 第 i 个 位 置 出 现 ) 组 成 Rm 的 极 大 线性 无 关 组 , 因此 称 Rm 为 m 维 向 
量 空间 . 
了 Rm 中 任 一 向 量 z 可 以 按照 基底 (3) 展开 , 即 表 成 形式 


zz 一 zlel 十 … 十 Zmem- (4) 

我 们 约定 , 向 量 的 指标 记 在 向 量 的 下 方 , 向 量 的 坐标 的 指标 则 记 在 它 的 上 方 , 使 
用 它 有 很 多 方便 的 地 方 . 特别 是 按照 爱 因 斯 坦 @ 约 定 可 把 (4) 式 简 写成 如 下 形式 

T= 7'ei, (5) 


外 爱 因 斯 坦 (A. Einstein)(1879 一 1955) 是 20 世纪 最 伟大 的 物理 学 家 . 他 在 量子 学 方面 , 特别 是 
相对 论 方面 的 工作 给 整个 现代 物理 学 以 革命 性 的 影响 . 
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这 里 认为 同一 个 指标 在 上 方 与 下 方 都 出 现 , 就 意味 着 关于 这 个 指标 在 它 的 变化 范围 
内 求 和 . 

2. 线性 映射 工 : Rm 一 R" 我 们 知道 , 从 一 个 向 量 空间 X 到 另 一 个 向 量 空间 
Y 的 映射 工 : X 一 了 称 为 线性 的 , 如 果 对 于 任意 的 z1,z2 e XX 和 入 1, 和 2 ER, 有 


L(AMz1 + Xaz2) = A1L(T1) + ML(z2). 


使 我 们 感 兴趣 的 是 线性 映射 L : R™ 一 R”. 
如 果 {e1,… ,em} 与 {6@1,… ,én} 分 别 是 Rw 与 R" 中 给 定 的 基底 , 那么 , 在 知 
道 了 展开 式 
Lei) =alé1+:.*+arén =alé; (i=1,..,m) (6) 
即 基 底 向 量 在 线性 映射 L : Rm 一 R" 下 的 像 以 后 , 由 映射 工 的 线性 性 质 , 对 于 R™ 
中 任 一 向 量 
h= jel + jh2ez 十 … 十 hmem = hiei, 
可 以 求 出 它 在 工 下 的 像 L(h) 在 Rn 的 基底 {61,… ,En} 下 的 展开 式 
L(h) = L(hiei) = hiL(ei) = hialé; = aihié; (7) 


写成 坐标 形式 是 
L(h) = (ai ,age)， (8) 


在 给 定 Rn 的 基底 后 , 可 以 把 映射 工 : Rm 一 R" 看 作 是 由 n 个 (坐标 ) 映射 
I : Rm 一 及 构成 的 序 组 
L=(L,...,L"). (9) 


考虑 到 (8) 式 , 容易 断定 映射 : Rm 一 R" 是 线性 的 当 且 仅 当 (9) 式 中 每 个 映 
射 L; 都 是 线性 的 . 
如 果 把 (9) 式 写 成 列 的 形式 , 那么 由 (8) 式 得 


Li(h) a eal 如 
zu=| : =-| 清册 NE (10) 
Ln"(h) oP ye 


这 样 , 在 Rm 与 Rn 中 给 定 基底 以 后 , 可 以 建立 线性 映射 L :Rm 一 RR" 与 mxn 
矩阵 (aj)(i = 1,… ,m;j = 1,… ,n) 之 间 的 1-1 对 应 . 线性 映射 的 矩阵 (af) 的 第 i 
列 元 素 是 向 量 ei e {e1,… ,em} 在 工 下 的 像 L(ei) 的 坐标 . 任 一 向 量 h= hies € R™ 
在 工 下 的 像 L(h) 的 坐标 可 以 用 线性 映射 的 矩阵 与 向 量 h 的 坐标 构成 的 列 向 量 的 乘 
积 (10) 得 到 . 
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如 果 在 R* 中 有 向 量 空间 结构 , 那么 可 以 引入 关于 映射 及 : XX 一 R" 与 映射 
五 :XX 一 R" 的 线性 组 合 Xi 六 + Xa 户 的 概念 , 它 用 下 式 定义 


Qfi + Mfo)(z) := Af(z) + Mfo(z). (11) 
特别 地 , 线性 映射 1 : Rm 一 R" 与 L2 :Rm 一 R" 的 线性 组 合 是 映射 
hr ALi(h) + A2L2(h) = L(A), 


显然 , 它 是 线性 的 , 这 个 映射 的 矩阵 是 对 应 的 映射 Zi 与 2 的 矩阵 的 线性 组 合 . 

线性 映射 4 : Rm 一 Rn 与 B:R" 一 RA 的 复合 C = Boh 显然 是 线性 映射 , 它 
的 矩阵 由 (10) 式 知道 , 是 用 映射 B 的 矩阵 左 乘 映射 4 的 矩阵 得 到 的 矩阵 顺便 指出 ， 
我 们 已 经 知道 的 矩阵 乘法 规则 , 就 是 为 了 适应 线性 映射 的 复合 映射 所 对 应 的 矩阵 而 
作 的 规定 . 


3. Rm 中 的 范 数 . 数值 


lzll = V(z)? + + (2™)? (12) 
称 为 Rm 中 向 量 z = (z!，,… ,zm) 的 范 数 . 
由 这 个 定义 及 闵可夫 斯 基 不 等 式 得 到 : 


1° lzll >0. 
2° (lzll=0) ©® (z=0). 
?Xz = Alllzl, 其 中 入 ER. 

4° za + za| < leill + Hzall. 

一 般 地 , 向 量 空间 X 上 任何 一 个 满足 条 件 1 一 4 的 函数 | :XX 一 玉 称 为 向 
量 空间 X 的 范 数 . 有 时 为 了 明确 所 讲 的 向 量 范 数 是 哪 一 个 空间 的 范 数 , 在 范 数 记号 
右 下 角 标 记 空间 的 记号 , 例如 可 以 写成 |zlla" 或 lzlla". 但 是 , 如 果 关 于 空间 及 其 范 
数 按照 上 下 文 的 意思 很 清楚 的 话 , 我 们 照例 是 不 这 样 做 的 . 

由 (12) 式 知 


ww 


jza — zz|| = d(x1, 22). (13) 

其 中 d(zi,z2) 是 度量 空间 Rm 中 点 zi 与 z2 的 距离 . 

从 (13) 式 看 出 , 当 z 一 zo, 条 件 dtz,zo) 一 0 与 条 件 lz 一 zoll 一 0 等 价 . 

特别 地 , 由 (13) 式 知 

llzll = a(0, 2). 

范 数 的 性 质 4° 称 为 三 角形 不 等 式 , 现在 已 经 很 清楚 这 样 称呼 的 理由 了 . 

三 角形 不 等 式 按照 数学 归纳 法 可 以 推广 到 任意 有 限 个 向 量 相 加 的 情形 , 即 有 下 
面 的 不 等 式 

za + + zxll < zill + + lzxll. 
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向 量 范 数 的 存在 , 使 得 能 够 对 于 函数 站: X 一 Rm 与 9 : X 一 Rn 在 空间 RR" 与 
R" 中 的 值 进行 比较 . 

设 8 是 X 中 的 基 , 如 果 ||f(z)llam = o(llg(zjlla*) 在 8 下 成 立 , 则 记 作 f(z) = 
o(g(z)) 或 对 于 基 B, f= o(9). 

如 果 把 映射 了 : X 一 Rw 写成 坐标 形式 f(z) = (f+(z),… ,fm(z)), 那么 由 不 等 


式 
FD < WN < DI) (14) 
i=1 
可 以 得 到 下 面 有 用 的 命题 
(对 于 基 B,f = o(9)) 全 ( 对 于 基 B, 产 = o(9),i=1… ,m). (15) 


还 约定 , 如 果 f(z)igm = O(lg(z)lla") 在 B 下 成 立 , 则 记 作 : 对 于 基 B,f = 0O(9). 
这 样 , 由 (14) 得 到 


(对 于 基 B,f = 0(9)) ee (对 于 基 B, 产 = 0(9),i=1… ,m). (10) 


例 设 工 :Rm 一 Rn 是 线性 映射 ,h = zlel 十 … 十 zmem 是 Rm 中 任 一 向 量 , 我 
们 来 估计 IL(h)llrn. 


|Z(h)lle" = 位 hiL(ei) 
i=] 
由 此 可 以 断定 , 有 


< DIL(ed lal < 全 weal) Il 7 
i=1 i=1 


L(h) = O(h), 当 h — 0 时 , (18) 
特别 地 , 从 上 式 可 以 得 到 , 当 z 一 zo 时 , 有 
L(z — zo0) = L(x) 一 工 (zo) 一 0. 
即 线性 映射 L : Rm 一 Rn 在 任 一 点 zo e Rm 都 连续 . 从 (17) 式 还 可 看 出 , 线性 映 
射 是 一 致 连续 的 . 
4. BRm 的 欧 几 里 得 结构 “从 代数 知道 实 向 量 空间 中 数量 积 的 概念 , 它 是 对 于 空 
间 的 向 量 对 定义 的 一 个 数值 函数 (z,y), 并 且 具 有 性 质 : 
(x, 2) > 0. 
((z,7) = 0) $ (z= 0). 
(zl 72) = (72, £1). 
(Azl ra) = AMzl 22), 其 中 和 eR. 


(zl + T2, 73) = (T1, 73) + (T2, 73). 
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特别 地 , 从 这 些 性 质 得 到 , 如 果 在 空间 Rm 中 确定 了 基底 {e1,… ,em}, 那么 用 向 
量 z = (zl ,2") 与 y= (四 ,… ,y") 的 坐标 可 以 把 数量 积 (z,y) 写成 双 线性 形式 


(2,Y) = gj7'Y, (19) 


上 式 右 端 的 简写 式 指 的 是 关于 指标 i 与 j 的 求 和 式 , 其 中 gij = (ei, ej). 
两 向 量 称 为 正 交 的 , 如 果 它 们 的 数量 积 为 零 . 
基底 {e1,… ,em} 称 为 正 交 规范 的 , 如 果 gs; = 54, 其 中 


车 Rm 的 基底 为 正 交规 范 基底 , 则 向 量 z 与 y 的 数量 积 有 很 简单 的 形式 : 


(2,9) = 2°, 


(2,Y) = TY 十 十 (20) 


数量 积 具有 这 种 形式 的 坐标 称 为 备 卡 儿 坐 标 . 
我 们 知道 , 规定 了 数量 积 的 空间 R” 称 为 欧 几 里 得 空间 . 
数量 积 (20) 式 与 向 量 范 数 (12) 式 之 间 有 明显 的 关系 : 


《zz) = lzll>. 
从 代数 知道 , 有 下 面 的 不 等 式 : 
人 ,82 < (2, 7)(y,Y). 
特别 地 , 由 此 可 以 证 明 , 对 任意 一 对 向 量 , 存在 一 个 角 we [0,], 使 得 
(z,9) = lzll lyll cosw. 


这 个 角 称 为 向 量 z 与 y 之 间 的 夹 角 . 正 是 由 于 这 个 原因 , 当 两 个 向 量 的 数量 积 为 堆 
时 , 我 们 自然 地 认为 它们 是 正 交 的 . 

下 面 我 们 叙述 在 代数 中 已 经 知道 的 下 述 简单 但 很 有 用 的 重要 的 事实 , 对 于 我 们 
也 是 有 益 的 . 

在 欧 几 里 得 空间 中 , 任何 一 个 线性 函数 工 : Rm 一 R 都 能 表达 成 


L(x) = (&,7). 
的 形式 , 其 中 上 是 由 函数 工 唯一 确定 的 Rm 中 的 向 量 . 
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§2. 多 变量 函数 的 微分 


1. 多 变量 可 微 函数 和 函数 在 一 点 的 微分 


定义 1 定义 在 集合 Bc Rm 上 的 函数 f : E 一 R" 称 为 在 极限 点 re 已 是 可 
微 的 , 如 果 在 上 有 


f(z +h)— f(z) = L(2)h+ a(z;h), (1) 


其 中 L(z) : Rm 一 R" 是 关于 h 的 线性 函数 ©, 当 h 一 0,z+he 马 时 , a(z;hh) = o(h). 
向 量 


Az(h) := (z+h)—z=h, 
Af(z;h) := f(z +h)— f(z) 


分 别称 为 自 变量 增 量 与 函数 增 量 (与 这 个 自 变量 增 量 相对 应 ), 按照 传统 习惯 , 分 别 简 
记 作 Az 与 Af(z) (它们 都 是 h 的 函数 ). 

关系 式 (1) 中 的 线性 函数 L(z) : Rm 一 R" 称 为 函数 有 :一 R" 在 点 ze 已 的 
微分 , 切 映 射 或 导 映 射 . 

函数 / :一 Rn 在 点 re 瑟 的 微分 记 作 df(z)、Df(z) 或 f'(z). 

根据 引进 的 这 些 记号 , 可 将 (1) 式 写 成 


f(z+h)— f(z) = f(z)h+ a(z;h), 


或 
Af(z;h) = df (z)h + a(z;h). 


我 们 注意 到 微分 实际 上 是 对 从 点 ze Rm 出 发 的 位 移 h 定义 的 . 为 了 强调 这 点 ， 
我 们 把 一 个 向 量 空间 Rm 与 点 ze Rm 联系 起 来 , 记 作 TRm(z) 或 TR?, 向 量 空间 
TRY 可 以 解释 为 紧 贴 在 点 > < R™ 上 的 向 量 全 体 所 成 的 集合 , 我 们 称 TRY 为 R™ 
在 点 ze Rm 的 切 空间 . 这 个 术语 的 来 源 以 后 再 作 解 释 . 

微分 在 向 量 he TRm 的 值 是 紧 贴 在 点 f(z) 上 的 向 量 f(z)h E TRXe), 这 个 向 
量 可 以 通 近 由 自 变 量 z 的 增 量 引起 的 函数 增 量 f(z 十 门 - f(z) 

于 是 , df(z) 或 f'(z) 是 线性 映射 f(z) :TRY 一 TRY 

我 们 看 出 , 在 一 点 可 微 的 多 变量 向 量 值 函数 与 我 们 已 研究 过 的 单 变量 可 微 函数 
在 下 述 性 质 上 是 完全 一 样 的 , 即 如 果 它 在 这 点 的 增 量 Af(z;h) 作为 自 变 量 增 量 h 的 
函数 , 在 精确 到 一 个 比 h 一 0 高 阶 的 无 穷 小 量 a(z;h) 的 条 件 下 , 是 线性 的 . 


G 同 二 维 情况 二 样 , 我 们 允许 用 L(z)h 代替 L(z)(h), 同时 指出 , 定义 中 的 Rm 与 R" 都 装备 了 
§1 中 所 规定 的 范 数 . 
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2. 实 值 函数 的 偏 导 数 与 微分 “如果 把 R" 中 的 向 量 f(z + hh), f(z), (zx)h, 

aa; 站 写成 坐标 形式 , 那么 等 式 (1) 等 价 于 下 面 ”个 实 值 函 数 的 等 式 : 
fi(z+h)— f(s)= (mht os;h) (i=1,..,n), (2) 

由 81 的 关系 式 (9) 与 (15) 知 , Li(z) : Rm 一 及 是 线性 函数 , 而 当 h 一 0,z+heE 
时 , 有 ai(z;h) = o(h), (i= 1,.… ,n). 

因此 , 下 面 命题 是 正确 的 . 

命题 1 集合 已 C 了 及 m 上 的 映射 了 : 已 一 Rn 在 极限 点 ZE 轧 可 徽 当 且 仅 当 映 
射 了 的 每 个 坐标 函数 瑚 :已 一 有 (= 1 ,mn) 在 点 5 EE 可 徽 . 

由 于 关系 式 (1) 与 (2) 是 等 价 的 , 因此 为 了 求 映射 f : 已 一 R" 的 微分 L(z), 只 
要 求 出 它 的 坐标 函数 fi : 互 一 及 的 微分 Li(z) 就 可 以 了 . 

现在 我 们 考虑 定义 在 集合 Bc Rm 上 的 实 值 函 数 了 :已 一 R, 且 设 它 在 妃 的 内 
点 re 也 可 微 . 下 面 将 主要 研究 B 是 Rw 中 的 区 域 的 情形 . 如 果 z 是 EB 的 内 点 , 那 
么 对 于 点 z 的 任意 足够 小 的 位 移 h, 点 z+h 同样 属于 ,也 就 是 说 , 也 在 了 :已 一 及 
的 定义 域 中. 

如 果 用 坐标 形式 表示 点 z = (z1,… ,z"), 向 量 h = ( 凡 ,… ,hm) 和 线性 函数 
L(z)hn = a1(Z)hl 十 … 十 am(z)h™", 那么 条 件 


f(z +h)— f(z) = L(z)h + o(h), Gh — 0 时 ， (3) 
可 改写 为 
f(z + hl ,2 +h™) 一 (cb ,2™) 
= a1(z) 肌 十 … 十 am(Z)h" 十 o(h), 当 h 一 0 时 ， (4) 


其 中 a1(z),… ,am(z) 是 依赖 于 点 z 的 实数 . 
我 们 现在 来 求 这 些 实数 . 为 此 用 特殊 的 位 移 


让 =jiei=0.el 十 .… 十 0.ei-l 十 jiei 二 0.etH1 十 十 0.em 


代替 任意 的 位 移 h, 显然 , hi 与 Rm 的 基底 {e1,… ,em} 中 的 向 量 ei 共 线 . 
当 太 = hi 时 , 显然 有 | = | 因此 , 从 (4) 式 得 到 
CR i EC A ) 
= ai(z)h’ + o(hi)， 当 大 一 O 时 . (5) 


由 此 看 出 , 如 果 函 数 f(z!1,… ,zm) 除 第 i 个 自 变量 外 , 其 余 自 变 量 皆 固定 不 变 ， 
那么 , 这 时 得 出 第 i 个 变量 的 函数 在 点 是 可 微 的 . 
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这 样 一 来 , 从 等 式 (5) 得 到 


= mn, {+ 名 2 二 


定义 2 极限 (6) 称 为 函数 f(z) 在 点 z = (z1,… ,zm) 关于 变量 zi 的 偏 导数 . 
下 面 每 个 符号 都 可 用 来 表示 它 : 


0), 0 (0), Df (0), fe). 
例 1 设 f(u,v)=w+vsinu, 则 

By 本 = (ut) = 3 + eo, 

df (u,v) = SL(uy) = 2v sinu. 


例 2 设 f(z,y,z)= Se +e”, 则 


2 


A f(z,Yy,2) = St, 2) = Te 
> 2 
f(z,y,z) = 本 (5 = Tr 


Bf(ey 3) = Hoy) = 
这 样 ,我 们 证 明了 


命题 2 如 果 定义 在 集合 己 C 恨 m 上 的 函数 有: 己 一 民 在 马 的 内 点 xz 可 微 , 那 
么 函数 f 在 点 Z 关于 每 个 变量 有 偏 导数 , 并 且 它 的 微分 由 这 些 偏 导数 唯一 确定 : 


(oh = BR + om, (7) 
公式 (7) 按照 爱 因 斯 坦 约定 可 以 简写 为 
df (z)h = Of (z)hi. (8) 


例 3 假如 我 们 知道 (很 快 就 会 知道 的 ) 例 2 中 的 函数 f(z,y,z) 在 点 (0,1,0) 可 
微 , 那么 立刻 可 以 写 出 


df(0,1,0)h=1:hi+0:h+1.hs=h +h3. 
由 此 有 


Ff(h1,1+h2,h3)— f(0,1,0)= df(0,1,0)h+o(h) (一 0) 


arctg(h!i(1 + h2)?)+e® =1+hi+h3+o(h) 一 0). 
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例 4 函数 z= (z!,… ,zm) 加 zi 把 点 ze Rm 对 应 于 它 的 第 i 个 坐标 . 对 于 
这 个 函数 有 


Ari(z,h) = (zi + hi)— zi = hi, 
也 就 是 说 , 这 个 函数 的 增 量 本 身 是 h 的 线性 函数 hh 加 有 i, 因此 Ani(z,h) = dri(z)h. 
由 于 对 任意 的 点 ze Rm 有 dni(z)h = hi, 在 这 个 意义 上 映射 dri(z) = dmi 实际 上 是 
不 依赖 于 点 z 的 . 如 果 把 i(z) 记 作 zi(z), 则 有 dri(z)h = dzih = i 
注意 到 这 种 状况 以 及 公式 (8), 现在 我 们 可 以 把 任何 函数 的 微分 表示 成 它 的 自 变 
量 = e Rm 的 坐标 的 微分 的 线性 组 合 , 亦 即 有 


do=ajtoan= BH)drt + (de, @ 
这 是 因为, 对 于 任意 向 量 he TRY 有 
oD)h = Bf) = Oif (edth. 


3. 映射 的 微分 的 坐标 表示 ， 雅 可 比 和 矩阵 ”我 们 已 经 得 到 实 值 函数 f : 已 一 及 
的 微分 公式 (7)， 而 由 此 , 根据 关系 式 (1) 与 (2) 的 等 价 性 , 对 于 任意 的 定义 在 集合 
已 CRm 上 的 映射 了 : 已 一 R", 如 果 它 在 妃 的 内 点 ze 已 可 微 , 那么 就 可 以 把 它 在 
点 z 的 微分 df(z) 表 成 坐标 形式 : 


df1(z)h Oif1(a)h 
oo 人 : )-( 
df"(z)h Of "(z)h: 


af! of! 
BN\ /nu 

=| : 3 ao 
of" fn 


GD) * Br”) 


定义 3 设 映射 1: 电 一 R", 在 点 ze EC Rm 可 微 ,f 的 坐标 函数 在 点 z 的 偏 
导数 组 成 的 矩阵 (8:fi(z))(i = 1,… ,m;j = 1,… ,n) 称 为 映射 『 在 点 z 的 雅 可 比 
和 矩阵 @ 或 Jacobian®®. 

当 n= 1 时 , 公式 (10) 归结 为 公式 (7), 当 n = lm = 1 时 , 公式 (10) 归结 为 一 
个 实 变量 的 实 值 函 数 的 微分 . 

由 关系 式 (1) 与 (2) 的 等 价 性 及 实 值 函 数 微分 的 唯一 性 得 到 


@ 雅 可 比 (J. Jacobi)(1804 一 1851) 一 一 著名 的 德国 数学 家 . 
@ 又 常 称 这 个 矩阵 的 行列 式 ( 当 它 是 方 阵 时 ) 为 Jacobian. 
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命题 3 如 果 定义 在 集合 妃 C Rm 上 的 映射 1 : 忆 一 R" 在 己 的 内 点 ZEE 
可 微 , 则 它 在 点 z 的 微分 是 唯一 的 , 并且 映射 df (Zz) : TRY 一 TR?(。) 的 坐标 表示 用 
(10) 式 给 出 . 


4. 函数 在 一 点 的 连续 性 、 偏 导数 和 可 微 性 ”本 段 将 完成 函数 在 一 点 可 微 性 的 讨 
论 , 指出 函数 在 一 点 的 连续 性 、 偏 导数 的 存在 性 与 可 微 性 之 间 的 相互 关系 . 

在 81 中 ( (17) 式 与 (18) 式 ) 我 们 得 知 , 如 果 工 : Rm 一 R" 是 线性 映射 ,那么 当 
hh 五 0 时 , Lh 一 0, 这 样 从 (1) 式 可 以 推 知 , 若 函 数 在 一 点 可 微 , 则 它 在 此 点 连续 , 这 
是 因为 

当 h 一 0,z+heBEH, f(z+h)— f(z) =L(z)h+ olh). 

当然 上 述 命题 的 逆 命 题 是 不 正确 的 , 这 是 因为 , 我 们 知道 , 在 单 变 量 情形 这 已 经 
就 是 错误 的 了 . 

这 样 , 函数 在 一 点 的 可 微 性 与 连续 性 的 关系 在 高 维 情形 和 一 维 情形 是 一 样 的 . 

但 是 微分 与 偏 导数 之 间 的 关系 完全 是 另 一 种 样子 . 在 一 维 情形 , 即 一 个 实 变量 
的 实 值 函数 情形 , 函数 在 一 点 存在 微分 与 存在 导数 是 等 价 的 . 对 于 多 变量 函数 , 我 们 
已 经 证 明 (命题 2) 函数 在 定义 域内 点 的 可 微 性 保证 了 它 在 此 点 关于 每 个 变量 的 偏 导 
数 的 存在 性 , 但 是 相反 的 命题 是 不 对 的 . 

例 5 函数 
0, zlz2 =0, 


td 
A 人 ee #0. 
在 坐标 轴 上 等 于 零 , 因此 在 点 (0,0) 处 , 它 的 两 个 偏 导数 是 


Ja0 -0,0) 0-0_ 
hl = hl 0 


0, h?) — f(0,0, -00 
人 


Of(0,0) = im, 


/1(0,0) = Him, 


但 是 这 个 函数 在 点 (0,0) 不 可 微 , 因为 显然 它 在 此 点 间断 . 


例 5 引进 的 这 个 函数 , 除了 原点 (0,0) 外 , 在 数 轴 上 任意 点 处 , 它 的 任何 一 个 偏 
导数 都 不 存在 . 但 是 函数 


TY 3 
,2 + #0 
PE | 元 + 现 人 
Z2 十 内 =(0. 


( 即 第 七 章 82 例 2 中 的 函数 ) 在 平面 上 所 有 点 (z,y) 处 存在 偏 导数 , 但 是 它 在 坐标 原 
点 间断 , 因而 它 在 此 点 不 可 微 . 

这 样 , 虽然 可 以 正确 地 写 出 (7),(8) 式 的 右边 部 分 , 但 仍 不 能 保证 它 是 我 们 的 函 
数 的 微分 , 这 是 因为 函数 可 能 原本 就 不 是 可 微 的 . 
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要 不 是 发 现 了 (这 将 在 以 后 证 明 ) 函数 偏 导数 的 连续 性 足以 保证 函数 的 可 微 性 ， 
这 种 状况 将 会 成 为 多 变量 函数 微分 计算 的 严重 障碍 . 


83. 微分 法 的 基本 定律 


1. 微分 法 运算 的 线性 性 质 


定理 1 如 果 定 义 在 集合 EC Rm 上 的 映射 用: 忆 一 R",f2 :万 一 了 Rr 在 点 
Zz EB 可 微 , 则 它们 的 线性 组 合 (和 1 有 1 十 和 2f2) :已 一 Rn 在 点 工 可 微 , 且 有 


Qfi + Xf) (7) = ON1fi + N22) (7). (1) 


等 式 (1) 指出 了 微分 运算 , 即 在 一 点 一 个 映射 对 应 于 它 在 该 点 的 微分 的 运算 , 是 
一 切 在 此 点 可 微 的 映射 /: EB 一 Rn 组 成 的 向 量 空间 上 的 线性 运算 . 等 式 (1) 的 左 
边 (和 1 有 i + Xe)'(z) 按 定义 是 线性 映射 , 而 右边 (aff + X2 彤 )(z) 是 线性 映射 和 (2z) : 
Rm 一 Rn 与 彤 (z) : Rm 一 R" 的 线性 组 合 , 由 81 知 它 也 是 线性 映射 . 定理 1 断言 这 
两 个 映射 完全 一 样 . 
4 Nfi+ Mfo)(z+h) — (Nfit+ Mfo)(z) 
= (Nfi(z+h) + Mfa(z +h)) — (Afi(z) + Mfo(z)) 
=A(fi(z+h) — f(z)) + Mfo(z +h) — f(z)) 
= AN(fi(z)h + o(h)) + Ma(fa(z)h + o(h)) 
= Nfi(z) + MT)h+ oh). m 
如 果 考 察 的 是 实 值 函 数 , 那么 关于 乘法 运算 与 除法 运算 ( 当 分 母 不 为 零 ) 有 下 面 
的 


定理 2 如 果 定 义 在 集合 书 C Rm 上 的 函数 厂 : 妃 一 及 ,9g: 轧 一 及 在 点 ze 轧 
可 微 , 则 
a) 它们 的 乘积 在 点 z 可 微 , 且 
(f+9)'(z) = g(z)f'(z) + f(z)g'(z). (2) 
b) 当 g(z) 关 0 时 , 它们 的 商 在 点 z 可 微 , 且 
() © = F000 -0) (3) 


这 个 定理 的 证 明 同 第 五 章 ,82, 定理 1 的 证 明 完全 一 样 , 我 们 不 去 重复 它 了 . 


:392 . 第 八 章 多 变量 函数 微分 学 


关系 式 (1) 、(2)、(3) 可 以 用 另外 的 微分 记号 改写 成 下 面 的 形式 : 
d(A1fi + M2f2)(2) = (ad + M2df2)(7), 
af) = gt te) + fel) 
a(f) @ = a -Tu 


我 们 来 考察 如 何 用 映射 的 坐标 形式 表示 这 些 等 式 . 我 们 知道 , 如 果 映 射 p : 已 一 
R" 在 已 c Rm 的 内 点 z 可 微 , 把 它 写成 坐标 形式 


oz 
e(z) = ; ， 
em(zl， PP 10) 


那么 与 它 在 点 z 的 微分 dp(z) : Rm 一 R" 相对 应 的 是 雅 可 比 和 矩阵 


BipL Omp! 
pz) = : : (z) = (6p7)(z). 
Op™ Omp” 


在 R" 与 Rr 中 给 定 基 底 的 情况 下 , 线性 映射 : R" 一 R" 与 它 的 m xm 矩阵 
之 间 存 在 1 一 1 对 应 , 因此 可 以 把 线性 映射 与 它 的 矩阵 看 成 一 回 事 . 
对 于 雅 可 比 甜 阵 的 记号 , 我 们 通常 使 用 的 是 六 (z) 而 不 是 好 (z), 这 是 为 了 更 符 
合 一 维 情形 下 导数 与 微分 概念 的 传统 区 别 . 
这 样 , 根据 在 集合 忆 的 内 点 = 处 的 微分 的 唯一 性 , 我 们 得 到 用 雅 可 比 矩阵 表示 
的 (1),(2),(3) 式 的 如 下 坐标 形式 : 
(GO + 和 启 )(z) = O10 + 93)() 
(f= ,mj = 1,.… ,n), (1) 
(af .9)G) = 9(2)0:f (2) + f(2)i9(0) 
(= 1 ,mm), 2) 
1 
(8.({)) @ = F000) -TaoG) 
(=1. (3) 
例如 , 从 上 述 和 矩阵 的 分 量 等 式 可 以 推出 , 实 值 函数 f(z!,… ,z") 与 g(z2……， 
zm") 的 乘积 关于 变量 zi 的 偏 导数 应 是 : 


所 am) = g(z1 四 站 (ea J 


Ha 有 Ga 
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我 们 注意 到 , 无 论 是 这 个 等 式 还 是 矩阵 等 式 (1), (2), (3') 都 是 偏 导数 定义 以 及 
一 个 实 变量 的 实 值 函 数 的 微分 法 则 的 显然 的 推论 . 但 是 , 我 们 知道 偏 导数 的 存在 性 
还 不 能 断定 多 变量 函数 的 可 微 性 . 因此 , 除了 重要 的 和 完全 显然 的 等 式 (1), (2), (3 人 ) 
之 外 , 在 定理 1 与 定理 2 中 , 关于 映射 的 微分 的 存在 性 假定 也 是 一 个 特殊 的 角色 . 

最 后 我 们 指出 ,利用 归纳 法 可 将 等 式 (2) 推广 为 有 限 个 可 微 实 值 函 数 乘积 
( 户 : … “大 ) 的 微分 式 : 


d( 记 :大 )(z) = ( 户 - 大)(z)dh(z) 上 十 ( 三 让 -)(z)dfx(z) 


2. 复合 映射 的 微分 法 


a. 基本 定理 

定理 3 如 果 集合 X C Rm 到 集合 Y C Rn 的 映射 :X 一 了 在 点 了 EX 可 
微 , 而 映射 g:Y 一 RK 在 y= flz)eY 可 微 , 则 复合 映射 go :X 一 及 kt 在 点 Z 可 
微 , 且 复合 映射 的 微分 d(g o f)(z) :TRY 一 TRK(j(z)) 等 于 微分 df(7) :TRY 一 TRY 
与 微分 dg(y) :TRY 一 TRK(,) 的 复合 dg(y) o df(z). 

这 个 定理 的 证 明 , 几乎 完全 重复 第 五 章 82 的 定理 2 的 证 明 . 为 了 把 注意 力 集中 
于 现在 出 现 的 新 情况 , 我 们 再 次 把 证 明 的 全 过 程 写 出 来 , 但 是 不 准备 详细 讨论 我 们 
已 经 熟悉 的 技术 性 问题 . 

< 利用 映射 与 9 在 点 z 与 y = f(z) 的 可 微 性 和 微分 g'(z) 的 线性 , 可 得 


(gof)(z+h)— (gof)(z) = g(f(z +h))— g(f(7)) 
=g(f(z))(f(z +h)— f(z)) +o(f(z+h) — f(z)) 
= g(y) (f(z)h+o(h)) + o(f(z +h) — f(z)) 
= 9'(V) (f(z)h) +g (vo(h)) + o(f(z +h) — f(z)) 
= (g'(y) of (2))h + a(z;h). 


其 中 g'(y) 。f'(z) 是 线性 映射 (因为 它 是 线性 映射 的 复合 ), 而 
a(z;h) = g'(y)(o(h)) + o(f(z +h) — f(z)). 
但 是 像 证 明 81 关系 式 (17),(18) 那样 , 得 


ge) =o (kh — 0), 
f(z+h)— f(z)= f(s)h+o(h) = O(h) +o(h) = O(n) 一 0 


o(f(z +h) ~— f(z)) = o(O(h)) =o(h) 一 9) 
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因此 
a(z;h) = o(h) + o(h) = o(h) (一 0)， 
从 而 , 定理 得 证 . > 
现在 我 们 把 定理 3 写成 坐标 形式 , 如 果 z 是 集合 X 的 内 点 , 且 


f(z) Omf (z) 
yz) = : = (0:f7)(z), 
Of"(7) * Omf "(7) 


而 y= f(z) 是 集合 Y 的 内 点 , 且 


A1g!(y) … Ong!(y) 
gy) = : : = (0;g!)(y), 
O1g*(y) + Ong*(y) 


那么 
Bi(gloj)(z) … On(g! of)(7) 
(gof)(z) = : : = (BO.(g! 0 f))(z) 
Oi(gr of)(z) … On (gr of)(z) 
ES 可 | (人 权 
A1g*(y) … Ong*(y) Bifn(z) … Omf"(z) 
= (0;g!(y) 0:f7 (7)). 
在 等 式 


(Bi(g! 0 f))(z) = (0;9!(f(7)) - 0:77 (72)) (4) 

右边 矩阵 中 的 元 素 ;91(f(z)) . 8:fi(z) 是 对 指标 j 从 1 到 n 求 和 的 简写 记号 . 

与 等 式 (10), (2'), (3') 不 同 , 甚至 从 有 关 矩 阵 的 分 量 等 式 方面 看 , 关系 式 (4) 也 不 
是 无 需 证 明 的 . 

我 们 考察 定理 的 某 些 重要 的 特殊 情形 . 

b. 复合 实 值 函数 的 偏 导数 与 微分 “ 设 z = g(y',… ,y") 是 实 变量 四 ,… ,y” 的 
实 值 函数 , 而 放 ,… ,gr 中 的 每 一 个 又 是 变量 z1，… ,zm 的 函数 好 = 有 1(z1，… ,2m) 
(= 1,… ,nn). 设 函 数 g 与 fi(j = 1,… nm) 可 微 ,我 们 来 求 1:X 一 了 与 g:Y 一 RR 
的 复合 映射 的 偏 导 数 2 2 1 人) 
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根据 公式 (4), 按 我 们 的 条 件 , 其 中 的 1= 1, 得 


O:(go f)(z) = 0;g(f(2)) BF (7) (5) 
或 者 更 详细 地 写作 
Oz /Ogof)j 1 jm 09 0 Og Oy" 
Bei(®) = nt O00") = Byr Bor + + Byr Bor 


= 1g(f(2) :Of (7) + + Ong(f (2) 0:f™ (7), (i = 1 ,mm). 


c。 函 数 在 一 点 沿 向 量 的 导数 和 梯度 ”我们 来 考察 在 空间 Rs 的 某 个 区 域 G 中 
液体 或 气体 的 定常 流 , 术语 《定常 ) 指 的 是 流体 在 区 域 G 中 每 一 点 的 速度 都 不 随时 
间 而 改变 , 当然 在 区 域 G 中 不 同 的 点 可 以 具有 不 同 的 速度 . 譬如 , f(z) = f(z1,22,z3) 
是 流体 在 点 > = (zlz2,z3) e G 的 压力 . 如 果 我 们 转 入 按 规 律 z = z(b)tt 是 时 间 ) 的 
流动 , 那么 在 时 刻 的 压力 值 是 foz(t) = f(z(b)), 而 压力 沿 流动 轨道 关于 时 间 的 变 
化 速度 显然 是 导数 &1 2 了] 人 0， 在 (zt z2,za) 是 G 中 的 可 微 函 数 的 假定 下 ,我们 
将 能 算出 它 . 按照 复合 函数 的 微分 法 则 , 有 


dD = H+ V+ 


2 


其 中 z(t) = OG = 1,2,3). 
因为 (il,2 ia)(b) = vb) 是 流体 位 移 在 时 刻 t 的 速度 向 量 , 而 (91f, 02f,65 站 (2) 
是 函数 7 在 点 z 的 微分 f(z) 的 坐标 形式 , 因此 等 式 (6) 也 可 改写 为 
a2D = dc(O)u 人 )， 四 
就 是 说 , 所 求 的 量 是 函数 /(z) 在 点 z = z(t) 的 微分 必 (z() 在 我 们 的 运动 的 速度 向 
量 v(t) 上 的 值 . 
特别 地 , 如 果 当 上 = 0 时 , 有 zo = z(0), 则 
oo) = dtcojw @ 
其 中 v=v(0) 是 速度 向 量 在 +=0 的 值 
关系 式 (8) 的 右 方 仅仅 依赖 于 点 zo < G 和 在 zo 的 速度 向 量 w 而 与 轨道 = = 
z(t) 的 具体 形式 无 关 , 只 要 满足 条 件 z(0) = 就 行 了 . 这 就 是 说 , 对 任意 的 形 如 


Z(t) = zo +v(t) +alt) (9) 


(其 中 alt) = o(t)(t 一 0)) 的 轨迹 上 , 等 式 (8) 的 左 端 将 有 同一 数值 , 这 是 因为 它 完全 
由 给 定点 zo 和 此 点 处 的 向 量 vs TR3。 所 确定 , 特别 地 , 假如 我 们 想 直 接 计 算出 等 
式 (8) 左 端的 数值 (也 就 算出 了 右 端的 数值 ), 那么 可 以 取 下 面 的 函数 作为 运动 规律 


z(t) =z0+vt (10) 
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这 是 一 个 速度 为 v 的 匀速 运动 , 且 在 时 刻 上 = 0 有 z(0) = zo. 
现在 给 出 下 面 的 


定义 1 如 果 函 数 f 定义 在 点 zo e Rm 的 邻 域 中 , 而 ve TR 是 在 点 zo 的 向 
量 , 则 称 量 


Duf(z0) := lim 


f(zot+ 鸣 — f(zo) GD 


为 函数 f 在 点 zo 沿 向 量 u 的 导数 (如 果 上 述 极 限 存在 的 话 ). 


由 上 面 的 引言 看 出 , 如 果 函 数 f 在 点 zo 可 微 , 那么 对 任意 形 如 (9), 特别 地 , 形 
如 (10) 的 函数 z(t), 有 
Duf(e0) = SE (0) = dco)w G2) 
其 坐标 形式 为 | 
pifeo= eo) tt) (3) 
特别 地 , 对 于 基底 向 量 el = (1,0,… ,0),… ,em = (0,… ,0,1), 从 这 个 公式 得 
Dafle0) = $e0), (= bm). 
由 微分 f(zo) 的 线性 , 根据 等 式 (12) 可 以 断定 , 如 果 函 数 f 在 点 zo 可 微 , 那 
么 对 任意 的 向 量 w,va < TRw 和 任意 的 实数 Xu X? < R， 函数 /在 点 zo 沿 方向 
(Xiuol + Xavz) e TRm 有 导数 , 并 且 有 
Duw+xavf(zo) = XiDuf(zo) + MDv, f(z0). (14) 
如 果 把 空间 Rm 看 成 是 欧 几 里 得 空间 , 也 就 是 规定 了 数量 积 的 向 量 空间 (参看 
81), 那么 对 任意 的 线性 函数 L(v) 可 以 写成 由 工 确 定 的 向 量 上 = &(Z) 与 变 向 量 " 的 
数量 积 (和 ,由 
特别 地 , 存在 向 量 &, 使 得 
df (zo)v = (小 (15) 
定义 2 设 函数 f 在 点 zo e Rm 可 微 , 如 果 向 量 5 & TRw 适合 于 函数 了 在 zo 
的 微分 df(zo) 所 满足 的 等 式 (15), 则 称 & 为 函数 了 在 点 zo 的 梯度 , 且 记 作 gradf(zo). 
于 是 , 由 定义 有 
df (zo0)v = (grad f(z0), v)- (16) 
如 果 在 Rm 中 选取 笛 卡 儿 坐 标 系 , 那么 比较 (12),(13) 与 (16) 式 , 可 以 断定 , 在 
这 个 坐标 系 下 , 梯度 有 下 面 的 坐标 表示 式 : 


grad f(z0) = (站 ,RG ) co (7 
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现在 我 们 阐明 向 量 gradf(zo) 的 几何 意义 . 
设 ee TRm 是 单位 向 量 . 由 (16) 式 知 
Def(zo) = || grad f(zo)l| cosy, (18) 

其 中 y 是 向 量 e 与 gradf (zo) 的 夹 角 . 

因此 , 如 果 gradf(zo) 半 0,e = |lgradf(zo)ll-: grad f(zo), 那么 导数 Dej(zo) 具 
有 最 大 值 . 当 动 点 从 定点 zo 沿 着 方向 向 量 gradf (zo) 移动 时 , 函数 f 的 值 的 增长 速 
度 (f 的 值 的 单位 以 Rm 的 单位 长 为 量度 单位 ) 最 快 且 等 于 |lgradjf(zo)l， 当 动 点 从 
定点 zo 沿 着 上 述 方向 的 相反 方向 移动 时 , 函数 f 的 值 最 急剧 地 减少 . 当 动 点 从 定点 
zo 沿 着 与 方向 gradf(zo) 垂直 的 方向 移动 时 , 函数 f 的 值 的 变化 速度 等 于 零 . 

沿 给 定 方向 的 单位 向 量 的 导数 , 通常 称 为 洛 给 定 方向 的 导数 . 

因为 欧 几 里 得 空间 中 的 单位 向 量 可 用 方向 余弦 表示 : 


e= (cos al …… ,cosam)， 
其 中 m 是 向 量 。 ee ei 之 间 的 夹 角 , 所 以 
Defleo) = (grad f(z0),6) = BE (zo) eos + .+ EE (e0) cosom. 


Or mm 

我 们 今后 将 常常 遇 到 向 量 eo) 并 且 它 有 很 多 应 用 , 例如 , 根据 以 上 令 述 
的 梯度 的 几何 性 质 建立 的 梯度 方法 , 它 是 (利用 电子 计算 机 ) 寻求 多 变量 函数 极 值 的 
数值 搜索 方法 (参看 本 节 末 的 习题 2). 

很 多 重要 的 向 量 场 , 例如 , 牛顿 引力 场 或 库仑 静电 场 都 是 某 个 数量 函数 ( 称 为 这 
个 场 的 势 或 位 ) 的 梯度 (参看 本 节 末 习题 3). 

很 多 物理 定律 在 其 陈述 中 都 利用 了 向 量 gradf(z), 例如 , 连续 介质 力学 中 研究 
的 无 外 力作 用 的 理想 液体 或 气体 所 满足 的 关系 式 

pa=—gradp 

其 中 a = a(z,t) 是 流体 在 点 zx 和 时 刻 t 的 加 速度 , 而 p = p(z,t) 是 介质 密度 ， 
p= p(z,t) 是 压力 . 这 个 关系 式 与 质点 动力 学 中 的 牛顿 基本 定律 ma = F 相当 (参看 
本 节 末 习题 4). 

关于 向 量 gradf 我 们 以 后 在 向 量 分 析 与 初等 场 论 中 还 要 研究 . 

3. 逆 映 射 的 微分 法 

定理 4 设 f:U(z) 一 V(y) 是 把 点 z 的 邻 域 U(z) C 及 mm 映 到 点 Y= 二 f(z) 的 
邻 域 VUV) C Rm 上 的 映射 , 它 在 点 Z 连续 且 存在 北 映 射 f1 :V(y) 一 U(z), 而 且 逆 
映射 在 点 Y 也 连续 . 

如 果 映 射 | 在 点 z 可 微 且 它 在 点 z 的 切 映射 f(T) : TRF 一 TRm 有 逆 映射 
[f(z)] :TRY 一 了 TRY， 则 映射 J"1:V(y) 一 U(z) 在 点 y= f(z) 可 微 , 且 


(Fo = [fF (2)] 
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因此 , 互 逆 的 可 微 映射 在 对 应 的 点 处 有 互 逆 的 切 映射 . 
<# 设 
f(z)=y, f(z+h) =y+tt,t= f(r+h) — f(2); 
则 
f=5f y+) =r+hh=f (y+t) — f(y). 


假定 h 足够 小 , 使 得 z 十 he U(z), 从 而 ,y+teV(y). 由 了 在 点 z 和 Jf-! 在 
点 的 连续 性 得 到 
当 h = 0 时 ,t= f(z+h)— f(z) — 0, (0) 


当 t 一 0 时 ,h= f(y+t) — f(y) 一 0. (2) 
由 f 在 点 z 的 可 微 性 得 到 
t= f(z)h + o(h)(h 一 0). (3) 


由 此 可 以 断定 t= O(h)(h 一 0).( 参 看 81 的 (17)、(18) 式 .) 
我 们 来 证 明 , 如 果 f(z) 有 可 逆 的 线性 映射 , 则 h = O(2)(t 一 0). 
事实 上 , 由 (3) 式 得 到 
[f(z)] -1t = h+ [7 (2)] lo)(h 一 0)， (4) 
[F(z)] -1t = h + o(h)(h — 0), 
(FC2)] -1 > Mal = lo) — 0), 
NC > HAN, IAN < 5 时 ， 


其 中 数 5 > 0 选 得 , 使 当 hl < 5 时 , 有 llo()|| < Bal 成 立 . 考虑 到 (2) 式 , 有 
Nal < 2NIF'(z)] 7 = OD) GE 一 9) 


它 等 价 于 关系 式 
h=0O(t) (t—0), 


特别 地 , 由 此 推出 
olh)=0o(t) (t= 0). 


这 样 , 从 (2) 与 (4) 式 就 得 到 


h=[f'(z)] t+olt) (t—0) 


fy+) (= t+olt) C=0. » 
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由 代数 知道 , 如 果 线 性 映射 过 : Rm 一 Rm 对 应 的 矩阵 是 4, 那么 工 的 逆 线 性 映 


射 六 1: Rm 一 Rm 对 应 的 矩阵 是 4 的 逆 阵 4-1. 由 代数 我 们 还 知道 如 何 计算 逆 矩 
阵 4-1 的 元 素 , 这 就 给 出 了 一 种 构造 映射 (三 1)'(y) 的 直接 方法 . 


式 是 一 个 数 f(z) 


注意 , 当 m = 1, 即 Rw = 及 时 , 映射 了: U(z) 一 Y(y) 在 点 z 的 雅 可 比 行列 
函数 f 在 点 z 的 导数 , 而 线性 映射 六 (z) : TR。 一 TRy 是 乘 


这 个 数 的 映射 : h 五 fj(z)hn.、 这 个 线性 映射 有 逆 映 射 当 且 仅 当 f'(z) 关 0, 并 且 逆 映 
射 [Pr(z)]-: : TR, 一 TRz- 的 矩阵 同样 由 一 个 数 [7(z)j-: 组 成 , 即 数 f(z) 的 倒数 . 
这 就 是 说 , 定理 4 包括 了 以 前 已 经 证 明 的 反 函 数 求 导 法 则 . 


练 习 


1, 


a) Rm 中 两 条 道路 上 上 ~ x1(t) 与 t zz(b) 在 点 zo E RW 称 为 等 价 的 , 如 果 它 们 在 t = 0 
可 微 , zi(0) = z2(0) = zo, 且 d(z1(t), 22(t)) = olé)(t — 0). 
证 明 : 上 面 指出 的 关系 实际 上 是 等 价 关 系 , 即 它们 有 反 身 性 、 对 称 性 和 传递 性 . 

b) 证 明 : 向 量 ve TR 与 在 点 ro 的 等 价 的 光滑 道路 类 之 间 有 相互 单 值 的 对 应 . 

c) 把 切 空间 TR 等 同 于 在 点 zo 的 等 价 的 光滑 道路 类 ; 引进 道路 类 的 加 法 和 数 乘法 . 

d) 在 等 价 道路 类 中 引进 的 运算 依赖 于 及 ”中 的 坐标 系 吗 ? 


a) 画 出 函数 z = z? + 4y? 的 图 像 , 其 中 z,y,z 是 了 3 中 的 笛 卡 儿 坐标 . 

b) 设 1 :G 一 了 是 定义 在 区 域 G C R 上 的 数值 函数 , 如 果 函 数 f 在 集合 Cc G 上 仅 
有 一 个 值 (f(E) = c), 精确 些 说 , = f-!(c), 则 称 集合 已 是 函数 f 的 等 高 集 (c- 等 高 
面 ). 在 R? 中 画 出 函数 f(z,y) = z? + 4y? 的 等 高 集 的 图 像 . 

c) 求 函 数 f(z,y) = z2 + 4y? 的 梯度 , 并 且 证 明 : 在 任 一 点 (z,y) 处 , 向 量 grady 与 函数 
了 过 此 点 的 等 高 线 垂直 . 

d) 利用 上 述 a),b),c) 的 结果 , 在 曲面 = = z? 十 4y? 上 求 出 点 (2,1,8) 到 它 的 最 低 点 (0,0,0) 
的 最 短路 径 . 

e) 为 了 寻找 函数 f(z,y) = z2 + 4y? 的 最 小 值 , 你 能 提出 什么 适用 于 电子 计算 机 的 算法 ? 


.我 们 说 在 空间 Rm 的 区 域 G 中 给 定 了 一 个 向 量 场 , 如 果 每 一 点 ZE G 都 对 应 于 某 个 向 量 


u(z) e TRY. 区 域 G 上 的 向 量 场 v(z) 称 为 势 场 (位 场 ), 如 果 存 在 一 个 数值 函数 U : G 一 RR， 
使 得 v(z) = gradU(z). 函数 U(z) 称 为 场 v(z) 的 势 ( 位 )( 在 物理 中 , 通常 称 -U(z) 为 势 函 
数 , 如 果 向 量 场 是 力 场 , 则 称 U(z) 为 力 孟 数 ). 
a) 设 及 (2),9) = 22 十 22; 户 (z) = —(2? + 9); fa(z,Y) = arc tas (y > 0); fa(z,y) = 
zy. 在 笛 卡 儿 坐标 平面 上 画 出 上 面 各 个 函数 的 梯度 场 . 
b) 根据 牛顿 定律 , 位 于 点 O e Rs 的 质量 为 m 的 质点 对 位 于 点 z < R*(z 天 0) 的 质量 为 
1 的 质点 的 引力 是 五 = -fh 其 中 是 向 量 Oz( 我 们 省 去 了 引力 常数 G). 证 明 : 区 
域 RS\O 上 的 向 量 场 F(z) 是 势 场 . 
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ec) 证 明 : 放 在 点 (6 me GD) 《= 1 … ,n) 处 质量 为 mi(i = 1,… ,m) 的 质点 在 这 些 点 的 
外 面 所 建立 的 牛顿 力 场 的 势 函 数 是 


es 
es = +m +(e) 


d) 求 放 在 点 (&i,7,4i)(i = 1,… ,n) 处 电量 为 gi(i = 1,… ,n) 的 点 电荷 所 形成 的 库仑 静 
电场 场 强 的 势 函数 . 
4. 考察 在 无 外 力 (包括 重力 ) 作用 时 , 空间 中 的 理想 不 可 压缩 流体 的 运动 . 

设 
v=v(r,y,2,t) 
a =al(z,y,z,t) 
p= p(T,y,z,t) 
p=Pp(z,y,z,t) 


分 别 是 介质 在 点 (z,y,z) 与 时 刻 t 的 速度 、 加 速度 、 密 度 和 压力 . 
理想 流体 指 的 是 , 在 它 的 任 一 点 压力 不 依赖 于 方向 . 
a) 从 流体 中 分 出 一 个 不 大 的 平行 六 面体 微 团 , 使 得 其 中 一 个 边 平行 于 向 量 grad P(z,y, z,t) 
(其 中 grad p 按照 空间 坐标 系 选取 ). 借助 于 压力 落差 , 估计 作用 在 这 个 微 团 上 的 力 , 并 
给 出 这 个 微 团 (认为 它 是 不 可 压缩 的 ) 加 速度 的 近似 公式 . 
b) 试 检验 , 你 在 a) 中 得 到 的 结果 与 欧 拉 方 程 


pa=—gradp 


是 否 一 致 . 

c) 如 果 曲 线 上 任 一 点 处 的 切线 方向 与 这 点 的 速度 向 量 的 方向 相同 , 则 称 此 曲线 为 流 线 . 运 
动 称 为 定常 的 , 如 果 函 数 v, a, p,p 不 依赖 于 时 间 t. 利用 b) 证 明 : 在 定常 的 不 可 压缩 的 
流体 中 沿 着 流 线 运动 时 , 量 BolP 十 了 是 常数 , 这 个 事实 称 为 伯 努 利 定律 @. 

d) 如 果 运动 发 生 在 靠近 地 球 表面 的 重力 场 , 如 何 修改 a) 与 b) 中 的 公式 ? 证 明 : 在 这 种 情 
况 有 pa = 一 区 ad(gz 十 刀 , 且 因此 在 定常 的 不 可 压缩 流体 中 , 沿 着 每 一 条 流 线 , 基 


1 工 lul2 了 
了 el 从 十 gz 十 一 
allvil +9 p 


是 常数 , 其 中 g 是 重力 加 速度 , z 是 流 线 上 点 的 高 (从 某 个 零 水 平面 算 起 ). 

e) 根据 以 上 结果 说 明 , 为 什么 承载 机 姻 有 特殊 的 向 上 凸 的 断面 . 

f) 在 底 半径 为 R 的 圆柱 形 杯子 中 装 信 密度 为 p, 高 度 为 h 的 不 可 压缩 的 理想 流体 , 然后 把 
这 个 杯子 绕 它 的 轴 以 角速度 w 旋转 . 利用 流体 的 不 可 压缩 性 质 , 求 流体 在 定常 状态 时 ， 
它 的 曲面 方程 z = f(z,y)( 参 看 第 5 章 81 习题 3)- 


@D. 伯 努 利 (D. Bernoulli)(1700 一 1782) 一 一 瑞士 的 学 者 , 是 当时 最 卓越 的 数学 家 与 物理 学 家 之 
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g) 根据 已 求 出 的 曲面 方程 z = f(z,y), 写 出 旋转 流体 微 团 中 任 一 点 (z,y,z) 处 压力 p = 
Pp(z,y,z) 的 公式 . 试 检验 , 你 求 出 的 公式 是 否 满足 d) 中 的 方程 pa = 一 grad(gz 十 p). 

h) 现在 你 能 不 能 解释 , 为 什么 泡 湿 的 茶叶 下 沉 ( 虽 不 太 快 !), 而 当 旋 转 时 , 茶叶 并 不 聚集 在 
杯 壁 附近 , 而 是 在 杯 底 中 心 . 

5. 函数 值 计算 的 误差 估计 

a) 利用 可 微 函 数 定义 与 近似 等 式 Af(z;h) s df(z)h, 证 明 : 设 f(z) = z1. … .zm 是 
m 个 不 为 零 的 因子 的 乘积 , 若 6: 是 第 i 个 因子 的 相对 误差 , 则 它们 乘积 的 相对 误差 为 
6= 65(f(z)ih) 六 2 


b) 利用 等 式 dln f(z) = 商 4o)， 再 次 推导 上 题 结果 , 并 证 明 : 一 般 的 分 式 


ne fe 
gn ee) 
的 相对 误差 是 函数 及,… , f",g1,… ,gx 的 值 的 误差 的 和 . 


6. 齐 次 函数 和 欧 拉 恒等式 ”定义 在 区 域 G C Rm 上 的 函数 了 : G 一 民 称 为 n 次 齐 次 函数 ( 正 
齐 次 ), 如 果 对 于 任意 的 ze Rm 与 AER, 且 zeG,XzeG, 有 j(Mz)= 和 X"f(z)(f(Az) = 
If(z)) 
在 区 域 G 中 函数 称 为 局 部 n 次 齐 次 的 , 如 果 它 在 区 域 G 的 每 一 点 的 某 个 邻 域 中 是 n 次 齐 
次 的 . 

a) 证 明 : 在 凸 域 中 , 每 个 局 部 齐 次 函数 是 齐 次 函数 . 

b) 设 区 域 G 是 平面 R? 去 掉 射 线 


L={(z,y) eR’lz =2Ay>0} 


的 部 分 , 证 明 : 函数 


妨 ， 在 区 域 中 其 余 的 点 . 
在 G 中 是 局 部 齐 次 的 , 但 在 G 中 不 是 齐 次 的 . 
c) 指出 下 面 函数 在 它们 的 自然 定义 域 中 齐 次 或 正 齐 次 的 次 数 : 
户 (z1 2m) = zl72 十 z2z3 十 … 十 zm 1zm， 
ZT? 十 Z3z4 
1 十 22324 
太一 
d) 对 等 式 f(tz) = t"f(z) 按 t 求 微分 , 证 明 : 如 果 可 微 函 数 了 : G 一 及 在 区 域 G 中 是 局 
部 n 次 齐 次 的 , 则 它 在 G 中 满足 下 面 的 齐 次 函 教 的 欧 拉 恒等式 . 
0f 
Or™ 
@) 证 明 : 如 果 对 于 在 区 域 中 可 微 的 函数 : G 一 R 欧 拉 恒 等 式 成 立 , 则 这 个 函数 在 G 中 
是 局 部 n 次 齐 次 的 . (提示 : 证 明 函数 p(t) = 三 "ftz) 对 任意 的 =e G 有 定义 并 且 在 
t 二 1 的 某 个 邻 域 中 是 常数 .) 


4 
Ja 人 
, 切 一 


fa(z™, 72, 23,21) = 


DE Et) = nf, 0"). 


* 402 : 第 八 章 多 变量 函数 微分 学 


7. 齐 次 函数 和 量 纲 方法 

1° 物理 量 的 量 岗 以 及 物理 量 相依 关系 的 特性 ”物理 定律 建立 了 物理 量 之 间 的 相互 联系 , 因此 
如 果 对 于 这 些 量 中 间 的 某 些 量 采取 某 种 度量 单位 , 那么 其 他 量 的 度量 单位 也 将 表示 为 这 些 量 
的 度量 单位 的 确定 形式 , 这 样 就 产生 了 这 样 或 那样 的 度量 单位 制 的 基本 单位 和 导出 单位 . 

在 国际 单位 制 即 SI 制 (System internatinal) 中 , 作为 基本 的 力学 度量 单位 , 长 度 取 米 
(m), 质量 取 千 克 (kg), 时 间 取 秒 (s). 

用 基本 度量 单位 表示 的 导出 度量 单位 的 式 子 称 为 它 的 重 纲 , 这 个 定义 下 面 将 会 准确 界定 . 

任何 一 个 力学 量 的 量 纲 可 以 用 上 面 指出 的 基本 单位 的 量 纲 符号 L, M,T 写成 公式 的 形 
式 , 例如 速度 , 加 速度 和 力 的 量 纲 分 别 有 [v] = LT-, [a] = LT-?,[F] = MLT-”. 量 纲 符号 
L, M,T 是 麦克 斯 韦 @ 建 议 的 

如 果 物 理 定律 不 依赖 于 选取 的 度量 单位 , 那么 , 作为 这 个 不 变性 的 反映 , 物理 量 数字 表征 
之 间 的 函数 关系 : 

Zo = f(T1°** ,Tk Tht yn) (和 

必 具 有 一 定 的 特点 . 

例如 考察 直角 三 角形 斜 边 与 直角 边 长 度 之 间 的 关系 c = f(a,b) = Vaz 十 殉 , 所 有 边 长 
数值 应 当 是 按 同 样 比例 变化 的 , 因此 对 于 任意 允许 数值 a 与 b, 应 当成 立 关 系 式 f(aa, ab) = 
yp(a)f(a,b), 并 且 在 此 例 中 p(a) = a 

量 纲 理论 的 基本 前 提 ( 乍 看 起 来 是 显然 的 ) 是 :具有 物理 意义 的 关系 式 (+) 应 当 是 这 样 的 ， 
当 基 本 单位 的 尺度 改变 时 , 公式 中 所 有 同名 量 的 数值 改变 同样 的 倍数 . 

特别 地 , 如 果 zi, za zs 是 基本 的 独立 的 物理 量 , 且 函 数 (zi za, zs) ~ f(z1,72,73) 值 
是 依赖 于 它们 的 第 四 个 物理 量 , 那么 由 上 述 原则 , 对 任意 允许 的 数值 ri, za, zs 应 当成 立 等 式 


f(aiz1, 0272, 373) = pla1, a2, 03)f (T1, 72, 73) (#*) 


其 中 p 是 某 个 具体 的 函数 . 

等 式 (+*) 中 的 函数 p 完全 描述 了 所 考察 的 物理 量 的 数值 与 基本 物理 量 的 度量 单位 尺度 
变化 之 间 的 相依 关系 . 于 是 , 这 个 函数 关系 应 该 认为 是 给 定 物理 量 关 于 确定 的 基本 度量 单位 
的 量 纲 . 

现在 给 出 量 纲 函数 的 具体 形式 . 

a) 设 zf(z) 是 满足 条 件 f(az) = p(a)f(z) 的 单 变量 的 函数 , 其 中 f 与 p 是 可 微 函 

数 . 证 明 : p(a) = ad. 

b) 证 明 : 等 式 (**) 中 的 量 纲 函 数 恒 有 (aa,az, as) 一 a . ag . ag 的 形式 , 其 中 敌 

的 指数 di, dz, ds 是 某 些 实数 ， 这 样 , 璧 如 确定 的 基本 单位 为 LM,T, 那么 守 表 达 式 

Lm MadazTes 中 的 指数 组 (di, dz,ds) 同样 可 以 认为 是 给 定 物理 量 的 重 岗 . 

c) 在 b) 中 已 经 得 到 量 纲 函 数 有 稼 函数 的 形式 , 即 由 每 个 基本 度量 单位 的 午 构 成 的 齐 次 函 

数 . 如 果 某 个 物理 量 的 量 纲 函 数 关于 某 个 基本 度量 单位 的 齐 性 次 数 等 于 零 , 这 意味 着 什 


麦克斯韦 (James Clerk Maxwell)(1831-1879) 一 一 杰出 的 英国 物理 学 家 , 他 建立 了 电磁 场 的 
数学 理论 , 还 以 气体 运动 理论 、 光学 理论 和 力学 理论 研究 而 闻名 . 
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人 2? 
2? 也 一 定理 与 量 网 方法 ” 设 [zi] = Xi(i = 0,1,… ,n) 是 定律 (*) 中 物理 量 的 量 纲 . 
假设 量 zo, zk+1,… ,zn 的 量 纲 能 够 用 量 z1,… ,zk 的 量 纲 表 示 , 即 


[zol = Xo = XXX 
k 
[eetd] = Xati = XP XE i= nk). 


d) 证 明 : 同 (*) 式 一 起 有 下 式 成 立 


1 1 

ago .agozo = (aazi ,QkTh ON AP TRH 
1 k 
ad (x**) 
ej 如 果 z1,.… ,zk 相互 独立 , 那么 在 (+ * +) 中 令 aa = z7!,… ,ak = zfl. 试验 证 , 这 
时 从 (* * +) 中 得 到 等 式 
0 Tk+L Zn 
= (ue a ， 
x T EK 
a 2 2 


它 是 无 量 纲 的 量 II, TI,… ,IIn-* 之 间 的 关系 式 
T= f(b ,bh In-h). (kk) 
这 样 一 来 , 得 到 下 面 的 
量 纲 理论 的 II- 定理 ”如果 在 关系 式 (+) 中 的 量 zl1,… ,Tk 是 相互 独立 的 , 则 这 个 


关系 式 可 归结 为 nn 一 上 个 无 量 网 的 参数 的 浮 数 (+ + +#)- 
f) 证 明 : 如 果 卡 = n, 则 根据 II- 定理 , 关系 式 (+) 中 的 函数 f 能够 确定 到 只 差 一 个 数 因 


子 . 试用 上 述 方法 求 摆 的 振动 周期 表达 式 CON 也 就 是 用 长 为 1 的 线 悬 持 
的 一 质量 为 m 的 小 球 , 它 在 地 球 表面 振动 . po 是 初始 偏转 角 ). 
加 求 出 在 加 周 轴 道 (半径 为 r) 上 旋转 , 中 心力 为 ,质量 为 m 的 物体 的 旋转 周期 P = 
c() 
F 
h) 对 作 圆周 运动 的 行星 (卫星 ), 它们 的 周期 与 轨道 半径 满足 开 普 勒 定律 (a) = (2)", 
请 仿照 牛顿 , 由 它 求 出 万 有 引力 定律 F = GZ 中 土 的 指数 a 


Ta 
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1. 中 值 定 理 

定理 1 设 厂 :G 一 及 是 定义 在 区 域 GC 了 Rm 上 的 实 值 函 数 , 闭 区 间 [z,z+ 阁 C 
G， 如果 函数 有 在 闭 区 间 [z,z 十 阁 上 连续 , 在 开 区 间 ]z,z 十 h[ 上 可 微 , 则 存在 点 
& Ejz,z 十 hl, 使 得 下 式 成 立 


f(z+h)— f(z) = f'(Oh. (1) 
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< 考察 定义 在 闭 区 间 [0,1] 上 的 辅助 函数 


F(t) =f(z+th), 0<t<1. 


函数 FF 满足 拉 格 朗 日 定理 所 有 的 条 件 : 它 是 连续 映射 的 复合 , 因而 在 [0,1] 上 连续 ， 
而 作为 可 微 映射 的 复合 , 在 ]0,1[ 上 可 微 , 因此 存在 点 9 €]0, 11, 使 得 


F(1)— F(0) = F’'(0) :1. 


但 是 , F(1) = f(z + 及), F(0) = f(z), (9) = f(z +9h)h, 由 此 , 得 证 定理 1. > 

现在 把 关系 式 (1) 写成 坐标 形式 . 

如 果 z = (ZY 2m"),h = (hl hm), = (1 + 0h!,… ,zm +0h"), 那么 等 
式 (1) 可 写 为 


jz+ 问 一 Hz) = Fe 二 站， 十 各) 一 cs) 
hi 
=7GOa= (站 9, 玉 6) ( : 
hm 
= Qf (Oh! + + Omf (eh™ 
= 0.f (zt + Oh ,2™ + Oh™)hi. 
i=1 
利用 以 前 关于 重复 上 、 下 指标 求 和 的 约定 , 最 后 可 将 上 式 写 成 
f(zl + hl ,a™ + hm™) 一 fc ,2™) 
= Oif(z1 + 0h,.. ,2™ + Oh™)hi, (1) 
其 中 0<0<1, 且 6 与 zh 有关 . 
注 由 于 能 够 找到 满足 等 式 (1) 的 某 个 “中 间 的 ” 点 eljz,z + hl, 因此 称 定理 
1 为 中 值 定理 . 在 拉 格 朗 日 定理 (参看 第 五 章 , $3, 第 1 段 ) 的 讨论 中 我 们 已 经 发 现 ， 
中 值 定理 是 实 值 函 数 所 特有 的 . 关于 映射 的 一 般 的 有 限 增 基 定理 将 在 第 十 章 (第 工 
卷 ) 中 给 出 . 
由 定理 1 得 到 有 用 的 
推论 。 如果 函数 f :G 一 民 在 区 域 G C Rm 上 可 微 , 并且 在 G 的 任 一 点 了 它 
的 微分 等 于 零 , 则 f 在 G 上 是 常数 . 
4 线性 映射 等 于 零 等 价 于 它 的 矩阵 的 所 有 元 素 等 于 零 . 因 


df (Tz)h = (Gf, ,Omf) (Th, 
所 以 对 任意 的 ze G, 有 f(z)=… = Omf(7z) =0. 
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按 定义 , 区 域 是 连通 开 集 , 我 们 将 利用 这 一 点 . 
首先 我 们 证 明 , 车 ze G, 则 存在 球 B(z;r) c G, 使 得 函数 f 在 B(zir) 上 为 常 
数 . 
事实 上 , 车 z+he B(z;7), 则 [z,z+ 门 c Blzir) c G. 应 用 关系 式 (1) 或 (1)， 
得 到 
f(z+h)— f(z)= (6h=0.h=0. 


即 f(z 十 h) = f(z), 也 就 是 说 , f 在 球 B(z;r) 上 的 值 皆 等 于 f 在 球 心 > 处 的 值 . 

现在 设 zo,z1 e G 是 区 域 G 中 任意 两 点 , 因 G 是 连通 的 , 所 以 存在 一 条 联结 
z(0) = zo 与 z(1) = zl 的 道路 上 z(b) < G. 我 们 假定 连续 映射 tr z(t) 定义 在 闭 
区 间 [0,1] 上 , 并 设 B(zoir) C G, 因为 z(0) = zo, 且 映 射 + 一 z(t) 连续 , 所 以 存在 
数 0<5<1, 当 0<t<g5 时 ,有 z(t)e B(zo;7) C G. 由 上 所 证 , 当 te [0,6] 时 ,有 
foz(t) 三 f(zo). 设 


1= supfbilf oz(t) = f(z0),0 <t < <1}, 


显然 有 0 < ! < 1, 由 函数 f(z(t)) 在 [0,1] 上 的 连续 性 有 f(z(i)) = f(zo). 但 这 时 有 
1 = 1. 事实 上 , 在 相反 的 情况 , 即 假设 ! < 1, 则 存在 球 B(z(D);ir) c G, 使 得 f 在 此 
球 上 有 f(z) = f(z(D)) = f(zo), 因 函 数 上 z(b) 连续 , 则 存在 A > 0, 对 一 切 满足 
1<tgsl+ 人 A 的 t, 有 z(t) eB(z(0);7), 且 


foz(t) = f(z(D))= f(z0),1 < t <1+A, 


这 与 1 的 定义 矛盾 .因此 证 明了 , 对 一 切 te [0,1], 有 foz(t) = f(zo)， 特 别 地， 
foz(1) = f(z1) = f(z0), 从 而 验 明 , 对 任意 两 点 zo,z1 € G, 函数 1 : G 一 及 的 值 是 
相同 的 . > 


2. 多 变量 函数 可 微 性 的 充分 条 件 


定理 2 设 f:U(z) 一 及 是 定义 在 点 并 = (7Z1,… ,zm) 的 邻 域 U(z) C Rm 上 
的 函数 . 

如 果 函 数 f 在 入 域 U(z) 上 每 一 点 的 所 有 信 导 数 了 2 六， ,总 大 都 存在 ， 且 它 
们 在 点 了 连续 , 则 还 教 三 在 此 点 可 微 . 


< 不 失 一 般 性 , 可 以 认为 U(z) 是 球 B(z;7). 易 知 , 若 点 z = (z1,… ,zm) 与 
点 工 十 h = 二 (zl 十 hi,… ,zm 十 hm) 属于 球 B(z;7), 则 点 (zl,z2 十 有,… ,zm 十 
jhm) (ZT1,22… ,ZTm-1,zm 十 hm) 以 及 联结 它们 的 线段 皆 属 于 B(z;7). 利用 一 个 
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变量 的 函数 的 拉 格 朗 日 定理 有 
f(z+h) -f(z)= Fe + 有 十) 一 7 
= f(z +hl, ,2™ +h")— f(sl,22 +h2,... ,2™ +h™) 
+f(21,22 + hz + h™) 一 zlz2z3 + hs + h™) 


+f(z21, 22,73+h3,. ,2 十 加 ) 一 … 十 (zlz2. m1, 
zm 十 各) 一 (ctz2 ,2™) 

= Of (zl + pz2 + he, "+h™)h + f(z? + 02h?, 3 
+h3,e ,ET + hh + + Omnf (zh, ,Tm + Oh™)h™. 


到 此 , 我 们 仅仅 用 到 了 函数 在 邻 域 UV(z) 上 偏 导数 的 存在 性 . 下 面 要 利用 偏 导数 
在 点 z 的 连续 性 . 继续 上 面 的 计算 , 得 到 


jz+ 站 -jz) = af(z ,zh + oh!t + f(z ,zzm)j2 
+a2h? + + Omf (Zh, TT)h™ + omh™. 


其 中 oa,… ,am 由 于 偏 导数 在 点 z 的 连续 性 , 它们 当 h 一 0 时 , 都 趋 于 零 . 
但 这 意味 着 
f(z+h)— f(z)=L(z)h+o(h) 一 0)， 


其 中 L(z)h = Bf(zl, ,2™)hl + + Omf(zl, mh 

从 定理 2 推 知 , 如 果 函 数 f: G 一 R 的 偏 导数 在 区 域 G Cc Rm 上 连续 , 那么 函 
数 在 区 域 G 的 任 一 点 都 可 微 . 

今后 我 们 约定 用 记号 CCD(G;R) 或 更 简单 地 用 CQ)(G) 表示 在 区 域 G 上 具有 
连续 偏 导数 的 函数 的 集合 . 


3. 高 阶 偏 导数 和 信人 f:G 一 及 定义 在 区 域 G Cc Rm 上 , 且 对 每 个 变量 
Ti(i=1,..,m) 有 偏 导数 56 中 @)， 那么 这 个 偏 导数 又 是 一 个 新 函数 81 : G 一 以 它 


同样 关于 某 个 2 可 可 以 有 信守 数 0;(0:f)(z). 
函数 0;(6;:f) : G 一 R 称 为 函数 f 关于 变量 zi zz 的 二 阶 导数 ,并 记 作 
0nf(z) 或 有 9 a EE < 


上 面 记号 中 指标 的 次 序 指出 了 函数 按 怎样 的 顺序 关于 相应 变量 求 偏 导数 
上 面 我 们 定义 了 二 阶 偏 导数 , 如 果 已 经 定义 了 大 阶 偏 导 数 


Barf(z) = Br se) 
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那么 可 用 归纳 法 定义 上 + 1 阶 偏 导数 : 
iain f(T) := O(ain f(T). 


对 于 多 变量 函数 的 高 阶 偏 导数 , 发 生 了 一 个 特殊 的 问题 , 即 微分 的 顺序 对 要 计 
算 的 偏 导数 有 影响 吗 ? 
定理 3 设 函 数 / :G 一 民 在 区 域 G 上 存在 偏 导 数 


of 区 
Br 5， 


如 果 它 们 在 点 ze G 连续 , 则 它们 在 这 一 点 相等 . 
< 设 zeG, 上 且 函 数 0;jf :G 一 RR 与 0;:f :G 一 RR 在 点 x 连续. 下面 将 在 某 个 
球 B(z;7) C G,r > 0( 它 是 点 z 的 凸 邻 域 ) 上 来 考察 此 问题 , 我 们 希望 证 明 : 


of m of m 
BB") Bod") 
由 于 在 下 面 的 研究 中 改变 的 仅仅 是 变量 zi 2 用 此 为 了 简单 , 可 假定 是 
两 个 变量 zl 与 z? 的 函数 f(z!,2?), 上 且 二 7 在 点 (zl,z2) e B(z;7) C 


G c R? 连续 , 要 证 明 : Er 与 Bir 
Le 


1,z2) = 


0 
5 让 C， 0) 


a 
考察 辅助 函数 
F(h!,h?) = f(z 十 如,z2 + h2) — (zl 十 jn,z2) — f(z!, 2 +h?) + f(z1, 72), 


其 中 假定 增 量 h = (h!,h?) 足够 小 , 使 得 z + he B(z;7). 
如 果 把 函数 F(h!, h?) 写成 差 的 形式 


F(h\,h?) = 9(1) 一 2(0)， 
其 中 p(t) = f(z1 +thlz2+j2) - f(zl+ thbz2), 那么 由 拉 格 朗 日 定理 有 
F(hl,h?) = p'(01) = (Oif (2 + 01h!, 2? + h?)— f(z + OhY, 202), 
对 这 个 差 再 次 应 用 拉 格 朗 日 定理 , 有 
F(hi,h?) = O21f (23! + 01h!, 2? + 02h?)hih?. (2) 
如 果 现 在 把 FF(h!, h?) 表 成 另 一 差 的 形式 


F(h,h?) = 8(1) — $(0), 
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其 中 g(t) = (zl 十 站,z2 十 th?) 一 了 (Zz1,z? 十 th?), 那么 类 似 地 有 


F(hl,h?) = O12f (zt 十 页 由 ,了 2 + ah?)hih?. (3) 
比较 等 式 (2) 与 (3), 可 以 断定 
Ooif (zt1 + 01h!, 2? + 02h?) = 2f (2! + hl,z? + Gah?), (4) 


其 中 01,02, 负 ,62 EJ0,1[. 利用 偏 导数 在 点 (z1,z?) 的 连续 性 , 在 (4) 式 中 令 h 一 0， 
就 得 到 所 需要 的 等 式 . 
Ba1f (71, 2) = O12f (71,7°) 

注意 , 如 果 两 个 偏 导数 95y 与 8:f 在 点 z 仅仅 存在 , 且 对 它 不 加 任何 补充 假 
定 , 一 般 来 说 , 不 能 断定 等 式 8;;f(z) = 0;:f(z) 成 立 (参看 本 节 末 的 习题 2). 

我 们 约定 用 记号 C(*(G;RR) 或 CW(G) 表示 定义 在 区 域 G Cc Rm 上 具有 直到 
阶 连续 偏 导数 的 函数 了 : G 一 民 的 集合 . 

作为 定理 3 的 推论 , 有 

命题 1 如 果 f E CO(G;R), 则 偏 导 数 的 值 i,.…i,f(Z) 不 依赖 于 对 29，.… ,zi 
微分 的 次 序 , 也 就 是 说 , 任意 排列 指标 和 … ,i 都 不 会 改变 偏 导数 的 值 . 

< 当 上 k= 2 时 , 这 个 命题 包含 在 定理 3 中 , 现在 假定 直到 ” 阶 命题 都 成 立 , 要 证 
明 它 对 n+ 1 阶 成 立 . 

有 Biiioinnf (7) = Os, (Osan +1 f )(), 由 归纳 假定 , 指标 i2…in+1 可 以 重新 排 
列 而 不 会 影响 函数 .i,,,f 在 点 z 的 值 , 从 而 也 不 影响 函数 i1244f 在 点 z 的 
值 . 因此 只 要 证 明 , 例如 改变 与 io 的 次 序 不 会 影响 导数 Bi,i..i44f(z) 就 可 以 了 . 

因为 

Oia-int f(T) = Bio (isin 11 f )(7), 

那么 由 定理 3 直接 得 知 i 与 i 交换 次 序 不 会 改变 上 述 导 数值 . 于 是 , 根据 归纳 法 ， 
证 明了 命题 1. > 

例 1 设 f(z) = f(z!,z?) 是 函数 类 CO(G;R) 中 的 函数 . 

设 h = (及,h?), 使 得 闭 区 间 [z,z 十 及 含 在 区 域 G 中 . 我 们 来 证 明定 义 在 闭 区 
间 [0,1] < R 上 函数 

v(t) = f(z + th) 

属于 CW)[0,1], 并 求 它 对 于 上 的 大 阶 导数 . 

我 们 有 
p(t) = f(z! + th!, 22 + th?)h! + f(z + th!, 2 十 坊 )j2， 
P(t) = Ou f(z + th)hi hl + Borf (x + th)h2h! + 2f (t+ th)hih? + Bo2f (w+ th)h2h? 

= Ouf (x + th)(h:)? + 2012f (2 + th)hih? + O22f (2 + th)(h2)?. 
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这 些 关系 式 可 以 写成 算 子 (h16; + j2B) 作用 于 函数 的 形式 : 
P(t) = (hlO1 + h20>)f (2 + th) = hi f(z + th), 
p(t) = (MO + h205)? f(z + th) = hi he0ii,f (T+ th). 
由 归纳 法 得 到 
PO = (RO + eG) f(r + th) 
= hi hi Oi f(z + th) 


(上 式 右边 简 记 符号 指 的 是 关于 各 种 可 能 的 指标 1,… ,i 的 和 式 , 这 些 指标 取 数 值 
1 或 2). 

例 2 设 f(z) = /lz …,zm) 且 Je CO(G;R), 假定 ez+ 阁 <G. 对 于 定 
义 在 闭 区 间 [0,1] c 及 上 的 函数 p(t) = f(z 十 声 ), 我 们 得 到 


PA) = hi hf (T+ th), (5) 
其 中 简 记 符号 指 的 是 关于 各 种 可 能 的 指标 1,… ,ik 的 和 式 , 这 些 指标 取 从 1 到 m 
的 所 有 可 能 的 值 . 
公式 (5) 也 可 以 写成 下 面 的 形式 
el = (jaB + + hmOm)*f (z+ th). (6) 
4. 泰勒 公式 
定理 4 如 果 函 数 有 :U(z) 一 及 在 点 了 ERm 的 邻 域 U(z) C Rm 上 有 定义 ,并 
且 属 于 函数 类 CD)(U(z);R), 而 [z,z 十 问 C U(z), 则 有 


f(z + hi, ,T+ h") — f(r, ,2™) 
n—l 
= DBL + hn) f(s) + ralz;h), 四 
和 
其 中 
1 -7 pn 
rn-1(2;h) = = (hi@ + :+ h™Om)" f(z + th)dt. (8) 


等 式 (7) 与 (8) 一 起 称 为 具 积分 形式 余 项 的 泰勒 公式 . 
< 泰勒 公式 (7) 可 立即 从 单 变量 函数 的 泰勒 公式 得 到 . 事实 上 , 考察 辅助 函数 


P(t) = f(z + th), 
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由 定理 4 的 条 件 知 道 它 定义 在 闭 区 间 0 < t < 1 上 并 且 属于 C([0,1]. 
当 re [0,1] 时 , 由 单 变量 函数 的 泰勒 公式 可 以 得 到 


1 
mY 


1 (1 t)"-1 
+/ 和 i p(tr)dt. 


en) = p(0) + Ho(O)r + e+ or-D(Ojrn- 


令 T=1, 有 


1 
mY? 


2(D = 2(0) 十 Be'(0) 十 … 十 "DD (0) 


1 tn-1l 
+/ Ne 2 Peat. (9) 
把 由 公式 (6) 得 到 的 


POO0) = (RO 十 十 hman)sf(z) (k=0,..,n—1), 
pV) = (hi01 + + hmom)" f(z + th). 


代入 上 式 就 得 到 定理 4 的 结论 . > 
注 如 果 在 (9) 式 中 用 拉 格 朗 日 余 项 代替 积分 余 项 , 那么 从 等 式 


p01) = p(0) + HO) + + i 0) + 直 o "(0), 
其 中 0 <0<1, 得 到 带 有 余 项 
me_ai(zi 月 = 二 (a + + hmOn)" f(z + 0h) (10) 


的 泰勒 公式 (7). 
这 个 余 项 和 一 个 变量 函数 的 情况 一 样 , 称 为 具有 拉 格 朗 日 形式 的 泰勒 公式 余 项 . 
既然 je C(D)(U(z);R), 那么 从 (10) 式 得 到 


rn-i(z;h) = 丰 (aat + +h Om)" f(z) + ohll") 人 一 0)， 


因此 有 
fat + he sem + hn) ~ fl so™) 
= DCO + et hmm) f(s) + ollhl") (A 0), (GD 
k=0 


叫做 具有 佩 亚 诺 形式 余 项 的 泰勒 公式 . 
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5. 多 变量 函数 的 极 值 微分 学 的 重要 应 用 之 一 是 利用 它 寻求 和 研究 函数 的 
极 值 . 


定义 1 设 函数 了 :已 一 及 定义 在 集合 巨 c Rm 上 . 如 果 对 于 已 的 内 点 zo, 存 
在 邻 域 U(zo) C EE, 当 z e U(zo) 时 ,有 f(z) < f(zo)(f(z) > f(zo)), 则 称 函 数 f 在 
互 的 内 点 zo 有 局 部 极 大 值 (局 部 极 小 值 ). 

如 果 对 ze U(zo)\zo 有 严格 不 等 式 f(z) < f(zo)(f(z) > f(zo)) 则 称 函 数 f 在 
Zo 有 严格 局 部 极 大 值 (严格 局 部 极 小 值 ). 


定义 2 函数 的 局 部 极 小 值 与 局 部 极 大 值 称 为 函数 的 局 部 极 值 . 
定理 5 设 函 数 有 :U(z0) 一 及 定义 在 点 zo = (z3，……,z 中 ) 的 邻 域 U(zo) C 及 mm 
上 ,并 且 它 在 点 zo 关于 每 个 变量 z1,.… ,zm 存在 偏 导数 , 如 果 函 数 有 在 点 zo 有 局 
部 极 值 , 则 有 
总 eco =o…, 环 en=o (12) 
< 考察 一 个 变量 的 函数 p(z!) = f(z1, 738,… ,zz), 由 定理 条 件 知 , 它 在 实 轴 上 
的 点 z3 的 某 个 邻 域 上 有 定义 , 并 且 它 在 点 中 有 局 部 极 值 , 因此 


8 AU 
wy 国 = 中 咯咯 = 站 co)=0 


类 似 地 可 以 证 明 (12) 式 中 其 余 的 等 式 ， 

注意 , (12) 式 仅仅 给 出 多 变量 函数 极 值 的 必要 条 件 , 但 不 是 充分 条 件 , 为 了 证 实 
这 一 点 , 可 以 从 单 变量 函数 这 方面 的 反例 着 手 . 譬如 , 如果 以 前 我 们 知道 函数 z 一 3 
在 零点 有 零 导数 , 但 它 在 此 点 无 极 值 , 那么 现在 就 可 以 考察 函数 


f(s, 2") = (7) 


它 在 点 zo = (0,… ,0) 的 所 有 偏 导数 都 等 于 零 , 但 是 它 在 此 点 显然 不 存在 极 值 . 
定理 5 指出 , 如 果 函 数 f : G 一 及 定义 在 开 集 G c Rm 上 , 那么 在 它 的 局 部 极 
值 点 或 者 f 不 可 微 , 或 者 微分 df(zo) 等 于 零 , 亦 即 切 映射 f(zo) 等 于 零 . 
我 们 知道 , 如 果 定义 在 点 zo e Rm 的 邻 域 U(zo) C Rm 上 的 映射 f : U(zo) 一 RR” 
在 点 zo 可 微 , 那么 切 映射 f(zo) : Rm 一 了 Rn 的 矩阵 是 


1f1(z0) … mf!(z0) 
: : ; (13) 
Of"(z0) … Omf"(z) 
定义 3 点 zo 称 为 映射 : U(zo) 一 R" 的 临界 点 , 如 果 映 射 在 这 点 的 雅 可 比 
矩阵 (13) 的 秩 小 于 min{m,n}, 也 就 是 说 , 比 矩 阵 (13) 可 能 的 最 大 秩 要 小 . 
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特别 地 , 当 n = 1 时 , 如 果 满 足 条 件 (12), 亦 即 函数 f : U(zo) 一 及 的 所 有 偏 导 
数 都 等 于 零 , 则 点 zo 为 临界 点 . 

实 值 函数 的 临界 点 同时 也 称 为 这 个 函数 的 稳定 点 . 

我 们 通过 解 方程 组 (12) 求 得 函数 的 临界 点 , 然后 进一步 分 析 它 们 是 不 是 函数 的 
极 值 点 , 这 个 工作 得 以 顺利 进行 是 利用 由 泰勒 公式 以 及 由 它 得 到 的 下 面 的 极 值 是 否 
存在 的 充分 条 件 . 


定理 6 设 f:U(zo) 一 及 是 定义 在 点 zo = (TH,… ,ZT8) 的 领域 U(zo) C R™ 
上 且 属于 C(2)(U(zo); 及 ) 的 函数 , 点 zo 是 函数 的 临界 点 . 如果 函 数 在 zo 的 泰勒 
展开 式 


J 0 
bj=1 


中 的 二 次 型 
- of hi = ihi 
>> Bd oh hi = Oi f (zo)hih (15) 
i121 


a) 有 确定 的 符号 , 则 函数 f 在 zo 取得 局 部 极 值 . 当 二 次 型 (15) 是 正定 的 时 候 ， 
f 在 zo 取得 严格 局 部 极 小 值 ; 当 二 次 型 (15) 是 负 定 的 时 候 , f 在 zo 取得 严格 局 部 
极 大 值 . 

b) 具有 不 同 的 符号 , 则 函数 /在 zo 没有 极 值 . 


4 设 凡 关 0,zo 十 heEU(zo), 把 (14) 式 写成 如 下 形式 
f(zo+ A) = f(z0) = IAI b> 元 太 @ 而 黄 + ， 09 
tj=1 


其 中 ol1) 当 胃 一 0 时 是 无 穷 小 量 . 
从 (16) 式 看 出 , 差 式 f(zo 二 有 一 f(zo) 的 符号 完全 由 右 端 方 括号 内 的 量 的 符号 
决定 , 我 们 现在 来 研究 它 . 


hl h™ 
向 量 e= 《1 


上 连续 , 因此 它 在 单位 球面 


) 的 范 数 显然 是 1, 二 次 型 (15) 看 成 的 函数 , 在 R 


5(0;1)= {z eR"™| lzl=1} 


上 连续 且 有 界 , 但 是 球面 9 是 Rm 中 的 有 界 闭 集 , 即 紧 集 , 于 是 二 次 型 (15) 在 S 上 
取得 最 小 值 m 与 最 大 值 M. 

如 果 二 次 型 (15) 是 正定 的 , 那么 有 0 < m < M, 并 且 可 找到 一 个 5 > 0, 使 得 
当 Iml| < 5 时 有 lo(D| < m. 这 时 (16) 式 右边 方 括号 中 的 量 保持 正 号 , 也 就 是 说 , 当 
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0 < Imll < 5 时 , 有 flzo 十 月 一 f(zo) > 0 因此 , 点 zo 是 函数 了 的 严格 局 部 极 小 
值 点 . 


类 似 地 可 以 证 明 , 当 二 次 型 (15) 是 负 定 时 , 函数 f 在 zo 取得 严格 局 部 极 大 值 . 

这 样 , 定理 6 的 a) 就 证 完了 , 现在 来 证 明 结论 b). 

设 em,em 是 单位 球面 上 的 点 ,二 次 型 (15) 在 em,ex 分 别 取 值 m, M, 而且 
m<0<M. 令 hh=tem, 其 中 t>0 充分 小 , 使 得 zo 二 heU(zo), 从 (16) 式 得 到 


fro + tem) — f(z0) = He (m+ ol)), 


其 中 o(1) 一 0 当 上 一 0. 而且, 该 等 式 右 端 的 m 十 o(1), 当 t 充分 小 时 , 与 m 的 符号 
相同 , 即 负 号 , 因而 上 式 左边 也 取 负 号 . 
类 似 地 令 h = tem, 得 


f(zo + tem) — f(z0) = HEM + o(D)), 


从 而 , 当 t 充分 小 时 , 差 式 f(zo + tex) - f(zo) 是 正 的 . 

这 样 , 如 果 二 次 型 (15) 在 单位 球面 上 , 等 价 地 , 在 R* 上 具有 不 同 的 符号 , 那么 
在 点 zo 的 任 一 邻 域内 可 以 找到 一 个 点 , 使 得 函数 在 此 点 的 值 大 于 f(zo), 同时 又 可 
找到 另 一 个 点 , 使 得 函数 在 此 点 之 值 小 于 f(zo). 因此 , 点 zo 不 是 函数 f 的 局 部 极 
值 点 . > 

现在 叙述 与 定理 有 关 的 若干 附注 . 

注 1 定理 6 没有 讨论 二 次 型 (15) 是 半 定 的 情形 , 即 非 正 且 或 非 负 的 情形 , 在 
这 种 情形 , 点 zo 可 以 是 函数 的 极 值 点 也 可 以 不 是 , 这 可 从 下 面 例子 看 出 来 . 


例 3 求 定 义 在 R? 上 的 函数 f(z,y) = z4 二 Vy 一 2z? 的 极 值 . 
按照 必要 条 件 (12) 写 出 方程 组 


| (ey) =473—4r=0, 


Ht, YW)=4y =0. 


求 得 三 个 临界 点 :( 一 1,0), (0,0), (1,0). 
因为 
B77 4, Bz en ,Y) 三 

那么 二 次 型 (15) 在 上 面 三 个 临界 点 处 分 别 有 值 


8(h')?, —4(h!)?, 8(h)?, 


也 就 是 说 , 在 所 有 三 种 情况 它 都 是 半 定 的 ( 非 正 的 或 非 负 的 ), 这 时 不 能 应 用 定理 6， 
但 是 因为 f(z,y) = (z? 一 D2 十 欠 一 1 显然 看 出 , 函数 f 在 点 (1,0) 与 (1,0) 处 有 严 


(z,y) = 122? 一 0， Ht W = 12y’, 
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格 极 小 值 -1( 甚 至 不 是 局 部 的 ), 而 在 点 (0,0) 它 没有 极 值 , 这 是 因为 当 z = 0,y 0 
时 , f(0,y) = y > 0, 而 当 y = 0,z 充分 小 但 不 为 零 时 , f(z,0) = z4 一 2z2 < 0. 

注 2 当 二 次 型 (15) 得 到 以 后 , 可 以 利用 代数 教材 中 有 名 的 西 尔 维 斯 特 准则 @ 研 
究 它 的 确定 性 . 根据 这 个 准则 , 具有 对 称 矩 阵 


Ql alm 
Gml …” GQmm 


的 二 次 型 六 aijzizi 正定 , 当 且 仅 当 , 它 的 矩阵 的 所 有 主子 式 都 大 于 零 ; 它 负 定 , 当 
4J=1 
且 仅 当 , oil < 0, 且 每 一 主子 式 与 下 一 阶 主 子 式 有 相反 的 符号 . 
例 4 求 在 R 上 , 除去 坐标 原点 , 处 处 有 定义 的 函数 


jf(z,g) = zyIn(z? +) 


的 极 值 . 
解 方 程 组 » es 
Sle, W =yln(s? +)+ Fty 
(ey) = zln(z2 十 22) 十 Bs =0, 
得 到 函数 所 有 的 临界 点 : 


(0, +1), (+1,0), (: 友 ,+ 友 ) s (2 去 'f 充 ) 


因为 函数 关于 两 个 自 变量 中 的 每 一 个 都 是 奇 函 数 , 所 以 点 (0, 十 1) 与 ( 土 1,0) 显 
然 不 是 函数 的 极 值 点 . 另外, 当 两 个 变量 z 与 y 同时 改变 符号 时 , 函数 值 不 会 改变 ， 


因此 , 我 们 只 要 再 研究 剩 下 来 的 临界 点 中 的 一 个 , 例如 点 ( 遍 ， 翅 ) 就 可 以 推断 


其 他 点 的 性 质 了 . 

因为 
__6ry __ ry 
Tr T+) 


of dr2y? 
Be P+)? tt 


of 6zy 4 
BY B+ B+ 
@ 西 尔 维 斯 特 (J. J. Sylvester)(1814 一 1897) 一 一 英国 数学 家 , 他 最 有 名 的 工作 是 在 代数 方面 
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所 以 二 次 型 af(zojiaia 在 点 ( -元 ， -大 ) 的 矩阵 为 


去 志 ) 
2 0 
0 2 

因此 , 它 是 正定 的 , 从 而 , 数 在 此 点 有 局 部 极 小 值 /( - 访 , 大) = - 志 
由 上 面 看 到 的 所 考察 的 函数 的 特点 ,可 以 断定 


A 
也 是 函数 的 极 小 值 ,而 


7 (二 过) = / (元 ， = 1 

VE' VE/ ~/ \Vie' VE 

是 要 的 所 部 大 人 其实 这 结 施 可 以 直 捷 由 次 的 多 定性 来 证 ， 全 如 
二 次 型 (15) 在 点 (- 关 ,- 了 ) 的 短 阵 为 


Va’ Vi 
-2 0 
0 -2 
由 此 看 出 二 次 型 是 负 定 的 . 


注 3 应 当 注 意 , 我 们 得 到 的 关于 函数 极 值 的 必要 条 件 (定理 5) 与 充分 条 件 ( 定 
理 6) 仅仅 适用 于 函数 定义 域 中 的 内 点 . 这 样 , 在 寻求 函数 的 最 大 值 或 最 小 值 时 , 除 
了 必须 研究 内 部 的 临界 点 外 , 还 要 研究 定义 域 的 边界 点 , 因为 函数 的 最 大 值 或 最 小 
值 可 能 在 边界 点 取 到 . 

更 详细 地 研究 函数 在 非 内 点 处 极 值 的 一 般 法 则 将 在 以 后 叙述 (参看 条 件 极 值 一 
节 ). 在 寻求 函数 的 极 大 值 与 极 小 值 时 , 除 正式 的 作法 外 , 有 时 可 利用 与 问题 性 质 有 
关 的 一 些 简单 的 想法 . 注意 到 这 一 点 是 有 益 的 . 例如 , 如 果 所 考察 的 在 Rm" 上 可 微 的 
函数 , 按 问题 的 意义 应 当 有 极 小 值 , 它 在 R… 上 无 上 界 , 且 有 唯一 的 临界 点 , 那么 可 
以 不 作 进 一 步 研究 就 能 断定 函数 在 此 点 具有 极 小 值 . 


例 5 惠 更 斯 问题 根据 在 封闭 力学 系统 中 的 能 量 和 动量 守恒 原理 , 经 过 不 太 
复杂 的 计算 可 以 证 明 , 两 个 质量 为 m1 与 m2, 初速 度 为 w 与 vo 的 绝对 弹性 的 球 发 
生 对 心 完全 弹性 碰撞 以 后 , 它们 的 速度 (速度 方向 没 着 两 球 中 心 的 连 线 ) 由 下 面 的 式 
子 确定 : 

计 芭 (ma 一 ma)ul + 2m2v2 
m+m2 

巷 三 (m2 — mi)v2 十 2mav 
mit+mz 


3; 
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特别 地 , 如 果 质 量 为 M, 速度 为 Y 的 球 与 一 个 质量 为 m 的 不 动 的 球 碰撞 , 那么 
从 上 面 公式 中 可 以 求 出 质量 为 m 的 小 球 获得 的 速度 为 
ve 
m+M 
由 此 看 出 , 车 0 < m < M, 则 V < v < 2V. 用 什么 方法 可 以 把 大 质量 物体 的 较 
多 的 动能 转移 到 质量 小 的 物体 呢 ? 例如 , 可 以 在 小 质量 球 与 大 质量 球 之 间 放 人 具有 
中 间 质 量 m < mi < ma < … < mn < M 的 球 , 令 具 大 质量 M 的 球 与 质量 为 
manymn-1,… ,Tn2, mi,m 的 球 依次 对 心 完全 弹性 碰撞 , 如 何 选取 m1,m2,… ,mn 才 
能 使 具 小 质量 m 的 球 获得 最 大 的 速度 呢 (由 惠 更 斯 提出 )? 
按照 公式 (17), 小 球 获得 的 速度 v 可 表 为 变量 m1,m2,… ,mn 的 函数 : 
m .m2 ee Mn M 
mim mt+ma mitma m+M 


这 样 , 惠 更 斯 问题 归结 为 寻求 函数 


Vv, (17) 


Ws 


.2n+1y, (18) 


m1 m2 LL M 
m+m mi+mz2 mi+mn m+M 


f(my mn) = 


的 极 大 值 . 
内 部 极 值 必要 条 件 方程 组 (12) 在 本 题 中 归结 为 


由 此 看 出 , 数 


mmym2 ,mn M 


构成 等 比 数列 , 公 比 g=“ 辽 . 
把 这 样 得 到 的 质量 组 代入 (18) 得 到 


oo (Te (19) 


当 = 0 时 , 上 式 与 (17) 式 重合 . 

从 物理 意义 考虑 , 公式 (19) 显然 给 出 函数 (18) 的 最 大 值 , 但 是 这 也 可 以 正式 地 
予以 证 明 (并 不 需要 进行 繁琐 的 二 阶 导数 的 计算 , 参看 本 节 末 的 习题 9). 

注意 , 从 公式 (19) 看 出 , 如 果 m 一 0, 则 v 一 2"+1V, 就 是 说 , 放 在 小 质量 m 与 
大 质量 M 之 间 的 一 系列 球 确实 明显 地 增加 了 大 质量 M 的 动能 向 小 质量 m 的 物体 
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的 转移 . @ 
6. 与 多 变量 函数 有 关 的 某 些 几何 形象 


a.。 函数 图 像 与 曲线 坐标 “ 设 z,y,z 是 空间 及 3 中 点 的 笛 卡 儿 坐标 , z = f(z,y) 
是 定义 在 平面 R 的 某 个 区 域 G 上 的 变量 (z,y) 的 连续 函数 . 
由 函数 图 像 的 一 般 定义 知道 , 这 时 函数 f : G 一 及 的 图 像 是 空间 R? 中 的 集合 


$= {(z,y,72) € RI|(z,y) € G,z = f(z,9)}. 


用 关系 式 (z,y) = (z,y, f(z,y)) 定义 的 映射 G -二 ,5 显然 是 连续 的 相互 单 值 的 
从 G 到 S 上 的 映射 , 根据 它 , 集合 5S 上任 一 点 (z,y, f(z,2y)) 都 可 通过 指出 与 它 对 应 
的 区 域 G 的 点 或 这 个 点 的 坐标 (z,y) 的 方法 指定 . 

这 样 一 来 , 可 以 把 数 对 (z,y) 看 成 是 集合 5( 即 函数 z = f(z,y) 的 图 像 ) 上 点 的 
一 种 坐标 . 因为 5 的 点 是 用 数 对 (z,y) 给 出 的 , 故 称 5 为 R3 中 的 二 维 曲面 (曲面 的 
一 般 定 义 以 后 再 给 出 .) 

如 果 给 出 G 中 的 道路 :了 一 G, 那么 自然 得 到 曲面 9 上 的 道路 Fo 了 :了 5， 
如 果 道路 用 参数 式 z = z(t),y = y(t) 给 出 , 那么 S 上 的 道路 Fo P 用 三 个 函数 
z = z(t),y = y(t),z = f(z(t),y(t)) 给 出 . 特别 地 , 如 果 设 z = zo +tby = yo, 那么 
我 们 得 到 曲面 5 上 的 曲线 z = zo +ty = yo,z = f(zo 十 t,yo), 沿 着 这 条 曲线 , 曲 


四 译 者 注 : 为 了 准确 了 解 动能 转移 与 中 间 球 的 个 数 的 关系 , 可 作 如 下 分 析 . 
将 g= “VYM/Im 代入 (19) 式 ,得 


n+l 


| ee 1 
i ET 
注意 到 M > m, 容易 验证 , 它 关 于 n 是 单调 增加 的 , 就 是 说 , 在 大 、 小 球 之 间 设置 的 球 越 多 , 则 从 
大 球 转移 到 小 球 的 动能 就 越 多 , 利用 洛 必 达 法 则 , 得 


n+1 


= lim n+D {2-m [ + (入) at ]} 
In2—In [+(®)] 
ee/ 
因此 ，lim_ mw? = MV2. 这 就 是 说 , 当 n 一 co, 大 球 转移 给 小 球 的 动能 将 趋 于 大 球 原来 的 全 部 
动能 . 


= lim 
一 0 
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面 S 上 点 (z,yz) 的 坐标 y = yo 保持 不 变 . 类 似 地 , 可 以 得 到 曲面 5 上 另 一 条 曲 
线 z=zoy=+tbz= f(zo,yo 十 引 , 沿 着 它 , 曲面 S 上 点 (z,y,z) 的 第 一 个 坐标 
Zz = zo 保持 不 变 . 曲面 9 上 的 这 些 线 , 类 似 于 平面 情况 , 自然 称 为 曲面 5 上 的 坐标 
线 . G c R? 中 的 坐标 线 是 一 段 直线 , 曲面 9S 上 的 坐标 线 不 同 , 一 般 说 是 R3 中 的 曲 
线 . 由 于 这 个 原因 , 曲面 9 上 点 的 坐标 (z,y) 常 称 为 $ 上 的 曲线 坐标 . 

因此 , 定义 在 区 域 G Cc R? 上 的 连续 函数 z = f(z,y) 的 图 像 是 R3 中 的 二 维 曲 
面 , 它 的 点 可 以 用 曲线 坐标 (z,y) e G 表示 . 

我 们 暂时 不 讨论 曲面 的 一 般 定 义 , 因为 现在 我 们 的 兴趣 仅仅 是 曲面 的 特殊 情况 
一 一 函数 的 图 像 , 但 是 , 我 们 假定 读者 从 解析 几何 教程 中 已 经 很 熟悉 R3 中 某 些 重要 
的 具体 的 曲面 (平面 、 椭 球面 、 抛 物 面 、 双 曲面 ). 


b. 函数 图 像 的 切 平面 ”如 果 函 数 z = f(z,y) 在 点 (zo,yo) < G 可 微 , 那么 有 


jz,y) = f(z0,Y0) + A(T — 20) + B(y — yo) 


(20) 
+o(V(z— zo +(y yo) ) ((z,y) — (zo,vo)). 
其 中 4,B 是 常数 . 在 R? 中 考察 平面 
z=z0+A(z— 70)+ B(y— yo), (21) 


其 中 zo = f(zo, yo). 比较 等 式 (20) 与 (21) 后 看 出 , 我 们 的 函数 图 像 在 点 (zo, yo, z0) 
的 邻 域内 非常 接近 于 平面 (21). 确切 些 说 , 函数 图 像 上 的 点 (z,y, f(z,) 与 平面 (21) 
上 的 点 (z,y,z(z, 共 ) 的 偏差 与 量 Vz 一 20)? 二 (y 一 yo)?3( 它 是 从 点 (zo,yo,zo) 的 坐 
标 (zo,yo) 到 图 像 上 点 (z,y, f(z,4)) 的 曲线 坐标 (z,y) 的 位 移 ) 比较 是 一 个 无 穷 
小 量 . 

由 函数 微分 的 唯一 性 知道 ,具有 上 述 性 质 的 平面 (21) 是 唯一 的 并 有 如 下 形式 

= feo) + (e000) = 0) + Heo) — wm). (22) 

它 称 为 函数 z = f(z,y) 图 像 在 点 (zo,yo, f(zo,yo)) 的 切 平面 . 

于 是 , 函数 > = f(z,y) 在 点 (zo,yo) 的 可 微 性 与 这 个 函数 的 图 像 在 点 (zo, vyo， 
f(xo,yo)) 存在 切 平面 是 等 价 的 . 


<. 法 向 量 把 切 平面 方程 (22) 写成 标准 形式 
Of (go)e -20) + (ooo) Wm) = (2— fle0,s) =0, 
由 此 可 知 , 向 量 


(Hte000), (e040), -1) (23) 
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是 切 平面 的 法 向 量 . 它 的 方向 看 作 是 曲面 5 (函数 图 像 ) 在 点 (zo,yo, f(zo,yo)) 的 法 
向 或 正 交 于 5 的 方向 . 

特别 地 , 如 果 点 (zo, yo) 是 函数 f(z,y) 的 临界 点 , 那么 图 像 在 点 (zo, yo, f(zo, yo)) 
处 的 法 向 量 为 (0,0, 一 1), 从 而 , 函数 图 像 在 这 个 点 的 切 平面 是 水 平 的 (平行 于 平面 
(z,9)). 

下 面 的 三 个 函数 图 像 可 以 说 明 上 边 所 说 的 内 容 . 

图 53 中 的 (a) 与 (e) 描绘 了 在 局 部 极 值 点 邻 域 中 函数 的 图 像 相对 于 它 的 切 平 
面 的 位 置 . 在 图 53 中 的 (b) 画 出 了 函数 图 像 在 所 谓 鞍 形 临界 点 邻 域 的 情形 . 


d. 切 平面 和 切 向 量 我 们 知道 , 如 果 R3 中 的 道路 及 : 了 一 R? 的 表示 式 z = 
Z(t),y = y(t),z = z(t) 是 可 微 函数 , 那么 向 量 (z(0),y(0),z(0)) 是 时 刻 上 = 0 的 速度 
向 量 . 这 个 向 量 通过 道路 的 承载 子 上 的 点 zo = z(0),yo = y(0), zo = z(0) 且 与 曲 
线 相 切 . 


图 53 


现在 考察 函数 z = f(z,y) 图 像 上 的 道路 :了 一 5, 它 的 表示 式 为 z = z(t),y = 
(bz = f(z(t),y(t)). 这 时 有 


(2(0),00), 2(0)) = (2(0), 00), (0 4)3(0) + HL (rosso)o(0)) 


由 此 看 出 , 上 述 向 量 垂直 于 向 量 (23), 即 垂直 于 函数 图 像 在 点 (zo, yo, f(zo,yo)) 的 法 
向 量 . 这 样 , 我 们 证 明了 , 如 果 向 量 (6, 思 5) 在 点 (zo,yo, f(zo,yo)) 与 曲面 上 过 此 
点 的 某 曲线 相 切 , 那么 它 垂直 于 向 量 (23) 并 且 (在 这 种 意义 下 ) 在 平面 (22) 上 , 这 
个 平面 在 所 指出 的 点 与 曲面 5 相 切 . 更 确切 地 可 以 说 , 所 有 直线 


z=7z0+ét, y=yo+m, z= f(zo,yo)+ct 


都 在 切 平面 (22) 上 . 
现在 我 们 要 证 明 , 相反 的 命题 也 是 对 的 , 也 就 是 说 , 如 果 直线 z = zo + &t,y = 
加 十 册 z = f(zo,yo) 十 bt， 或 向 量 (8,n,6) 位 于 函数 > = f(z,y) 图 像 5 在 点 
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(zo,yo, f(zo,yo)) 的 切 平面 (22) 上 , 那么 在 5 上 存在 一 条 道路 , 使 得 向 量 (&,7,¢) 
是 它 在 点 (zo,yo, f(zo,yo)) 的 速度 向 量 . 
作为 这 样 的 道路 , 可 以 取 


T=7T0+ét,y=y+n, z= f(ro+ét,yo+m). 
事实 上 , 对 于 它 , 有 


3(0) = 6,0(0) =m 2(0) = HL (ro) + HL (zorso)n, 


上 0. 0 
GL (zo,90)3(0) + HE (e090)0(0) — a(0) =0, 
且 按 条 件 还 有 : 
SL(eo, Yo)é€+ (em)n 一 6=0， 
我 们 断定 


(z(0), 9(0), 2(0)) = (和 0). 


于 是 , 曲面 5 在 点 (zo,yo, z0) 处 的 切 平面 是 由 通过 S 上 
的 点 (zo,yo, zo) 且 与 曲面 上 过 这 个 点 的 曲线 相 切 的 向 量 组 成 
的 (图 54). 

这 已 是 切 平面 的 比较 几何 化 的 描述 了 . 无 论 如何 , 从 它 可 
以 看 出 , 如 果 曲 线 的 切线 定义 关于 坐标 系 的 取 法 保持 不 变 , 那 
么 切 平面 定义 同样 也 保持 不 变 . 

为 了 直观 , 我 们 仅 考察 了 两 个 变量 的 函数 , 然而 以 上 的 一 
切 令 述 显然 可 以 推广 到 一 般 的 m e N 个 变量 的 函数 


3 一 jc (24) 
这 个 函数 的 图 像 在 点 (zj，…… ,z8, f(zi…… ,28F)) 处 的 切 平面 是 


7 (25) 
i=1 


向 量 
( 辣 @o.…, 关 (eo) -1) 
是 平面 (25) 的 法 向 量 . 这 个 平面 本 身 如 同 函数 (24) 的 图 像 一 样 有 相同 的 维 数 m, 妈 
它们 的 任 一 点 都 由 m 个 坐标 的 有 序 组 (#1,… ,zm) 决定 
这 样 ,方程 (25) 给 出 了 Rm+! 中 的 超 平面 
逐 字 乏 句 重复 上 面 的 推导 , 可 以 断定 切 平面 (25) 是 由 mn 维 曲 面 $ 即 数 (24) 
的 图 像 上 通过 点 (23,… ,zg, f(z … ,zg)) 的 曲线 的 切 向 量 组 成 的 . 


84， 多 变量 实 值 函数 微分 学 的 基本 事实 421 


练 习 


1. 设 > = f(z.y) 是 定义 在 区 域 G C R? 上 的 连续 可 微 函数 类 CC)(G;R) 中 的 函数 . 
a) 如 果 Ht, 人 三 0,(c,g) e G, 那么 可 以 断定 函数 在 G 上 不 依赖 于 y 吗 ? 
b) 区 域 G 具备 什么 条 件 , 才能 使 得 上 述 问题 有 肯定 的 回答 ? 

2。 a) 证 明 : 设 函 数 


则 有 
of 
pA 0-1#-1= 训 站 


b) 证 明 : 如 果 函数 /(z,y) 在 点 (zo,w) 的 令 域 上 有 有 偏 导 数 红 ， 红 , 混合 导数 也 并 


(0,0). 


"By Be 
of 2 of 
( 如 ) 在 U 上 存在 且 在 点 (zo,w) 连续 则 混合 导数 如 大 (和 地 将 二 在 
这 点 也 存在 且 有 


2 = Bm) 


3. 设 z1,… ,zm 是 Rm 中 的 笛 卡 儿 坐 标 , eC 的 (G;RR). 用 式 子 
A = Ee,") 


称 其 为 拉 普 拉 斯 算 子 . 
在 区 域 G C Rm 中 关于 函数 f 的 方程 Af = 0 称 为 拉 普 拉 斯 方程 ， 它 的 解 称 为 区 域 G 中 
的 调和 函数 . 


a) 证 明 : 设 == (zzm),z 儿 = ceo?， 则 当 m > 2 时 , 函数 
名 
ye) =lzl 


在 区 域 R" \0 (其 中 0 = (0,… ,0)) 中 是 调和 的 . 
b) 证 明 : 函数 


Fa 1 
当 t>0 且 z= (z!,… ,zm) E Rm 时 有 定义 且 满足 热传导 方程 
Of ua 
rb 


即 在 函数 定义 城中 任 一 点 有 人 H = 邯 所 和 
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4. 多 重 指标 记号 的 泰勒 公式 ” 记 a := (oi,… ,am), 它 由 非 负 整数 ai(i = 1 … ,m) 组 成 , 称 
为 多 重 指标 a. 又 记 


lal : = la +……+ laml, 
al:= anal -am!; 
最 后 , 若 a = (a1,… ,am), 则 记 
ac := a ar 


a) 证明: 若 大 E RN 则 


1 
attan) = 5 a 了 


lal=k 


或 


这 里 , 求 和 号 是 对 所 有 满足 等 式 下 |ai| = 大 的 非 负 数组 a = (oi1,… ,am) 取 的 . 


b) 设 Ss 
ee Blolf 
D°f(z) := Gr 0am em (9 


证 明 : 车 f e CW)(G;RR), 则 对 任意 的 点 re G, 有 等 式 
Duff)h i = DD fo), 
im 二 及 lal=k 
其 中 hh = (h',… ,hm). 
c) 证 明 : 带 有 拉 格 朗 日 余 项 的 多 重 指标 记号 的 泰勒 公式 为 


n=l 


Je+ 月 = DD Df) + DD BD" f(r + On)h®. 
lal=0 lal=n 


4) 用 多 重 指标 记号 写 出 带 积分 余 项 的 泰勒 公式 (定理 人 
a) 设 I™m= {fz= (zzm) ee 可 ”lz < ci = 1,… ,m} 是 m 维 区 间 , 了 是 闭 区 间 
fa, 局 C R. 证 明 : 如 果 函 数 f(z,y) = f(z ,… zz) 在 集合 Im x T 上 有 定义 且 连 
续 则 对 任意 的 。 > 0, 存在 5 > 0, 使得 当 z e Tm,gi,y ET 且 lw -加 | < 6, 恒 有 
fen Teaal<e 
b) 证 明 : 函数 
. 
r= /read 
在 区 间 1m 上 定义 且 连 续 . 
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ec) 证 明 : 若 fe CU; 及 ), 则 函数 
F(z,t) = f(tz) 


在 I™ x 五 上 定义 且 连 续 , 其 中 IT? = {t € RIlt| < 1}. 
d) 证 明 阿达 马 引 理 : 若 f e C(I™;RR) 且 f(0) = 0, 则 存在 函数 g1,… ,gm < C(I1™;R)， 
使 得 在 I" 中 成 立 
Je ,2™) = >》 zol ,2™), 
i=1 


且 
5O= 功 ojG=1 


6. 证 明 下 面 的 罗 尔 定理 对 于 多 变量 函数 的 推广 :如 果 函 数 f 在 闭 球 万 (0;7) 上 连续 , 在 它 的 边界 
上 等 于 零 并 且 在 球 日 (0;7) 的 内 点 可 微 , 则 这 个 球 至 少 有 一 个 内 点 是 函数 的 临界 点 . 
7. 证 明 : 函数 
f(z,9) = (y— 7°)(y 37°) 
在 坐标 原点 没有 极 值 , 虽然 它 在 任何 一 条 通过 坐标 原点 的 直线 上 的 限制 在 原点 取得 局 部 严格 
极 小 值 . 
8. 最 小 二 乘法 ”这 是 广泛 采用 的 处 理 观察 数据 的 一 种 方法 . 设 已 知 物理 量 z 与 y 之 间 存 在 线 
y=ar+b (26) 
要 求 根据 实验 结果 来 构造 这 个 形式 的 经 验 公式 . 
假定 做 了 n 次 观察 , 每 次 测量 同时 得 到 两 个 值 x 和 y, 由 此 得 到 下 面 一 列 成 对 的 值 : ri， 
护 ;…… ;zn, yn, 由 于 测量 有 误差 , 因此 , 即使 两 个 量 z 和 yy 之 间 有 精确 的 关系 式 (26), 可 无 
论 系数 a 和 bb 是 怎样 的 数 , 等 式 
Yk =ark+b 
(k € {1,… ,n}) 中 仍 可 能 有 不 成 立 的 . 
问题 是 如 何 根据 观测 结果 用 合理 的 方式 确定 未 知 系数 a 和 b. 
高 斯 根据 对 观测 误差 的 概率 分 布 的 分 析 , 建立 了 在 给 定 全 部 观察 结果 的 情况 下 , 寻求 系 
数 a 与 5 的 最 大 概率 值 的 方法 , 方法 基于 下 面 的 最 小 二 乘法 原理 : 
如 果 6k = (azk 十 b) 一 yk 是 第 次 观察 的 闭合 差 , 那么 a 与 b 必须 选取 得 使 闭合 差 的 


平方 和 
A=D_ 骂 
k=1 


最 小 . 
a) 证 明 : 在 关系 (26) 的 情形 , 最 小 二 乘法 原理 导致 下 述 关于 系数 a,b 的 线性 方程 组 


a[zk,zk] + b[1, zx] = [zk, Ye], 
alzx, 1] + bl, 1] = (ye, Y), 
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10. 


这 里 , 遵循 高 斯 , 记 [zk, zk] := zizl 十 … 十 znzny [1l,zk] := 1.zi 十 … 十 1.zny[zk,yk] :一 
Ziyi 十 … 十 Znyn 等 等 . 
b) 如 果 用 量 z'，… ,zm,3y 之 间 的 关系 式 


mn 
y= az +b 
1 


代替 等 式 (26), 试 写 出 这 种 情况 下 的 最 小 二 乘法 原理 导出 的 关于 系数 a1,… ,am,b 的 
线性 方程 组 . 
c) 如 果 物 理 量 z1,… ,zn 与 y 之 间 具 有 下 述 关系 


Y= 0 .rn, 


如 何 利用 最 小 二 乘法 求 它 的 经 验 公式 ? 
d) (M.Jbkepmer) 对 几 十 个 特殊 的 环节 蠕虫 杂 色 沙 鼻 在 不 同 温度 T 下 测量 了 它们 的 心脏 
的 收缩 频率 R. 列表 如 下 ( 表 中 频率 表示 为 关于 15°C 时 收缩 频率 的 百分数 ). 


RR 对 人 的 依赖 关系 与 指数 关系 相像 , 可 以 认为 是 R = Ae*”, 求 常数 4 与 b 的 值 ， 
使 得 上 述 RR 与 了 的 函数 关系 与 实验 结果 最 好 地 符合 . 
a) 证 明 : 在 例 5 中 考察 的 惠 更 斯 问题 中 , 变量 mi,… ,mn 中 即使 有 一 个 趋 于 无 穷 大 , 函 
数 (18) 就 趋 于 零 . 
b) 证 明 : 函数 (18) 在 R" 中 有 极 大 值 点 , 因此 这 个 函数 在 R" 中 唯一 的 极 值 点 应 当 是 它 的 
极 大 值 点 . 
c) 证 明 : 由 公式 (19) 定义 的 函数 v 是 n 的 单调 增加 函数 , 并 且 求 它 当 n 一 co 时 的 极限 . 
a) 所 谓 外 圆 磨 具 是 一 个 带 有 粗糙 表面 的 快速 旋转 的 圆 形 磨 具 , 它 在 与 慢 速 旋转 (与 它 相 比 
较 而 言 ) 的 贺 形 零件 相 接 触 中 扮演 着 锤 的 角色 (图 55). 
圆 K 逐渐 移 向 零件 工 , 按 规定 的 尺寸 吃 掉 厚 为 五 的 一 层 金 阁 并 且 使 得 零件 表面 形成 
光滑 的 工作 面 . 这 个 曲面 在 将 来 的 机 械 中 通常 容易 损坏 , 为 了 延长 它 的 服务 期 限 , 金属 
零件 要 通过 预先 淳 火 以 提高 它 的 强度 . 但 是 因 外 圆 磨 与 零件 接触 产生 高 温 , 可 能 改变 了 
某 个 A 层 金属 的 结构 (这 是 经 常 发 生 的 ), 从 而 降低 了 这 层 金属 的 强度 . 量 人 单调 地 依 
赖 于 圆 K 移 近 零件 的 速度 s, 即 A = p(s). 已 经 知道 , 存在 某 个 临界 速度 so > 0, 此 时 
还 有 人 A = 0, 而 当 s> so 时 ,就 有 A>0. 
为 了 今后 方便 , 考察 定义 在 A > 0 范围 内 的 反 函 数 


s=Y(A), 
这 里 , % 是 由 实验 确定 的 定义 在 A > 0 范围 内 的 单调 增加 函数 且 %(0) = so > 0. 
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磨 前 加 的 规范 应 是 在 最 终 得 到 的 产品 表面 金属 结构 没有 变化 . 
显然 , 在 上 述 条 件 下 , 从 工作 效率 考虑 , 外 圆 磨 的 最 优 给 进 速度 是 


3 一 (5) 


其 中 5 = 5(t) 是 到 时 刻 t 时 还 没 磨 前 的 金属 层 厚 度 , 或 者 说 是 在 时 刻 t, 外 圆 磨 的 外 缘 
到 最 后 磨 削 好 的 产品 表面 的 距离 . 请 你 解释 上 面 的 结论 . 

b) 在 最 优 外 贺 磨 移动 速度 下 , 求 磨 前 厚度 为 五 的 金属 层 时 所 需 的 时 间 . 

c) 当 函 数 A 心 s 是 线性 函数 s = so + AA 时 , 求 最 优 外 圆 磨 移动 速度 s 与 时 间 t 的 函数 
关系 s = s(t). 

由 于 某 些 磨床 机 构 上 的 特点 , 它 的 速度 s 的 变化 只 能 是 离散 的 , 这 就 产生 了 一 个 优 

化 问题 : 在 允许 磨床 速度 s 仅仅 转换 n 次 的 条 件 下 , 如 何 使 生产 过 程 获得 最 好 的 效率 . 
对 下 面 问题 的 回答 便 可 解决 这 个 问题 . 

d) 在 速度 s 按 最 优 方式 连续 变化 的 情况 下 , 你 能 阐述 在 b) 中 得 到 的 磨 削 时 间 


ds 
H)= 一时 
#5) 人/ 7 
的 几何 意义 吗 ? 


6) 当 s 由 最 优 连 续 变化 转 到 最 优 多 级 变化 时 , 在 时 间 上 的 损失 应 如 何 作 几 何 解释 ? 
f) 设 区 间 [0, |] 的 点 


0=7znti1<zn<*…<zT1<zo0=H 
是 速度 转换 点 , 试 证 它们 必须 满足 条 件 : 
WW ($) em Gh) 
从 而 , 在 [zi, zi+l] 这 一 段 上 , 外 圆 磨 移动 的 速度 为 


s =(ziti) (i=L,.,n). 
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g) 证 明 : 当 几 是 线性 函数 时 , 即 V(A) = so + AA, 问题 f) 中 区 间 [0, H] 上 的 点 ri 的 位 
置 应 使 下 列 数 


so ,so so so 
Nt <T+t+m<T+H 


构成 几何 级 数 . 
11. a) 证 明 : 曲线 :了 一 Rw 的 切线 关于 及 ” 中 所 选取 的 坐标 系 是 确定 不 变 的 . 
b) 证 明 : 函数 y = f(z',… ,zm) 图 像 S 的 切 平面 关于 RW 中 所 选取 的 坐标 系 是 确定 不 
c) 设 集合 S C Rm x R! 是 函数 y = f(z!,… ,zm) 在 Rm x R! 中 坐标 (zzm3) 
下 的 图 像 , 而 且 也 是 函数 方 = f(z1,… ,zm) 在 RW x R! 中 坐标 (2',… ,39 下 的 
图 像 . 证 明 :S 的 切 平面 关于 及 m x 有: 中 坐标 的 线性 变换 是 确定 不 变 的 . 


d) 证 明 : 拉 普 拉 斯 算 子 Af = 六 2 下 (z) 关于 Rm 中 坐标 的 正 交 变 换 是 确定 不 变 的 . 
各 
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1. 问题 的 提出 与 启发 性 想法 ”在 本 节 中 将 要 证 明 的 隐 函 数 定理 无 论 从 本 身 意 
义 上 还 是 从 它 众 多 的 结果 上 来 说 都 是 很 重要 的 . 


首先 说 明 问题 是 什么 . 
例如 , 我 们 假定 有 在 平面 R? 上 点 的 坐标 z,y 之 
间 的 一 个 关系 式 


z+ -1=0. (1) 


平面 R? 上 满足 上 述 关 系 式 的 点 的 集合 是 单位 贺 周 
(图 56). 
关系 (1) 告诉 我 们 , 两 个 坐标 中 的 一 个 , 例如 = 确 
图 56 定 以 后 , 我 们 没有 权利 再 任意 选取 第 二 个 坐标 . 由 此 
可 见 , 关系 式 (1) 已 经 确定 了 y 对 z 的 依赖 性 . 我 们 感 兴趣 的 问题 是 在 什么 条 件 下 
能 从 不 明显 的 关系 (1) 中 解 出 明显 函数 关系 y = y(z). 
由 方程 (1) 解 出 y, 得 到 


y=+V1-—22, (2) 


这 就 是 说 , 对 每 一 个 满足 |z| < 1 的 z, 事实 上 有 两 个 可 容许 的 y 值 与 它 对 应 . 在 构造 
满足 关系 式 (1) 的 函数 y = y(z) 时 , 要 添加 一 些 补充 条 件 才能 从 (2) 式 的 两 个 值 中 
确定 出 一 个 . 例如 , 在 [-1,1] 的 有 理 点 的 值 是 V1 一 z2, 而 在 无 理 点 的 值 是 Vi 一 22 
的 函数 显然 满足 关系 式 (1). 很 明显 , 改变 这 个 例子 中 的 附加 条 件 , 可 以 做 出 满足 关 
系 式 (1) 的 无 穷 多 个 函数 . 
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问题 是 这 样 的 : 在 平面 R? 上 满足 关系 式 (1) 的 点 的 集合 是 某 个 函数 y = y(z) 
的 图 像 吗 ? 回答 显然 是 否定 的 , 因为 从 几何 观点 看 , 它 等 价 于 下 面 的 问题 : 圆周 在 某 
个 直线 上 的 正 投影 与 圆周 是 否 存在 一 一 对 应 ? 

但 是 , 我 们 观察 到 (参考 图 56) 毕竟 在 圆周 上 有 单个 点 (zo,yo) 的 邻 域内 , 它 的 
圆 弧 与 它 在 > 轴 上 的 投影 之 间 存 在 一 一 对 应 , 并 且 可 以 唯一 地 表 成 y = y(z), 其 中 
z my(z) 是 定义 在 点 zo 邻 域 上 的 连续 函数 且 yo = y(zo). 关于 这 个 问题 , 仅仅 有 两 
个 不 好 的 点 (-10) 与 (1,0), 因为 把 这 种 点 包含 在 内 部 的 任何 一 段 圆 弧 都 不 可 能 与 
它们 在 z 轴 上 的 投影 建立 一 一 对 应 . 但 是 , 这 些 点 的 邻 域 在 圆周 上 所 处 的 位 置 关于 
y 轴 是 好 的 , 它们 是 定义 在 y = 0 的 邻 域 中 的 连续 函数 z = z(y) 的 图 像 , 函数 z(y) 
在 点 y = 0 取 值 为 1 或 -1, 究竟 取 1 还 是 -1, 就 要 看 它 含有 点 (1,0) 还 是 含有 点 
(-1,0). 

究竟 怎样 用 解析 方法 得 出 , 用 关系 式 (1) 确定 的 点 的 几何 轨迹 ， 在 它 的 一 点 
(zo,yo) 的 邻 域内 , 何 时 能 表 成 显 关系 式 y = y(z) 或 > = z(y) 呢 ? 

我 们 将 用 熟悉 的 方法 进行 下 面 的 研究 . 考察 函数 F(z,y) = z2 十 灵 一 1. 它 在 点 
(zo Vo) 邻 域内 的 局 部 性 质 可 用 它 的 微分 


形 (zo,yo)j(z — To0) + Fy (zo, yo)(y — yo) 
很 好 地 描述 , 这 是 因为 有 


F(z,y) = F(zo,yo) + FY(zo, Yo)(z — 20) + Fy(To, yo)(y — yo) 
+o(lz — zol + ly — vol) (2,Y) 一 (zo, yo). 


如 果 F(zo,yo) = 0, 并 且 我 们 感 兴趣 的 是 函数 在 点 (zo,yo) 的 邻 域内 等 高 集 
F(z,y) = 0 的 性 质 , 那么 , 可 根据 直线 (切线 ) 


形 (zoyo)(z — zo0) + Fy(zo,vyo)(y — Yo) =0 (3) 


的 位 置 作出 判断 . 

如 果 这 条 直线 的 位 置 使 得 能 由 它 的 方程 解 出 y, 那么 , 只 要 在 点 (zo,yo) 的 邻 域 
内 曲线 F(z,y) = 0 对 这 条 直线 的 偏离 很 小 , 就 可 以 期 望 在 点 (zo,yo) 的 某 个 邻 域内 
同样 可 将 曲线 方程 写成 y = y(z) 的 形式 - 

当然 , 方程 F(z,y) = 0 关于 z 的 局 部 的 可 解 性 也 是 一 样 的 . 

对 所 考察 的 具体 关系 式 (1) 写 出 方程 (3), 得 到 下 面 的 切线 方程 


Zo(T — Z0) + yo(y — yo) = 0, 


当 wo 0 时 ,也 就 是 说 , 在 圆周 (1) 上 除去 点 (1,0) 与 (1,0) 外 的 所 有 点 (zo, yo) 
处 , 这 个 切线 方程 关于 y 总 是 可 解 的 . 同样 地 , 在 圆周 (1) 上 除去 点 (0, -1) 与 (0, 1) 
外 的 所 有 点 处 , 它 关 于 z 也 是 可 解 的 . 
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2. 隐 和 函数 定理 的 最 简单 情形 “在 这 一 节 中 , 隐 和 函数 定理 的 证 明 方 法 是 很 直观 的 ， 
但 不 是 很 有 效力 的 , 因为 它 仅 适合 于 实 变量 的 实 值 函数 . 在 多 个 关系 式 的 情形 , 要 用 
更 好 的 方法 , 譬如 对 其 结构 作 更 详细 的 分 析 方法 得 到 这 个 定理 , 读者 可 以 参看 第 十 
章 (第 工 卷 ), 本 节 末 的 习题 4 也 有 介绍 . 

下 面 的 命题 是 隐 永 数 定理 的 最 简单 情形 . 


命题 1 如 果 定 义 在 点 (zo0,yo) e RR? 的 邻 域 U(zo,yo) 上 的 函数 已 : U(zo,zo) 一 
及 满足 下 列 条 件 

1°% FeC(P(U;R), 其 中 p>1, 

2° F(zo, yo) 0, 

3° F(zo,yo) #0, 
则 存在 二 维 区 间 了 = I x CU(zo,yo)( 其 中 I= {zeERllz 一 zo| <a},hy= {ye 
Rlly 一 yol < B)), 函数 fe CP (Jz, 也), 使 对 任意 的 点 (Tz,y) EI: x 有 


F(z,y) =0 > y= f(7), (4) 


同时 ,函数 = f(T) 在 点 re I 的 导数 可 按 下 面 公式 计算 : 


f'(z) = [Fy(z, f(7))] [Fz(z, f(2))]. (5) 
在 开始 证 明之 前 , 先 给 出 关系 式 (4) 的 几 种 可 能 的 表述 , 它们 一 起 将 使 关系 式 
(4) 本 身 的 意义 更 加 清晰 . 


命题 1 告诉 我 们 , 在 条 件 1*,2*,3。 之 下 , 由 关系 式 F(z,y) = 0 确定 的 点 的 集合 
在 点 (zo,yo) 的 邻 域 1 = 五 x 五 内 是 某 个 CO)(T, 石 ) 类 函数 了 :到 一 五 的 图 像 , 

还 可 以 这 样 说 , 在 点 (zo,yo) 邻 域 了 的 范围 内 可 以 由 方程 F(z,y) = 0 单 值 地 解 
出 y, 函数 y = f(z) 是 这 个 方程 的 解 , 亦 即 在 z e I。 上 , F(z, f(z)) = 0. 称 f 是 由 
F(z,y) = 0 确定 的 隐 和 函数 . 

由 此 也 可 得 到 , 如 果 y = f(z) 是 定义 在 [; 上 且 满 足 关系 式 F(z, f(z)) = 0,wo = 
f(zo) 的 函数 , 并 且 假 定 这 个 函数 在 点 zo e Iz 连续, 那么 , 存在 点 zo 的 邻 域 Ac 到， 
使 得 f(A) c Dh, 且 f(z)= f(z),z EA. 

如 果 不 假定 函数 在 点 zo 的 连续 性 及 yo = f(zo), 那么 , 上 述 结论 不 一 定 正确 ， 
这 从 上 面 关于 单位 圆周 的 例子 中 已 可 看 得 出 来 . 

现在 来 证 明 命题 1. 

< 为 了 明确 起 见 , 设 (zo,yo) > 0. 因为 下 e CO(CR), 则 也 在 点 (zo,yo) 
的 某 个 邻 域内 有 为 (z,y) > 0. 为 了 不 引进 新 记号 , 不 失 一 般 性 , 可 以 认为 在 原 邻 域 
U(zo, 如 ) 内 的 一 切 点 (z, 四 , 都 有 F(z,y) > 0. 

另外 , 如 果 有 必要 的 话 , 先 将 邻 域 UV(zo, yo) 缩小 , 认为 它 就 是 中 心 在 点 (zo,yo)， 
半径 为 某 个 数 > = 26 > 0 的 圆 . 
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因为 在 U(zo,yo) 上 有 F(z,y) > 0, 则 关于 y 的 函数 F(zo,y) 在 闭 区 间 yo 一 8 < 
y < yo 十 B 上 定义 且 单 调 增加 , 因此 ， 


F(zo,yo —B) < F(zo,yo) =0< Flzoyo+D). 


由 于 函数 F 在 U 上 连续 , 可 以 找到 一 个 正 数 a < B, 使 得 当 z 满足 不 等 式 
jz 一 zo < a 时 ,有 
F(z,yo —B) <0< F(z,vyo+B). 


现在 证 明 , 矩形 工 = I x 五 , 其 中 
瑟 ={zeRllz 一 zol<o 五 ={tyERly 一 sol< 有 


是 所 求 的 二 维 区 间 , 对 于 了 中 一 切 点 , 关系 式 (4) 成 立 . 

对 于 每 个 re I, 作 端 点 为 (z,yo - 有 ) 与 (z,yo + 6) 的 垂直 线段 , 在 这 个 线段 上 
把 F(z,y) 看 成 y 的 函数 , 它 是 严格 增加 的 连续 函数 , 且 在 线段 的 端点 具有 不 同 符 
号 的 数值 , 因此 , 对 于 每 个 z e I, 存在 唯一 的 点 y(z) e 五 , 使 得 F(z,y(z)) = 0, 设 
y(z) = f(z), 我 们 就 证 明了 关系 式 (4). 

现在 证 明 , f € CP)(Iz; 1). 

首先 证 明 函数 f 在 点 zo 连续 且 f(z0) = yo. 显然 , 最 后 的 等 式 可 以 这 样 得 到 : 
当 z = zo 时 有 唯一 的 点 y(zo) e 五 , 使 得 F(zo,y(zo)) = 0, 再 由 条 件 F(zo,yo) = 0 
得 知 f(zo) = yo- 

确定 满足 0 < es < 有 的 数 e, 我 们 可 以 重复 函数 f(z) 存在 性 的 证 明 , 找到 满足 
0 <5<a 的 5, 使 得 在 二 维 区 间 了 = x 多 (其 中 j= {ze Rllz 一 zol < 人 六 = 
{ye Rlly 一 yo| < e}) 上 重新 找到 一 个 函数 天: i 一 五, 满足 关系 式 


(F(z,y) =0, (2,9) €D) > (y= fz),z € 2). (6) 


但 是 和 c ,i c ,ic 1 因此, 从 (4) 与 (6) 得 到 Flz) = f(z),z € jc 1. 
这 就 证 明了 当 lz - zol <5 时 ,有 


If(z2) — f(z0)| = f(z) — vyol <e. 


我 们 已 经 证 明了 函数 f 在 点 zo 的 连续 性 , 但 是 , 曲线 F(z,y) = 0 在 了 中 任 
何 一 点 (z,y) es 了 同样 可 作为 上 述 论证 的 出 发 点 ,因为 它 也 满足 条 件 2",3"， 这 样 ， 
对 于 在 了 的 范围 内 每 个 所 考察 的 点 z, 重复 上 面 过 程 , 由 (4) 重新 得 到 在 点 z 邻 域 
内 所 对 应 的 函数 f 的 一 部 分 , 这 意味 着 函数 f 在 点 = 连续 , 这 样 一 来 , 我 们 证 明了 
f eCl(lz, 1y). 

现在 证 明 fe CGO) (I, 三 ), 并 推导 公式 (5). 
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假定 数 Az 满足 z+ Ar e 瑟 , 且 y= flz),y+Ay = flz+Az). 在 区 间 I 上 对 
函数 F(z,y) 应 用 中 值 定理 , 有 
0= F(z + Az,f(z+Az))— F(z,f(7)) 
= F(z+Az,y+Ay)— F(zr,y) 
=F(z+0Az,y+0AY)Ar+ F(z+0Ar,y+0Ay)Ay, 0<0<1, 


注意 到 在 工 中 有 忆 (z,y) 关 0, 由 此 得 到 
Ay_ _ F(z+0Az,y+0AY) 
Az™ F(z+0Az,y+OAY) 0 
因为 f e C(Iz, 态 ), 则 当 Az 一 0 时 , 这 时 也 有 Ay 一 0, 再 注意 到 FF € 
CID(U,R), 令 Az 一 0, 在 (7) 式 中 取 极 限 得 到 
jy F(z,y) 
(9) = -By)’ 
其 中 y = f(z). 这 就 证 明了 公式 (5). 
由 复合 函数 的 连续 性 定理 , 从 公式 (5) 推 知 f e CO)(T; 石 ). 
如 果 Fe CC)(U;R), 那么 , (5) 式 右 边 可 以 对 z 求 导数 , 得 到 
_ [Fe + Fay f(a) - FelFsy + Fyy: f'(2)] 
(Fy)? 
其 中 到, 开本 本, FY 是 在 点 (z,f(z)) 的 值 
因此 , 若 已 e C9(U;R), 则 fe C(Iz; 且 ). 因为 形 如 (5),(5)) 式 右 边 部 分 中 
下 的 导数 的 阶 比 左边 f 的 导数 的 阶 少 1, 因此 由 归纳 法 可 以 得 到 , 若 F & C(?)(U;R)， 
则 feCH(;D). > 
例 1 回 过 头 来 考察 上 边 的 关系 式 (1), 它 表示 的 平面 R? 上 的 圆周 , 并 用 此 例 
验证 命题 1. 


这 时 ， 


f(z)= (5) 


F(z,Yy) =7 + —1, 
显然 Fe C(%)(R?;RR), 且 
F(z,y) = 27, Fy(2,Y) = 2y, 
因此 , 车 y 关 0, 则 本 (z,y) 0， 于 是 ,根据 命题 1, 对 于 圆周 上 任意 一 个 不 同 
于 点 (-1,0) 与 (1,0) 的 点 (zo,yo), 可 以 找到 一 个 邻 域 , 使 得 圆周 落 人 这 个 邻 域 


的 一 段 弧 可 以 表 成 y = f(z), 直接 计算 也 可 确认 这 一 点 , 而 且 f(z) = Vi 一 22 或 
f(z) = —VI— 3. 
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其 次 , 由 命题 1, 有 
1 __ 严 (zozo) 加 
{0 (8) 
直接 计算 , 知 
= Vi-zz， 则 f'(z) = 一 Te 
车 f(z)=-Vi-z2， 则 f'(z) = Fs 
可 以 把 这 两 式 合并 成 一 个 式 子 
rm- 全 
fo -7 = 
由 此 得 到 
f'(z0) = -a 


这 与 由 命题 1 得 到 的 公式 (8) 是 一 致 的 . 

重要 的 是 , 利用 公式 (5) 或 (8) 计算 f'(zo) 时 , 甚至 不 需要 知道 显示 式 y = f(z)， 
只 要 知道 f(zo) = vo 就 可 以 了 . 而 给 定 条 件 yo = f(zo), 是 选 出 水 平 线 F(z,y) = 0 
中 我 们 企图 表 成 y = f(z) 的 那 一 段 曲线 所 必须 的 . 

在 圆周 的 例子 中 可 以 看 出 , 仅仅 给 定 坐标 zo 还 不 能 确定 贺 弧 , 只 能 再 确定 了 yo， 
我 们 才能 从 两 个 可 能 的 圆 弧 中 选 出 一 个 . 


3， 过 渡 到 依赖 关系 F(zl1,…… ,z™,y) = 0 的 情形 很 容易 把 命题 1 推广 到 
FE(z5 ,zm,y) = 0 的 情形 . 

命题 2 如 果 定义 在 点 (zo,yo) = (zj …… ,ZF,V0) E RRm+1 的 邻 域 [ 上 的 函数 
下 :U 一 及 满足 下 列 条 件 : 

1° 已 ECOI(U;R),Pp > 1 

2° FF(zo,yo) = F(z8,... ,28,yo) =0, 

3° F(zo0,yo) = Fy(28,* ,2F, Yo) #0, 
则 存在 (m 十 1) 维 区 间 了 = I x 及, 其 中 

={z= (zzm) ER"™z: — zh < ai,i=1,..,m}, 
B= {yeRlly— yl< A/)}, 

有 ICU, 且 存在 函数 f e CP)(Im; 卫 ), 对 任意 的 点 (Z,y) E 本 x 刀 ,有 


F(zl,ee ,2™,Y) =0 > Y= f(2, ,2™), (9) 
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同时 ,函数 y = f(Z!，… ,zm) 在 任 一 点 ze 如 的 偏 导数 可 按 下 面 公式 
站 四 = 一 [机 (zf(z)] [Fz.(z, f(z))] (10) 

计算 . 

< 证 明 区 间 Im+l = I x 刀 与 函数 y = f(z) = f(z!,… ,z™") 的 存在 性 , 以 及 
f 在 如 上 的 连续 性 可 以 逐 字 逐 句 地 重复 命题 1 证 明 中 相应 的 部 分 , 唯一 需要 改变 
的 是 把 zx 改写 成 (zl …… ,zm), 把 a 改写 成 (al,… ,am). 

现在 如 果 在 函数 F(z1,… ,z™,y) 与 f(z1,… ,z") 中 除 zi 与 y 以 外 的 其 他 变 
量 都 暂时 固定 , 那么 ， 我 们 可 以 把 命题 1 的 条 人 z 扮演 的 角色 改 由 zi 担任 . 由 
此 得 到 公式 (10) 的 正确 性 ， 由 这 个 公式 得 到 中 € C(Im; NI)(i = 1 ,mm), BT 
Je C(Im; 卫 ). 如 同 命题 1 的 证 明 一 样 ， 用 归 纺 法 可 以 证 明 当 F € CO)(U;R) 时 , 
有 feCP(In;N). Pp 

例 2 假定 函数 F : G 一 RR 定义 在 区 域 G C Rm 上 并 且 属 于 CW(G;R). 设 
zo = (2b,. ,TF) € G, F(z0) = F(z3,.… ,ZF) = 0. 如 果 zo 不 是 本 数 下 的 临界 点 ， 
那么 ， 函 雪 正在 点 zo 的 偏 导数 中 至 少 有 一 个 不 为 零 , 例如 设 总 #0. 

这 时 , 由 命题 2 知道 , 在 点 zo 的 某 个 邻 域 中 , 满足 方程 F(z1,… ,zm) = 0 的 
Rm 中 的 点 集 可 以 表示 成 在 点 (2z3,… ,z83“) € Rm-1! 的 一 个 邻 域 中 定义 的 某 个 函数 
zm = f(z1,… ,zm-1 的 图 像 , 这 个 函数 在 这 个 邻 域 中 连续 可 微 目 f(z6,… , 23 1)= 
zp 

这 样 , 在 函数 F 的 非 临 界 点 zo 的 邻 域 中 , 方程 

F(x, ,72™)=0 


给 出 (m 一 1) 维 曲 面 . 
特别 地 , 在 R3 的 情况 , 方程 


F(z,y,2) = 


在 非 临界 点 (zo,yo, zo) 的 邻 域内 给 出 二 维 曲 面 , 这 个 曲面 在 条 件 (coo 20) #0 
之 下 可 以 局 部 地 表 成 
z= f(z,9). 


我 们 知道 , 这 个 函数 的 图 像 在 点 (zo,yo, zo) 的 切 平面 方程 为 


2—20= (eo) =z0) + (rom) wo). 
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但 是 , 按 公式 (10) 有 
of = _ (royo, zo) 
(zo0,Y0) = Fi(zo, yo, z0)” 
of ti yo) = 一 
, Yo. F!(zo0, yo, z0)” 


因此 , 切 平面 方程 可 以 改写 成 


F(zo, Yo, zo)(7 一 zo) + F(zo, yo, zo)(y — yo) 
+ F(zo, Yo, 20)(z — 20) = 


它 关 于 变量 z,y,z 是 对 称 的 . 
类 似 地 , 在 一 般 情 况 得 到 Rm 中 的 超 平面 方程 


DO F(zo)(z: — 28) =0, 
i=1 


它 在 点 zo = (zj，……，,z 孚 ) 与 由 方程 F(z1,… ,zm) = 0 所 表示 的 曲面 相 切 (当然 , 假 
设 有 条 件 F(zo) = 0 且 zo 不 是 FF 的 临界 点 ). 
由 得 到 的 方程 可 以 看 出 , 如 果 在 Rm 中 给 定 的 是 欧 几 里 得 结构 , 那么 可 以 断定 ， 
向 量 
godF (so) (小 和 六) Co) 
在 点 zo e Rm 处 与 函数 F 的 r- 等 高 集 F(z) = r 所 表示 的 曲面 正 交 . 
例如 , 定义 在 R? 中 的 函数 
2 2 
(wz) = 三 + 牛 + 扣 
的 r- 等 高 集 : 当 r < 0 时 是 空 集 ; ee 当 r > 0 时 是 椭 球 
如 果 (zo, yo, 20) 是 这 个 本 球面 上 的 点 ， 那么 , 根据 已 证 结果 , 向 量 
grad F(zo, yo, 20) = (加 , 知 , 疡 ) 


在 点 (zo,vo, 20) 处 垂直 于 这 个 椭 球 面 , 且 在 此 点 椭 球 面 的 切 平面 方程 为 
3 zo) | wy yo) 2 20) _0. 
由 于 点 (zo,yo, z0) 在 椭 球 面 上 , 它 又 可 改写 为 


Tor YoY | Zo 
i 


=7. 
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4. 隐 范 数 定理 “现在 我 们 转 人 对 一 般 的 方程 组 


(11) 
Fr(zl, ,2™, yy") =0, 
的 讨论 , 将 关于 yy,… ,如 求解 它 , 也 就 是 说 , 寻求 局 部 等 价 于 方程 组 (11) 的 函数 组 
(它们 是 由 (11) 确定 的 隐 和 函数 ) 


=f 
5 (12) 
"= "(eh ae"). 


为 了 书写 简单 、 方 便 和 叙述 清晰 , 记 z = (zY)… ,2"),y = (中 … 9"), 则 (11) 
式 左边 可 记 作 下 (z,y), (11) 式 可 写成 F(z,y) = 0, 而 映射 (12) 式 可 写成 y = f(z). 

如 果 记 zo = (zh ,28),yo = (WW ,8)0 = (a 0"),B = (Pl, 
pn), 那么 , 可 以 用 记号 |z 一 zo| < a 与 ly-w%|<B 分 别 表示 lz 一 zil < aili = 
bm) 与 -WwW|<B(j= 1 nn) 


其 次 , 记 
7 .31 
Or! Com 
jz) = : | (2), (13) 
fm .8 所 
Brzl Or™ 
oF! .OF 
Orl Or™ 
F(z,y) = a :| (2,9), (14) 
OF" OF" 
Or! De 
OF ... OF 
By Oy" 
Fry)=| : : | (2,9), (15) 
BE OE 


5 Oy" 
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注意 , 矩阵 瓦 (z,g) 是 方 阵 , 从 而 , 它 有 北 阵 的 充 要 条 件 是 它 的 行列 式 不 为 零 . 
当 n= 1 时 , 矩阵 E(x,y) 仅 含 一 个 元 素 , 它 的 可 逆 性 等 价 于 这 个 元 素 不 等 于 零 . 矩 
阵 本 (z,y) 的 逆 阵 通常 记 作 [F(z,y)]. 

现在 叙述 本 节 的 基本 结果 . 

定理 ( 隐 范 数 定理 ) 如 果 映 射 已 : U 一 了 Rn 定义 在 点 (zo,yo) € Rmtn 的 邻 域 
U 上 , 并 且 满足 下 述 条 件 

1° 下 EC(U;Rn),Pp > 1 

2° F(zo,yo) = 0, 

3? 瑟 (zo,Vo) 有 逆 阵 ， 
则 存在 (m +n) 维 区 间 T= Im x In CU (其 中 


I™ = {reER"™|s -zol<a)}, 
m= {yeR"ly— yol< A}), 
并 且 存在 映射 JE CP)(Im; 7), 对 任意 的 点 (Z,y) EI? x 人?, 有 
F(z,y) =0 > y= f(7), (16) 


同时 
Ha = -[Fs(z, f(a) es, fo)]. (17) 

称 f: 1 一 她 是 由 F(z,y) = 0 确定 的 隐 函 数 . 

< 定理 的 证 明 将 依靠 命题 2 及 行列 式 最 简单 的 性 质 ， 整 个 证 明 过 程 分 成 几 个 
小 段 ,采用 归纳 法 论证 . 

当 n 二 1 时 , 定理 归结 为 命题 2, 因此 它 是 正确 的 . 

假定 定理 对 于 (n ~ 1) 维 是 正确 的 , 要 证 明 它 对 于 n 维 也 是 正确 的 . 

a) 由 条 件 3° 知 矩 阵 (15) 的 行列 式 在 点 (z0,yo) < Rm+" 的 值 不 为 堆 , 由 此 知 
它 在 点 ao,an) 的 某 个 邻 域内 也 不 为 堆 于 是 , 在 这 个 矩阵 最 后 一 行 中 至 少 有 一 个 元 
素 不 为 零 , 不 妨 认为 2 #0, 否则 的 话 , 只 要 改变 一 下 记号 即 可 . 

b) 这 时 对 关系 式 


F(z ,2™, YY") =0, 
应 用 命题 2 可 以 找到 区 间 jmt" = (wx 如-!) x 卫 CU 和 函数 fe Cm) (jm x 
如 1; 且 ), 使 
(Fr(gh, ,2™, ,9 ) =0, (2h, 2", E Pmt") 
(一 
(< (18) 
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c) 把 得 到 的 gr 的 表达 式 如 = f(z1，… ,zm,,… ,ym 1!) 代入 方程 组 (11) 的 
前 面 n 一 1 个 方程 中 , 得 到 n 一 1 个 关系 式 


更 "一 1(z1 
:= Fr-l(gl, om, Yl, ,mL f(z, 1)) = 0. 
因为 起 oz 有 = 娩 且 Fi(zo,yo) = 0(i = 4b…,n), 所 以 Be 
Cm (jm x jn-1;R) Biz, 28, ) = 0(i= 1 ,no 1). 
由 函数 B*(k = 1,… ,n 一 1) 的 定义 , 知 
Oa _OPe OF OF (1 nm 
5 页 + mr (bk=1,.…,n— 1). (20) 
还 假定 
"(Tl, TT, Yl 
pe F(zl,... TT, Ye ,mL F(z1 mm ,9-1)), 
由 (18) 知 在 ji? x i?-! 上 有 @" 三 0, 因此 
OF" _ OF" OF" Of =0 (olin). 
NW- 十 Ba B= (i=1,.…,n—1) (21) 
考虑 到 (20) 与 (21), 根据 行列 式 的 性 质 可 以 知道 矩阵 (15) 的 行列 式 等 于 下 面 
和 矩阵 的 行列 式 
oF! oF! af .. OF! | oF. Of OF! 
Ov! Don Ov! Oy"™-1 Do Oy"™-1 Oy"™ 


BOF" OF" .0f .. OF” OB Of OF™ 
ov! Oy" Ov! Oy™—! Oy" Oy"™-1 Oy" 


98! 0000 
Ov! Oy"™-! Oy™ 


BB"! OB"-! DFn-i 


Wr BT 
0 :0 
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由 假设 , 2 #0, 而 由 条 件 矩阵 (15) 的 行列 式 不 为 零 , 因此 矩阵 


,By 
OF! Og! 
By Bi 


DGn-1 BEn-1 
Oy yi 
的 行列 式 在 点 (3,… ,2 如 ,组 ,… ,好 ) 的 某 个 邻 域内 不 为 零 . 
按 归纳 法 假定 , 存在 区 间 I™+"-! = Jw xIr-1 CC jm x jn, 它 是 点 (z3,… ,z8， 
角色 -0) < Rmtn-! 的 邻 域 , 并 且 存在 映射 了 < C(Im 10 ), 使 得 在 区 间 
Imtn-1l = IJm x In-1 上 方程 组 (19) 等 价 于 


呈 = f(z ,2™), 
Sel, (22) 


y= nl(z ,2™), 


dj 因为 站 -1 C 站 -人 Cc jm, 那么 ,把 (22) 式 代入 (18) 式 的 函数 y* = 
Fa zm, ,y"-1) 中 , 就 得 到 变量 yr* 对 (z1,… ,zm) 的 依赖 关系 


如 三 扩 (z ,2"). (23) 
ej 现在 证 明 , 函数 组 
= fz, ,2"), 
: ze 有 (24) 
3 Je 2 


确定 的 映射 fs CO 忆 )( 其 中 已 = 如 -1x 刀 ) 在 邻 域 Pt" = 1? x 区 的 范围 
内 等 价 于 方程 组 (11). 

事实 上 , 首先 我 们 在 j"+" = (jr x 如 -1) x 也 的 范围 内 把 原 方程 组 (11) 的 最 后 
一 个 方程 用 与 它 等 价 的 关系 式 jn = f(z,y',… ,y”!) 代替 ( 因 有 (18) 式 ), 得 到 第 二 
组 方程 ; 在 这 第 二 组 方程 中 的 前 n 一 1 个 方程 中 的 变量 y* 用 f(z,y,… ,y") 代替 ， 
得 到 第 三 组 方程; 这 第 三 组 方程 中 的 前 n 一 1 个 方程 (19) ,在 I?xD 1 cinxi! 
的 范围 内 , 用 与 之 等 价 的 一 组 关系 (22) 代替 . 这 样 就 得 到 第 四 组 方程 . 然后 , 我 们 就 
能 得 到 在 I? x I?-! x 也 = Im+" 的 范围 内 与 之 等 价 的 最 终 的 方程 组 Go Se 
四 组 方程 的 最 后 一 个 方 各 全 二 el,… ,2m 1!) 中 , 把 变量 几 ， 3 
的 表达 式 (22) 代入, 从 而 把 它 化 成 (23) 即 可 . 

f) 为 了 完成 定理 的 证 明 , 还 需 验证 公式 (17). 
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因为 在 点 (zo,zo) 的 邻 域 I? x 不 内 , 方程 (11) 与 (12) 是 等 价 的 , 所 以 
F(z, f(z)) 三 0，ze 如. 
写成 坐标 形式 即 是 , 在 区 域 Iw* 中 成 立 
FE(z1 Zi(z mr(z ,2™)) =0 (天王 1 9). (25) 


因为 Je CP (Im;I7),F Ee CP(U;R"), 这 里 p>1, 则 F(.,f()) EC Rn)， 
同时 , 对 恒等式 (25) 求 偏 导数 , 得 到 


BF OF* Of’ > 
Der 1 守 第 -处 (k= ,mi= bm). (26) 


显然 , 关系 式 (26) 等 价 于 矩阵 等 式 
F(Z,9) + Fy(z,y) f(z) = 


其 中 y= f(z). 
考虑 到 矩阵 F(z,y) 在 点 (zo,wo) 邻 域内 的 可 逆 性 , 由 上 面 等 式 得 到 


jz) = [Fy(z, f(2))] [Fz(z, f(2))), 
这 就 完成 了 定理 的 整个 证 明 . > 


练 习 


1. 在 坐标 为 z,y 的 平面 有 上, 用 关系 式 F(z,y) = 0 (其 中 Fe CO)(R2;R)) 给 出 了 一 条 曲 
线 , 设 (zo,yo) 位 于 这 条 曲线 上 且 是 函数 F(z,y) 的 非 临界 点 . 
a) 写 出 这 条 曲线 在 点 (zo,yo) 的 切线 方程 . 
b) 证 明 : 如 果 (zo,yo) 是 曲线 的 拐点 , 则 有 等 式 


(FE FS? — 2FY, FFY + Fo Fs?)(zoyo) = 


c) 求 曲 线 在 点 (zo,yo) 的 曲率 公式 . 


2. m 个 变量 的 函数 的 惑 让 德 变换 由 变量 z!，,… ,zm” 及 函数 f(z',… ,2") 变 到 新 变量 
6m 及 函数 f*(&1,.… ,ém) 的 勒 让 德 变换 由 下 面 关系 式 确定 : 


和 = 站 6=1 
本 (27) 
f(b bm) = Db’ ~ (2, 0"). 
pe 
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a) 给 出 勒 让 德 变换 (27), 作为 从 函数 f(z) 图 像 上 的 点 的 坐标 (27,… ,zm, f(z1,.… ,am) 
到 图 像 在 此 点 的 切 平面 方程 给 出 的 参数 (61,… , 6，f*(&1,.… ,En)), 这 样 一 种 转换 的 
几何 解释 

b) 证 明 : 着 fe CO)det ( 2; ) 六 0, 则 盘 让 德 变换 在 局 部 范围 内 是 存在 的 

oj 和 一 维 情况 的 凸 函数 定义 一 样 可 以 定义 凸 函数 f(z) 二 f(z1，… ,2")( 现 在 的 = 理解 为 
向 量 (21，… ,zm) E R"), 证 明 : 勘 让 德 变换 把 凸 函数 变 成 西 函数. 

a) 证 明 : 


"=D rdt+》 dr — df = Did 
所 气 所 


由 此 推出 勒 让 德 变换 是 对 合 的 , 即 它 满足 (7*)*(z) = f(z). 
6) 利用 d) 把 (27) 式 写成 关于 变量 对 称 的 形式 


GI CD 


gp (28) 
6= 束 人 
或 者 简 记 作 
{£0 + f(z) = éz, 
6=vjhz= of 人 
#h vJO= (下 … 束 )ovrre=( 生 … 中 )@， 


r= = Dé’, 
pa 
f) 函数 的 二 阶 偏 导数 组 成 的 矩阵 称 为 函数 在 给 定点 的 黑 塞 (Hesse) 短 阵 (有 时 也 把 这 个 矩 
阵 的 行列 式 称 为 Hessian). 
设 du 与 赂 分 别 表示 函数 f(z) 与 f*(é) 的 黑 塞 矩阵 


of of 人” 
BIDzr ~ Oridz™ 85566 Be1 Em 
$ : (2), (0) 
of of Ef 罗 Ea 
BmOrl drmOrm Bm OEémOEm 


dr 六 i 一 尖 + ) 的 行 
的 元 Ber 和 Bde 的 代数 余子 式 , d 与 d* 分 别 表示 和 矩阵 (dij) 和 (d5) 的 行列 式 . 
如 d 头 0, 证明:d.d*=1, 且 


Cs 加 PP yay 
起 而 四 = 到 9， 苑 范 提 = 全 四. 
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g) 肥皂 薄膜 绷 紧 在 用 金属 丝 做 的 环形 闭路 上 , 形成 所 谓 极 小 曲面 , 它 是 绷 在 此 闭路 上 所 有 
曲面 中 面积 最 小 的 曲面 . 
如 果 极 小 曲面 用 函数 z = f(z,y) 的 图 像 局 部 地 给 出 , 那么 , 函数 f 应 当 满足 下 面 
的 极 小 曲面 方程 : 
(二 大 7 一 2 天 瑚 入 十 和 + 大 )1 = 0. 
证 明 : 勒 让 德 变换 把 上 述 方程 变 成 方程 
(+) + 2énfes + (1+é€°)fe =0. 


3， 典 则 变量 与 哈密 顿 (Hamilton) 方程 组 
a) 在 变 分 法 与 经 典 力学 基本 原理 中 扮演 重要 角色 的 是 下 面 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 组 
aL db 


{ ( 爱 + 呈 号 ) (550)=0, 区 
v= (0), 


其 中 L(t,z,v) 是 变量 mu 的 函数 , 其 中 上 通常 表示 时 间 , = 表示 坐标 , v 表示 速度 . 
方程 组 (29) 由 三 个 变量 的 两 个 方程 组 成 ,从 方程 组 (29) 中 通常 希望 求 出 关系 式 
z= 二 z(t) 与 v=v(t), 因为 一 宝 ， 所 以 本 质 上 归结 为 寻求 > = z(t). 


考虑 到 z = z(t),v = v(t), 展开 导数 入 把 方程 组 (29) 的 第 一 个 方程 详细 地 写 


出 来 
b) 证 明 : 如 果 用 勒 让 德 变换 (参看 习题 2) 
_9L 
7= 而， 
H=p—L, | 
把 变量 zw 变 成 典 则 变量 坊 z,p, 责 , 也 就 是 用 变量 p, 五 替换 v, 工 , 则 欧 拉 - 拉 格 朗 
日 方程 组 (29) 就 得 到 了 对 称 形式 
三 -多 ， 多 二 和 (30) 
它 称 为 哈密 频 方 程 组 . 


c) 在 多 维 情况 , 即 工 = L(t zl,…… ,zm,ul, ,v"), 这 时 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 组 有 下 面 形 


式 
aL ,doL 
{ (器 + 县 号 ) b=0, 


vi = £1(t), 


{i= ,m) (31) 


其 中 z= (2 ,2"),v = (vl, 0 ). 
对 变量 v+，,… ,um, 工 作 勒 让 德 变换 , 把 变量 已 zl ,zw ,v", 工 变 到 典 
则 变量 tz1，… ,zm,p1,-… ,pm, 玉 , 证明: 方程 组 (31) 变 成 下 面 形式 的 哈密 顿 方程 组 


识 =- 吗 ，#= 儿 (bm (32) 
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4. 隐 函数 定理 。 这 个 问题 的 解决 将 给 出 另 一 个 证 明 本 节 基 本 定理 的 方法 , 它 可 能 不 怎么 直观 和 
有 效 , 但 比 上 边 介绍 的 方法 简短 . 

中 假设 险 机 数 定理 的 条 件 已 经 济 趾 , 且 设 (zy) = (90,… 于) (c, 切 是 矩阵 
本 (zy) 的 第 i 行 . 
证 明 : 对 于 点 (zo,yo) 的 某 个 充分 小 的 邻 域 0 二 Ze x 及 内 的 所 有 点 (z, 妇 ), 由 向 量 
慌 (c,g 组 成 的 箱 阵 的 行列 式 不 为 零 . 

b) 如 果 对 于 每 个 = E I, 存在 点 yh,ys E 态 , 使 得 F(z, 加 ) = 0, F(z,ys) = 0, 则 对 于 每 
个 ie {1,… ,n}, 可 以 在 联结 点 (x,y) 与 点 (zx, yo) 的 线段 上 找到 一 点 (z,yi), 使 得 


Fi(z,y)(y2 一 加 ) =0 (i=1,.…,n). 


试 证 由 此 可 以 推出 yy = ys, 也 就 是 说 , 如 果 隐 函数 7 : I?* 一 1? 存在 , 则 它 是 唯一 的 . 

ec) 证 明 : 如 果 球 B(yo;7) C 如 , 则 当 |y 一 yo ll*=r > 0 时, F(zo0,y) 0. 

d) 证 明 : 函数 || (zo,y) | 妨 " 连续 且 在 球面 | y lien 二 + 上 有 正 的 极 小 值 yx. 

6) 证 明 : 存在 6 > 0, 使 
| Fw) Re> 54 Ss- zo lm < Hl yw lan= | Pei < 3 当 
1z 一 zo llam < 6,y = yo 

f) 任意 固定 满足 || zx - zo ||< 5 的 z, 函数 | 下 (x,y) 上 "在 球 1 y 一 yo lian< r 的 某 个 内 
点 y = f(z) 达到 极 小 值 , 又 因为 矩阵 所 (x, f(z)) 有 逆 阵 , 所 以 F(z, f(z)) = 0. 这 就 
断定 了 隐 函 数 : B(zo;6) 一 B(yoir) 的 存在 性 . 

8) 如 果 记 Ay = f(z 二 Az) 一 f(z), 则 


Ay= -[F] [FslAz, 


其 中 羽 是 由 行 向 量 太 (zi,yi)(i = 1,… ,n) 组 成 的 矩阵 , 而 点 (zi,) 是 以 点 (z,) 
与 点 (z 十 Az,y + Ay) 为 端点 的 线段 上 的 某 个 点 . 对 于 玉 也 有 类 似 的 解释 . 
证 明 : 从 上 面 关系 式 可 推 知 函数 y = f(z) 的 连续 性 . 


h) 证明: 
f(z) = -[E(z, F(a) EGz, f(a))]. 
5. 考察 人 题 :着 f(z 习 =0. 则 吃 - 创 -总 =-1 


a) 给 这 个 命题 以 精确 的 意义 . 
b) 对 于 克拉 贝 龙 定律 = 常数 , 验证 上 述 命题 的 正确 性 , 并 且 对 于 一 般 的 三 个 变量 的 
函数 验证 它 的 正确 性 . 
c) 对 于 m 个 变量 之 间 的 关系 式 f(z1,… ,zm) = 0, 写 出 与 上 述 类 似 的 命题 , 并 验证 它 的 
正确 性 . 
6. 试 证 : 方程 


加 十 clzn 1+:…+cn=0 


的 根 , 当 它 们 互 不 相同 时 光滑 地 依赖 于 方程 的 系数 . 
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$6. 隐 函数 定理 的 一 些 推论 


1. 反 函 数 定理 
定义 1 从 R”m 中 的 开 集 U 到 开 集 了 上 的 映射 1 :U 一 V 称 为 C(?) 类 微分 同 
胚 或 p 级 光滑 微分 同 胚 (p = 0,1,2,…), 如 果 
1) fecm(U;V); 
2) /是 双 射 ; 
3) fr-1eCo(V;D). 
C9) 类 微分 同 胚 称 为 同 胚 . 
通常 我 们 只 考察 光滑 的 情况 , 即 pe N 或 p = oo 的 情况 , 并 统称 为 微分 同 胚 . 
以 下 经 常用 到 的 定理 , 从 原则 上 确立 了 , 如 果 一 个 映射 在 某 点 的 微分 可 逆 , 则 这 
个 映射 本 身 在 该 点 的 某 一 邻 域 中 也 可 逆 . 
” 定理 1 ( 反 函 数 定理 ) 如 果 映射 : G 一 Rm 定义 在 区 域 GC Rm 上 , 且 具 有 下 
列 条 件 
1° f ECP(G;R™),p>1, 
2° yo= f(z0),z0o €G, 
3。 jzo) 有 逆 阵 ， 
则 存在 点 zo 的 邻 域 U(zo) C G 和 点 yo 的 领域 V(yo), 使 得 了 : U(zo) 一 V(yo) 是 
C() 类 微分 同 胚 , 且 当 ze U(zo),y = f(z) eV(yo) 时 ,有 
(DG = [Fo 
< 把 关系 式 
y= f(z) 
改写 成 
F(z,y) = f(z) -y=0, (0) 
的 形式 . 函数 F(z,y) = f(z) -y 定义 在 点 (zo,yo) < Rm x 有 Rm 的 邻 域 G x Rm 上 . 
我 们 希望 在 点 (zo, yo) 的 某 个 邻 域内 从 方程 (1) 中 解 出 z. 由 条 件 1",2",3" 知 映 
射 F 具有 以 下 性 质 : 
下 ECO)(G x Rm;Rm),p > 1 
F(zxo,yo) =0 
形 (zo,yo) = f(z0) 有 北 阵 . 
根据 隐 和 函数 定理 可 以 找到 点 (zo, vo) 的 邻 域 I x 五 及 映射 9e C(I; Iz), 使 
得 对 于 任意 的 点 (z,Y) < I x ,有 


f(z) -y=0<> 7= 9g(y) (2) 
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且 
g(y) = [F(z [Fy (z, 9)]. 
由 于 本 (z,y) = f(z), 本 (z,y) = 一, 其 中 是 单位 阵 , 因此 


gg = [f(z)] (3) 


如 果 设 V = 及,U = g(V), 则 关系 式 (2) 证 实 了 映射 js :UV 一 V 与 9g:V 一 U 互 
逆 , 即 在 VV 上 有 g=f-!. 
因为 了 = 五 , 则 Y 是 点 yo 的 邻 域 , 这 就 是 说 , 在 条 件 1°,2°,3° 之 下 , 区 域 G 的 
内 点 zo 的 像 yo = f(zo) 是 G 的 像 f(G) 的 内 点 . 由 公式 (3) 知 矩 阵 g'(yo) 有 北 阵 ， 
这 就 是 说 , 映射 : Y 一 U 关于 区 域 Y 与 点 yo eV 也 具有 性 质 1°,2° ,3", 这 就 证 明 
了 zo = g(yo) 是 集合 U = g(V) 的 内 点 . 

由 公式 (3) 知 条 件 1°,2°,3° 对 任意 的 点 ye V 皆 满 足 , 因此 任意 的 点 = = g(y) 
都 是 集合 U 的 内 点 . 于 是 , U 是 点 zo 在 Rm 中 的 开 邻 域 (显然 也 是 连通 的 ) 

到 此 , 我 们 验证 了 映射 : U 一 V 满足 定义 1 的 所 有 条 件 和 定理 1 的 断言 . > 

举 一 些 例子 来 说 明定 理 1. 反 函数 定理 常常 用 于 从 一 个 坐标 系 到 另 一 个 坐标 系 
的 坐标 转换 . 最 简单 情形 是 在 解析 几何 和 线性 代数 中 研究 过 的 坐标 变换 , 它 有 下 面 形 
式 : 


或 者 简 记 作 w= alzi， 线 性 变换 4 : Rm -Rw 有 定义 在 整个 Rw 上 的 道 变 换 
4-1 : Rw 一 及， 当 上 且 仅 当 , 矩阵 (oj) 有 逆 阵 , 即 det(al) 关 0. 

反 函 数 定理 是 这 个 断言 的 局 部 化 变异 形式 , 它 基于 这 样 一 个 事实 : 光滑 映射 在 
一 点 的 小 邻 域内 的 性 质 就 像 它 在 这 一 点 的 微分 那样 好 . 


例 1 极 坐 标 . 从 半 平 面 R4 = {(p, wp) e R?|p > 0} 到 平面 R? 的 映射 /: R4 一 
R? 由 公式 


T=p cosy, 
{ (4) 
y=p sinp 


给 出 , 见 图 57. 

不 难 算出 , 这 个 映射 的 雅 可 比 行列 式 等 于 p, 即 在 任何 点 (p, wp)( 其 中 p > 0) 的 
邻 域内 不 为 零 . 这 样 , 公式 (4) 局 部 可 逆 , 也 就 是 说 , 在 局 部 范围 内 , 数 ww 可 以 作为 
点 的 新 坐标 , 代替 以 前 的 笛 卡 儿 坐标 z,y. 
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NA 


| 


ol p ol 加 


图 57 


坐标 (o,p) 是 众所周知 的 平面 上 的 曲线 坐标 一 一 极 坐标 , 从 图 57 可 以 看 出 它 
的 几何 意义 . 注意 , 由 于 函数 cosp,sin p 的 周期 性 , 映射 (4) 在 p > 0 时 仅仅 是 局 部 
微分 同 胚 的 , 而 在 整个 区 域 上 它 不 是 双方 单 值 的 , 因此 , 从 笛 卡 儿 坐标 转 到 极 坐 标 时 
常常 需要 选取 角度 p 的 分 支 ( 即 指出 它 的 变化 范围 ). 

在 三 维 空间 R? 中 的 极 坐标 (p, 光 ,yp) 称 为 球 坐标 . 它们 与 笛 卡 儿 坐标 之 间 有 下 


述 关系 : 
z=p cosy, 
y=p siny siny, (5) 


T=p siny cosy. 


参数 p,w,y 的 几何 意义 如 图 58 所 示 . 

这 时 , 映射 (5) 的 雅 可 比 行列 式 等 于 p? sinw, 从 
而 , 由 定理 1 知 , 变换 (5) 在 任意 一 点 (P, 9P)( 其 中 
p > 0,siny 去 0) 的 邻 域 内 有 逆 变 换 . 

在 空间 (z,y,z) 中 , 满足 p = 常数 , p = 常数 ， 
纱 = 常数 的 点 集 显 然 分 别 是 半径 为 p 的 球面 , 通过 z 
轴 的 半 平 面 和 以 z 轴 为 对 称 轴 的 圆锥 面 . 

这 样 , 由 坐标 系 (z,y,z) 转 到 坐标 系 (p, 光 ,yp) 时 ， 
例如 球面 和 锥 面 可 以 局 部 挤 平 , 即 它们 分 别 对 应 于 小 块 平面 p = 常数 与 水 = 常数 . 
类 似 的 现象 我 们 在 二 维 情形 也 观察 到 了 , 平面 (z,y) 上 的 圆 弧 对 应 着 平面 (p, yp) 上 
的 直线 段 (参看 图 57). 请 注意 , 这 正 是 局 部 的 展 平 . 

在 m 维 情形 , 极 坐标 由 关系 式 


z1=p cospl， 
Z2 = p sinpl cosy2, 


图 58 


ZI™-1 = p singisingp2: + :sinpm-2COs Pm-1; 
I™ = p sinplsinp2 + :sinpm-2sin Pm-1. 
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确定 . 这 个 变换 的 雅 可 比 行列 式 等 于 


ml sinm 一 2 


pm-1sinm ?gp sin™ -3pa2 .sinpm-_2. (6) 
由 定理 1 知 这 个 变换 在 它 的 雅 可 比 行列 式 不 为 零 的 地 方 也 是 局 部 可 逆 的 . 


例 2 曲线 局 部 捉 直 的 一 般 想 法 . 新 坐标 的 引入 通常 是 为 了 简化 问题 所 涉及 的 
对 象 的 解析 表达 式 , 使 它们 在 新 坐标 系 中 更 加 易于 观察 . 


例如 , 设 在 平面 R? 上 用 方程 
F(z,y)=0 


给 出 了 一 条 曲线 , 下 是 光滑 函数 , 点 (zo,yo) 在 曲线 上 , 即 F(zo,yo) = 0, 设 它 不 是 函 
数 F 的 临界 点 , 例如 设 FF (zo, yo) 冯 0. 

我 们 试图 选取 坐标 5、y, 使 得 在 这 个 坐标 系 下 , 曲线 含 点 (zo, yo) 的 一 段 弧 变 成 
坐标 直线 , 例如 了 = 0 上 的 一 个 线段 . 

令 


令 
1 
7= F(z,Y), 


1 0 
(i 二 en 


的 行列 式 是 以 (z,g), 据 假设 条 件 , 它 在 点 (zo,yo) 不 为 零 , 因此 , 由 定理 1 知 这 个 映 
射 是 从 点 (zo,yo) 的 邻 域 到 点 (&,7) = (0,0) 的 邻 域 上 的 微分 同 胚 . 这 就 是 说 , 在 所 
指出 的 邻 域 范围 内 , 数 &,7 可 以 作为 点 (zo,yo) 邻 域内 的 点 的 新 坐标 . 在 新 坐标 系 下 ， 
我 们 的 曲线 方程 显然 是 n = 0, 在 这 个 意义 上 我 们 真 地 把 曲线 局 部 挤 直 了 (图 59). 


这 个 变换 的 雅 可 比 和 矩阵 


F(zW)=0 
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2. 局 部 地 把 光滑 映射 化 为 典 则 形式 ”我 们 在 这 里 考察 的 仅仅 是 这 些 类 型 中 的 
一 个 问题 , 这 就 是 任意 具有 常数 秩 的 光滑 映射 , 在 适当 选取 的 坐标 系 下 , 均 可 化 为 一 
个 确定 的 典 则 形式 . 

我 们 记得 , 区 域  c Rm 上 的 光滑 映射 1: UV 一 R" 在 点 ze U 的 秩 , 指 的 是 ， 
它 在 这 点 的 切 映射 的 秩 , 即 矩阵 f(z) 的 秩 . 映射 了 在 点 z 的 秩 通常 记 作 rank f(z). 


定理 2 ( 秩 定理 ) 设 f :U 一 RR" 是 定义 在 点 To E 了 m 的 领域 UC 有 Rm 上 的 
映射 , 如 果 f E CC)(U;Rn),p > 1 且 在 每 点 rz E U 映射 J 有 同一 秩 上 则 存在 点 
Zo0 与 点 yo = f(zo) 的 邻 域 O(zo) 与 O(yo) 以 及 定义 在 它们 上 面 的 CP) 类 微分 同 
胚 凡 = yp(z) 与 v= W(y), 使 得 在 点 uo = yp(zo) 的 邻 域 O(uo) = p(O(z0)) 内 , 映射 
= 一切 of op-l 的 坐标 表示 式 如 下 : 


(二 (0 (0 ,0). (7) 


换 句 话说 , 定理 断定 (图 60), 可 以 选取 坐标 (wi,…- ,um) 代替 (z1,… ,zm), 选 
取 坐 标 (v1，,… ,on) 代替 坐标 (w,… ,y"), 使 得 我 们 的 映射 在 这 些 新 坐标 下 局 部 地 
具有 (7), 即 上 秩 线性 映射 的 典 则 形式 . 


< 把 映射 了 写成 坐标 形式 


=f (2, 2"), 
= f(D, 2™), 
tl = Jk+tl(zl 


y= f(r, ,2"™), 


为 了 不 改变 坐标 的 编号 , 我 们 认为 映射 f : U 一 R? 在 任 一 点 z e U 的 雅 可 比 矩 阵 的 
左上 角 的 上 阶 主 子 式 的 秩 不 为 零 . 
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考察 定义 在 点 zo 的 邻 域 0 上 的 用 下 面 等 式 定义 的 映射: 


(9) 


它 的 雅 可 比 矩 阵 是 


由 所 作 的 假设 知 它 的 行列 式 在 上 不 为 零 . 

由 反 函 数 定理 知 , 映射 v = %(z) 是 把 点 zo 的 某 个 邻 域 O(zo) CU 变 到 点 
uo = 9(zo) 的 邻 域 O(wo) = p(O(zo)) 的 p 级 光滑 微分 同 胚 . 

比较 (8) 与 (9) 式 看 出 , 复合 映射 9 = foyp-! : O(uo) 一 Rr 有 下 面 的 坐标 表示 


式 
P=fliopg ,eu") = 
=ftop lu ,mn) = ao) 
tl = fk+1op-1(0uL um) = gk+l( am)， 


"=f op (Wu") = 9" (Wu). 
因为 映射 -1 : O(wo) 一 O(zo) 在 任 一 点 u e O(wo) 有 最 大 秩 m, 而 映射 
J : 0O(z0) 一 R? 在 任 一 点 ze O(zo) 的 秩 为 上， 那么 , 由 线性 代数 知道 ,矩阵 
g(tW) = Per-l(o) (p(w) 在 任 一 点 we O(wo) 的 秩 为 大 
直接 计算 映射 (10) 的 雅 可 比 矩阵 有 
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Bgk+1 Bgk+1 
ul Our | Dukr Gum 
Bg™ Bg" Bg™ Bom 
Du HT 


由 此 得 到 ,在 任意 点 ue O(uo) 有 925(W) = 0G 一 +1 nj 一 + 同 ， 可 
以 认为 名 起 O(uo) 是 丁 的 (例如 可 们 缩小 O(uo) 为 中 心 在 uo 的 球 ), 由 此 可 以 断定 
函数 01(j = 上 二 1 … ,nn) 实际 上 不 依赖 于 变量 whtt， -va 

于 是 , 映射 (10) 可 以 写成 


= 

he ib 
和 (GD 
tl = gk+l 人 ul ,uk), 
名 = 名 (va 

现在 我 们 来 定义 映射 , 令 
= =: p(y), 
(12) 


从 函数 gi(j = 上 十 1,… ,n) 的 构造 可 以 看 出 , 映射 在 点 yo 的 某 个 邻 域内 有 
定义 , 并 且 在 这 个 邻 域内 属于 CO) 类 . 
映射 (12) 的 雅 可 比 矩 阵 是 
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Br Be 


它 的 行列 式 等 于 1, 因此 , 由 定理 1 知 映射 » 是 从 点 yo e R? 的 某 个 邻 域 0(yo) 到 
点 vo ER? 的 某 个 邻 域 O(uo) = V(O(yo)) 上 的 p 级 光滑 微分 同 胚 . 

比较 (11) 与 (12) 式 看 出 , 当 点 wo 的 邻 域 O(uo) Cc O(wo) 充分 小 , 以 至 g(O(uo)) 
C O(wyo) 时 , 映射 ofop-1:O(uo) 一 RR? 是 从 点 uo 的 邻 域 O(wo) 到 点 veRY 的 
某 个 邻 域 O(uo) c O(vo) 上 的 p 级 光滑 微分 同 胚 , 并 且 具 有 典 则 形式 


(13) 


令 p-1(O(uo)) = O(zo),w-!(O(wo)) = O(yo), 我 们 得 到 定理 所 要 求 的 点 zo,yo 
的 邻 域 , 也 就 完成 了 定理 的 证 明 . > 

定理 2 与 定理 1 一 样 , 显然 也 是 线性 代数 中 相应 定理 的 局 部 化 变异 形式 . 

参考 定理 2 的 证 明 , 我 们 给 出 下 面 一 些 对 今后 研究 有 益 的 附注 . 

附注 1 如 果 定理 2 的 映射 1 : 7 一 R" 在 点 zo 的 邻 域 Uc Rw 中 任 一 点 的 秩 
都 是 n, 则 点 yo = f(zo) 是 集合 f(U) 的 内 点 , 即 点 yo 和 它 的 某 个 邻 域 都 含 在 f(U) 
中 . 

< 事实 上 , 映射 %e f op-1 :0O(uo) 一 O(wo) 这 时 有 


人 
的 形式 , 因此 , 点 uo = wp(zo) 的 邻 域 的 像 包 含 点 vo = of opr-l(uo) 的 某 个 邻 域 . 
但 是 映射 p : O(zo) 一 O(uo) 与 少 : O(yo) 一 O(w) 都 是 微分 同 胚 , 因此 , 它们 把 
内 点 变 成 内 点 . 现在 我 们 把 映射 写成 f = Ww-1o (Wof op-!) oy 的 形式 , 可 以 断 
定 , 点 yo = f(zo) 是 点 zo 的 邻 域 的 像 的 内 点 . > 
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附注 2 ”如果 映射 了 :UV 一 Rn 在 邻 域 UC Rm 中 任 一 点 的 秩 < n, 那么 , 根 
据 等 式 (8),(12) 和 (13) 在 点 zo e U C Rm 的 某 个 邻 域内 有 下 面 n 一 k 个 关系 式 成 立 


(于 114) 


关系 式 (14) 显然 是 关系 式 (8),(12),(13) 的 推论 . 

以 上 所 得 之 关系 式 是 假定 矩阵 f'(zo) 的 阶 主子 式 不 为 零 的 条 件 下 成 立 的 ， 
也 就 是 说 ,我 们 要 求 函数 组 f1,… , f* 的 秩 已 经 是 K， 不然 的 话 ， 可 以 改变 函数 
户 ，… ,J" 的 编号 归结 为 上 述 情况 . 

3. 函数 相关 性 


定义 2 连续 函数 组 Fi(zl… ,zm)l = 1,… ,n) 在 点 zo = (zz 了 ) 的 邻 
域内 称 为 函数 独立 , 如 果 对 于 定义 在 点 


加 = (WW, ,8) = (六 co) ,f(z0)) = f(ro) 
邻 域 上 的 任何 一 个 连续 函数 FL ,gm), 仅 当 FL ,y") = 0 在 点 yo 邻 域内 
成 立时 , 关系 式 
FU 2), f(z, ,2™)) =0 


才 在 点 zo 的 邻 域内 成 立 . 
代数 中 线性 无 关 的 概念 是 关于 线性 关系 
下 (0 := A + + ny 
的 独立 性 . 


如 果 函 数组 不 是 函数 独立 的 , 则 称 它 函数 相关 . 

在 代数 中 , 如 果 向 量 组 是 线性 相关 的 , 那么 , 显然 其 中 一 个 向 量 必 是 其 他 向 量 的 
线性 组 合 . 类 似 地 , 对 于 函数 相关 的 光滑 函数 组 也 有 相应 的 结果 . 

命题 1 如 果 函 数组 fi(z1,… ,Im)(i 二 1,… ,n) 是 在 点 zo E Rm 的 领域 U(zo) 
上 定义 的 一 组 光滑 函数 且 和 矩阵 


afl ofl 
: 2 he) 
of™ go 


在 任 一 点 z EU 的 秩 都 是 则 
a) 当天 一 ma 时 ,函数 组 在 点 Zo 邻 域 内 是 函数 独立 的 . 
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b) 当天 < 于 时 ,存在 点 zo 令 域 及 上 个 函数 , 设 为 让,… , j, 使 得 其 余 岂 一个 
函数 在 这 个 邻 域内 可 以 表 成 如 下 形式 


站 


其 中 gi(y1，… ,Vy*) 是 定义 在 点 yo = (f1(z0),… ,jn(zo)) 邻 域 上 的 光滑 函数 且 仅 依 
赖 于 动 点 8 = (加 ) 的 天 个 坐标 . 


< 事实 上 , 如 果 上 = mw 则 由 秩 定理 的 附注 1 知 , 在 映射 


(15) 


下 ,点 zo 邻 域 的 像 包 含 点 yo = f(zo) 的 一 个 完整 的 邻 域 , 因此 , 仅 当 F(y!,… ,y") = 
0 在 wo 邻 域内 成 立时 , 关系 式 


Fe ,2™), , f(z, ,2"))=0 
才 在 zo 邻 域内 成 立 , 这 就 证 明了 结论 a). 

如 果 < n 且 假 设 映射 (15) 的 前 个 函数 有 1,… ,f* 的 秩 已 经 是 k, 则 由 秩 
定理 的 附注 2 知 存在 点 yo = f(zo) 的 邻 域 及 定义 在 它 上 面 的 n 一 上 个 函数 gi(y) = 
gy)(i 二 上 十 1,… ,n), 它们 与 给 定 函数 有 同 级 的 光滑 性 , 在 点 zo 某 个 邻 域 
中 关系 式 (14) 成 立 , 这 就 证 明了 结论 b). > 

我 们 证 明了 , 当 大 < mn 时 , 存在 n 一 大 个 特殊 的 函数 

Fi(y) = — gy ,ye) 全 = 大 十 二 
使 得 在 点 zo 的 邻 域内 函数 组 f1,… ,1*，,… , f" 满足 关系 式 
Fi(f1(2),* ,ft(z), f(z)) =0 (i=k+ ln). 

4. 局 部 地 分 解 微 分 同 胚 为 最 简 形 式 的 复合 ”在 这 里 我 们 要 利用 反 函 数 定理 证 
明 微 分 同 胚 可 以 局 部 地 表示 为 这 样 一 些微 分 同 胚 的 复合 , 这 些微 分 同 胚 中 的 每 一 个 
仅仅 改变 一 个 坐标 . 

定义 3 定义 在 开 集 Uc Rm 上 的 微分 同 胚 9 :U 一 Rm 称 为 最 简 微分 同 胚 , 如 
果 它 的 坐标 表示 式 为 


人 
WV= gf(z ,2"), 
即 微分 同 胚 9 : UV 一 Rm 仅仅 改变 被 映 点 坐标 中 的 一 个 
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命题 2 如 果 了:G 一 Rm 是 开 集 G CR 上 的 微分 同 胚 , 则 对 任 一 点 zo € G， 
都 存在 它 的 一 个 邻 域 , 在 其 中 表示 式 了 二 g1 0.…o gm 成 立 , 这 里 g1，,… ,gm 是 最 简 
微分 同 胚 . 


< 采用 归纳 法 , 证 明 这 个 命题 . 
如 果 映 射 f 本 身 就 是 最 简 微分 同 胚 , 那么 , 命题 是 不 证 自明 的 . 


我 们 假设 命题 对 于 改变 的 坐标 不 多 于 上 一 1 个 (其 中 上 一 1<m) 的 微分 同 胚 是 
正确 的 . 


现在 考察 改变 上 个 坐标 的 微分 同 胚 f : G 一 Rn: 


.=f (0, ,2™), 


ytl = Zhtl, (16) 
yr = mm 
我 们 采取 的 是 改变 前 k 个 坐标 的 函数 , 但 是 从 将 要 证 明 的 过 程 中 可 以 看 出 , 这 
仅仅 是 为 了 简化 写法 而 不 会 影响 论证 的 一 般 性 . 
因为 f 是 微分 同 胚 , 则 它 的 雅 可 比 矩 阵 f(z) 在 任 一 点 z s G 是 非 退 化 的 , 这 
是 因为 有 (f-1)'(f(z)) = [f'(z)]-!. 固定 zo es G, 计算 矩阵 f'(zo) 的 行列 式 : 
af! 


1 
af! 81 
(Ori zk 
: (z0) #0. 
Of* of* 
ori Ozk 


这 样 , 上 述 的 行列 式 中 至 少 有 一 个 一 1 阶 子 式 不 为 零 . 为 了 简化 写法 , 我 们 假 
定 它 的 上 一 1 阶 主子 式 不 为 零 . 这 时 考察 用 下 式 定义 的 辅助 映射 9 : G 一 及” 


w= f(z, ,2™), 
wl = 大 -1(z1 ,2™), dy 
wk = zk， 
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因为 映射 g: G 一 Rw 在 zo e G 的 雅 可 比 行列 式 


af of iof 及 
Ort Bzii ia drm 
-de 4 of _af! 
Ofk-1l Brzl DOzk1! 
-| : :|eozxo 
Of-1 Of*-! 
Orl ~ Ore-T 


所 以 , 9 在 点 zo 邻 域内 是 微分 同 胚 . 

这 时 在 点 uo = g(zo) 的 某 个 邻 域内 存在 9 的 逆 映 射 z = g-!(w); 于 是 在 点 zo 
的 邻 域内 的 任 一 点 z 都 具有 新 坐标 (wl,… ,am). 

设 h= fog-!. 换 句 话说 , 映射 y = h(w) 就 是 写成 v 坐标 形式 的 映射 (16)y = 
f(z). 它 作为 微分 同 胚 的 复合 , 在 点 uo 的 某 个 邻 域内 也 是 微分 同 胚 . 显然 它 的 坐标 
表示 式 为 

WW=fi0g 1(u) = 

yh = fol og-1(u) = ul, 
外 = 六 og 1(W), 

yet = wktl, 


即 六 是 最 简 微分 同 有 

但 是 = hog, 而 由 归纳 假定 知道 由 公式 (17) 定义 的 映射 9 可 以 分 解 为 最 简 微 
分 同 胚 g1,… ,gk_i 的 复合 , 即 g = io.…ogk-l 因此 , 改变 大 个 坐标 的 微分 同 胚 f 
在 点 zo 的 某 个 邻 域内 也 分 解 为 上 个 最 简 微分 同 胚 的 复合 , 即 了 = hog10…ogk-1 
由 归纳 法 本 命题 证 毕 . > 

5. 莫 尔 斯 @ 引 理 ” 列 人 我 们 考察 范围 的 还 有 在 非 退 化 临界 点 的 邻 域内 局 部 地 
将 光滑 实 值 函数 化 为 典 则 形式 的 莫 尔 斯 引 理 , 这 个 引 理 本 身 非 常 漂亮 , 且 在 应 用 中 
很 重要 . 

定义 4 设 zo 是 定义 在 点 zo 的 邻 域 Uc Rm 上 属于 CC)(U;R) 的 函数 了 的 
临界 点 . 如 果 在 这 点 的 黑 塞 矩 阵 的 行列 式 ( 即 由 函数 的 二 阶 偏 导数 组 成 的 矩阵 


@ 莫 尔 斯 (M. Morse)(1892 一 1977) 一 美国 数学 家 . 他 主要 的 贡献 是 把 拓扑 方法 应 用 于 分 析 学 
的 不 同 领域 . 
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(#7 (eo0) ) 的 行列 式 ) 不 为 地 则 称 临 界 点 zo 是 函数 f 的 非 退 化 临界 二 
如 果 zo 是 函数 / 的 临界 点 , 即 1/(z0) = 0, 由 泰勒 公式 有 


2 
f(D) — flo0) = Bd eo ~ od) -oh) tolls ~ so). (18) 
bj 


莫 尔 斯 引 理 断定 , 在 局 部 范围 内 可 以 进行 坐标 变换 z = g(y), 使 得 在 坐标 y 下 函数 f 
能 写成 如 下 形式 
fog(y) — f(z0) = 一 的 2 一 一 (的 )2 + (Ft) + + (y™)?. 


假如 等 式 (18) 右边 没有 余 项 o(llz - zoll?), 那么 , 差 式 f(z) - f(zo) 就 是 通常 的 
二 次 型 , 由 代数 知道 , 线性 变换 可 以 把 它 化 为 所 指出 的 典 则 形式 . 这 样 一 来 , 我 们 将 
要 证 明 的 命题 就 是 代数 中 化 二 次 型 为 典 则 形式 的 定理 的 局 部 变异 形式 . 在 证 明 中 将 
会 用 到 证 明 这 个 代数 定理 的 思想 , 反 函数 定理 以 及 下 面 的 命题 . 
阿达 马 引 理 设 f:U 一 民 是 定义 在 点 0= (0,… ,0) € Rm 的 凸 领域 [ 上 的 
CD)(U; 民 )(p > 1) 类 函数 且 f(0) = 0, 则 存在 函数 gi € CU-D(U;R)G = 1,… ,m)， 
使 得 在 邻 域 U 内 下 述 等 式 成 立 本 
jz 12m) = >》 zigt(zl… ep (19) 
i=l1 
且 gl0) = 各 (0). 
4 等 式 (19) 实质 上 是 我 们 已 经 知道 的 具有 积分 形式 余 项 的 泰勒 公式 的 另外 的 
有 用 的 写法 . 它 可 从 等 式 
"-[ Ye de 3D 忆 (te dt 
i=1 
并 在 其 中 令 
gi(zl, ,Zm) = [ 中 Go ,tr™)dt (i=1,.…,m). 
推出 . 


显然 有 gi(0) = 中 (0)(i = 1,… ,m), 且 不 难 证 明 gt e Co- (DiR). 但 是 我 们 


现在 不 去 证 明 它们 ， 个 将 来 证 明了 全 参量 积分 的 一 般 微分 法 则 以 后 ， 从 它 可 以 直接 
推出 函数 % 具有 我 们 所 需要 的 性 质 . 
这 样 , 从 这 个 意义 上 说 , 我 们 证 明了 阿达 马公 式 (19). > 


莫 尔 斯 引 理 如 果 f : G 一 民 是 定义 在 开 集 G C Rm 上 的 CG)(G; 开 ) 类 函 
数 , zo e G 是 有 的 非 退化 临界 点 , 则 存在 从 坐标 原点 0 E Rm 的 某 个 邻 域 V 到 点 
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zo E Rm 的 邻 域 U 的 微分 同 胚 g : V 一 U, 使 得 对 所 有 的 点 y EV, 有 
(f og)(y) = f(z0) — [(y) + + 9) + (y+) + + (yy)]. 


< 用 线性 变换 即 可 将 问题 归结 为 zo= 0 县 f(zo) = 0 的 情形 . 下 面 我 们 就 认为 
这 个 条 件 已 经 满足 . 
因为 zo = 0 是 f 的 临界 点 , 则 公式 (19) 中 的 g:(0) = 0(i = 1,… ,m). 这 时 , 由 
阿达 马 引 理 有 A. 
gi(sh ,2™) = Brihi(zl, sz) 
j=l 


其 中 hij 是 点 0 的 邻 域 上 的 光滑 函数 , 于 是 


jz,zm) = SS aizjjj(z1 ,2™). (20) 
bj=1 
如 果 需 要 , 在 上 式 中 用 ji = 3(hi + hi) 替换 hy 因此 可 以 认为 hy = hye 
我 们 还 注意 到 , 根据 泰 惑 展开 式 的 唯一 性 ， 由 函数 hy 的 连续 性 得 知 hi(0) = 
下 芒 @ 机, 乔 阵 (hy(0)) 是 非 退化 的 
现在 我 们 已 经 把 函数 f 写成 类 似 于 二 次 型 的 样子 , 并 且 希 望 把 它 化 为 对 角 线 
形式 ， 
我 们 将 像 在 经 典 情况 那样 用 归纳 法 证 明 它 . 
假设 在 点 0 e Rm 的 邻 域 Ui 中 存在 坐标 出 ,… ,um 即 存在 用 坐标 ua，… ,am 
表示 的 微分 同 胚 = = 9(u), 使 得 
J op(u) = 士 (ul)2 士 … 士 (ur-1)2 十 wivwi Hi(u ,uu™), (21) 
j=r 


其 中 +>1 且 Hij = 
注意 , 当 r= 1 于 仿 Hs = hiy, 从 关系 式 (20) 得 知 (21) 是 成 立 的 . 


根据 引 理 的 条 件 , 二 次 型 bp zizihsy(0) 是 非 退化 的 , 即 det(hij(0)) 关 0. 变量 
7 一 1 
替换 z = y(u) 是 微分 同 胚 ， 因此 detyw'(0) 关 0. 但 是 , 用 矩阵 w'(0) 及 它 的 转 置 阵 右 
乘 与 左 乘 二 次 型 》 zizihij(0) 的 矩阵 , 所 得 到 的 矩阵 是 二 次 型 
i 
士 (u)? 土 … 士 (ur ) + >》 viwi Hi(0) 
j=r 

的 矩阵 ， 它 也 是 非 退 化 的 . 因此 , 数 Hi(0)(i,j = 7,… ,m) 之 中 至 少 有 一 个 不 为 
零 . 可 以 用 线性 变换 把 二 次 型 wiwiHiy(0) 化 为 对 角 线 形式 , 因此 可 以 认为 , 在 


bj=r 
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等 式 (21) 中 .x(0) 关 0. 由 函数 Hij(u) 的 连续 性 知 , 在 点 u = 0 的 某 个 邻 域内 有 
Hrr(u) #0. 

令 yw… ,um) = VIEr(uji. 这 时 函数 多 在 点 4=0 的 某 个 邻 域 U2 c Ui 内 
属于 CO)(U2;R) 类 . 现在 按 下 式 引进 新 坐标 (ol ,um): 


Vi=i#r, 
r my | Hir (Wh, UT™ 22 
ve 小 区 | 人 


显然 , 变换 (22) 在 点 u = 0 的 雅 可 比 行列 式 等 于 %(0) 关 0, 因此 , 由 反 函数 定 
理 可 以 断定 , 在 点 u = 0 的 某 个 邻 域 Us c Us 内 由 (22) 式 定义 的 映射 v = %(u) 是 
CGO)(Us;Rm) 类 微分 同 胚 , 因此 , 变量 (v1,… ,zm) 可 以 作为 Us 内 的 点 的 坐标 . 

从 等 式 (21) 的 右边 取出 所 有 含 w 的 项 


arurErr(u UT) +2 立 uuiHrj(u ,uu™). (23) 
j=r+1 
在 写 (23) 中 的 和 时 , 我 们 用 了 Hij = Hji. 
比较 (22) 与 (23) 可 以 看 出 , 表达 式 (23) 可 以 改写 成 


2 
1 
Ee iHir (w+ 
0] |Z* ir (U1 | 


在 wrur 前 面 出 现 的 正 负 号 是 由 于 Hr = 土 ()? 的 缘故 , 并 且 当 Hr > 0 时 取 正 号 ， 
当 Hrr < 0 时 取 负 号 . 
这 样 一 来 , 表达 式 (21) 在 进行 变量 替换 v = %(u) 以 后 , 化 为 等 式 


fopoyriw= Dt) + > vivi Hlv ,0"), 
i=l bj>r 
其 中 据 ; 是 某 个 关于 指标 i,j 对 称 的 新 的 光滑 函数 , 而 映射 pey-: 是 微分 同 胚 . 这 
样 , 我 们 完成 了 由 > 一 1 到 r 的 归纳 证 明 , 从 而 证 明了 莫 尔 斯 引 理 . > 


练 习 


1. 计算 Rm 中 由 极 坐标 到 笛 卡 儿 坐 标的 坐标 变换 (6) 的 雅 可 比 行列 式 . 
2. a) 设 已 : U 一 及 是 定义 在 非 临界 点 ro = (z3,… ,Zz8) ER 邻 域 区 上 的 光滑 函数 , 证 明 : 
在 点 zo 的 某 个 邻 域 女 c U 中 存在 曲线 坐标 (#1，,… ,5”)， 使 得 满足 条 件 F(Z) = F(zo) 
的 z 的 点 集 在 这 个 新 坐标 下 用 方程 6" = 0 给 出 . 
b) 设 wy e CO(D;R),， 而且, 在 区 域 D 中 成 立 (p(z) = 0) = (%(z) = 0), 试 证 , 如 果 
gradp = 0, 则 在 DD 中 成 立 分 解 式 切 = 9.9, 这 里 9 € CC (Di 了 R). 
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3. 设 了 : R? 一 R? 是 满足 柯 西 - 黎 曼 方程 组 
of -af of __of 
Dri dr7' Bz7 Ori 
的 光滑 映射 . 
a) 证 明 : 这 个 映射 在 某 点 的 雅 可 比 行列 式 等 于 零 的 充 要 条 件 是 f'(z) 在 这 点 是 零 矩 阵 . 
b) 证 明 : 如 果 f'(z) 关 0, 则 7 在 点 z 的 邻 域内 有 确定 的 逆 映 射 1! 且 满 足 柯 西 - 黎 曼 方 
程 组 . 
4. 函数 相关 性 (直接 证 明 ). 
a) 证 明 : 由 ri(z) = zi(i = 1,… ,m) 定义 的 函数 组 , 在 Rm 中 任 一 点 的 邻 域内 是 函数 独 
立 的 . 
b) 证 明 : 对 任何 f e C(Rm; 及 )， 函 数组 7!，,… ,rm, 是 函数 相关 的 . 
c) 如 果 由 光滑 函数 组 有 1,… , f*(k < m) 构造 的 映射 了 = (有 7,… , 产 ) 在 点 zo = 
(zz8) e 及 ”的 秩 是 k， 试 证 : 在 这 点 的 某 个 邻 域内 可 以 将 上 述 函 数组 扩充 为 
由 m 个 光滑 函数 户 ，… ,fm 组 成 的 函数 独立 组 . 
d) 如 果 由 光滑 函数 组 
名 = 站 ca = 
构造 的 映射 f= ( 户 …… ,fm) 在 点 zo = (Zz3,… ,Zz 了) 的 秩 是 m, 试 证 : 变量 (€1,…. ， 
é") 在 点 zo 的 某 个 邻 域 U(zo) 内 可 以 作为 曲线 坐标 并 且 任 意 函数 p : U(zo) 一 RR 可 
以 写成 p(z) = F(f1(z),… ,f"(z)) 的 形式 , 其 中 FF= pof7. 
e) 由 光滑 函数 组 构造 的 映射 的 秩 也 称 为 这 个 函数 组 的 秩 ， 证 明 : 如 果 光 滑 函数 组 f(x， 
zti = 1,… ,大 ) 的 秩 等 于 大 且 函 数组 f1,… ,fk,p 在 某 点 zo e Rm 的 秩 
也 是 k 则 在 这 点 邻 域内 有 wp(z) = 忆 (f(z)，……，, 太 (z))，( 提 示 ， 利用 c),d) 且 证 明 
下 (P = 
5. 证 明 : 光滑 映射 : Rm 一 R” 的 秩 是 下 半 连 续 函 数 , 即 在 点 zo e Rw 邻 域内 有 rankf(z) > 
rankf (zo). 
6. a) 对 于 函数 f : RR 一 及 , 直接 证 明黄 尔 斯 引 理 . 
b) 阐明 下 面 函 数 在 坐标 原点 是 否 适合 莫 尔 斯 引 理 :f(z) = z3; f(z) = zsin 二 1;/f(z) = =e- 十 


sin? B;f(e,y) = 一 2 — 9;f(2,Y) 三 2 

ec) 证 明 : 函数 f e CG) (R”;R) 的 非 退 化 临界 点 是 孤立 的 , 也 就 是 说 , 对 每 个 这 样 的 点 存 
在 一 个 邻 域 , 使 得 除 该 点 本 身 外 , 没有 函数 f 其 他 的 临界 点 . 

d) 证 明 : 在 莫 尔 斯 引 理 中 , 函数 f 在 非 退 化 临界 点 邻 域 中 典 则 形式 的 负数 平方 项 的 个 数 人 
不 依赖 于 引入 变量 替换 的 方式 , 也 就 是 说 , 不 依赖 于 使 函数 有 典 则 形式 的 具体 坐标 . 这 个 
数 大 称 为 临界 点 的 指标 - 
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具备 R" 空间 中 关于 曲面 ( 流 形 ) 的 某 些 初步 知识 , 对 于 深刻 理解 在 应 用 中 占据 
重要 地 位 的 条 件 极 值 理论 是 很 有 益 的 . 
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1. Rn 中 的 上 维 曲面 ”推广 质点 运动 规律 z = z(t) 的 概念 , 我 们 得 到 R" 中 的 
道路 概念 , 即 定义 在 区 间 I c R 上 的 连续 映射 :一 了 ". 用 这 个 映射 的 光滑 程度 
来 定义 道路 的 光滑 程度 . 道路 的 承载 子 (1) c R" 可 能 是 R" 中 非常 复杂 的 点 集 , 仅 
仅 有 时 候 可 以 很 勉强 地 称 为 曲线 , 辟 如 , 道路 的 承载 子 可 以 是 单独 的 一 个 点 . 

类 似 地 , 定义 在 维 区 间 I c R* 上 的 连续 或 光滑 映射  : I* 一 有" 称 为 Rn 
中 的 一 道路 , 它 的 像 f(1*) 可 能 完全 不 是 我 们 想像 的 R* 中 的 维 曲面 , 例如 它 也 
可 能 就 是 一 个 点 . 

设 了 :G 一 Rn 是 定义 在 区 域 G c R* 上 的 光滑 映射 . 为 了 使 了 所 确定 的 R" 
中 的 几何 图 形 是 用 个 独立 参数 ( 昌 ,…… ,tk) e G 描述 的 上 维 图 形 , 由 上 节 知 道 , 只 
要 f : G 一 Rn 在 每 一 点 te G 的 秩 等 于 上 (自然 要 求 k < n) 即 可 . 这 时 ,映射 
f:G 一 了 (G) 在 局 部 范围 内 ( 即 在 任 一 点 te G 的 邻 域内 ) 是 相互 单 值 的 . 

事实 上 , 设 rankf (to) = 及 譬如, 映射 f : G 一 Rn 的 坐标 表示 式 


中 前 面 k 个 函数 的 秩 为 . 
于 是 由 反 函 数 定理 知 变量 世 ,… , 厅 在 点 to 的 某 个 邻 域 U(to) 内 可 以 用 变量 
z1,… ,ak 表示 , 这 就 是 说 , 集合 f(U(to)) 可 以 写成 


at 一 oa 


的 形式 ( 亦 即 , 集合 f(v(to)) 可 相互 单 值 地 投影 到 坐标 平面 rz+,… ,zk* 上 ), 因此 , 映 
射 :Ulto) 一 了 (U(to)) 是 相互 单 值 的 . 


但 是 已 经 有 如 图 61 所 示 的 一 维 光滑 道路 的 例子 , 明显 
说 明 , 从 参数 区 域 G 到 空间 R" 中 的 局 部 相互 单 值 的 这 样 
的 映射 完全 不 一 定 在 整体 上 也 是 相互 单 值 的 ， 由 于 轨迹 上 
可 能 有 多 重 自身 相交 的 点 , 因此 , 如 果 我 们 需要 定义 Rn 中 
的 大 维 光 滑 曲面 是 这 样 一 个 集合 , 它 在 自己 的 每 一 点 附近 
都 可 由 某 个 维 平面 (R" 中 的 维 子 空间 ) 块 变形 而 成 ， 
图 人 那么 , 只 把 维 曲面 的 典 则 块 G Cc R* 正规 地 映 入 R" 中 是 
不 够 的 , 还 必须 同时 注意 使 它 从 整体 上 呈现 出 是 嵌入 到 这 个 空间 中 的 . 
定义 1 集合 5 c Rn 称 为 空间 R" 中 的 k 维 光滑 曲面 (或 R" 中 的 维 子 流 形 )， 
如 果 对 于 每 点 zo e 5, 存在 Rn 中 的 邻 域 V(zo) 以 及 从 这 个 邻 域 到 Rn 中 的 单位 正 
方 体 
"= {teR"|<1,i=1,.…,n} 
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上 的 微分 同 胚 p : U(zo) 一 严 , 使 得 集合 S n U(zo) 在 这 个 微分 同 胚 下 的 像 在 严 中 
的 部 分 是 由 关系 式 tk+l = 0,… ,t" = 0 确定 的 R" 中 的 维 平面 (图 62). 


我 们 将 用 微分 同 胚 的 光滑 程度 来 衡量 曲面 5 的 光滑 程度 . 

如 果 把 变量 #1,…. ,如 看 成 邻 域 U(zo) 中 点 的 新 坐标 , 那么 , 定义 1 可 以 重新 简 
述 如 下 : 集合 5 C R" 称 为 R" 中 的 大 维 曲面 (k 维 子 流 形 ), 如 果 对 于 每 点 zo € 5， 
可 以 指出 一 个 邻 域 UV(zo) 和 这 样 一 组 坐标 妃 ,，… ,t", 使 得 集合 SnU(zo) 的 点 能 用 
关系 式 tkt+l =.… = 如 =0 给 出 . 

定义 1 中 单位 立方 体 的 角色 纯粹 是 约定 的 , 它 大 致 上 起 着 标准 尺寸 或 者 地 图 册 
中 一 页 页 地 图 的 作用 . 立方 体 在 坐标 系 贡 ,… ,如 中 的 典型 位 置 仅仅 涉及 区 域 的 标 
准 化 问题 , 并 无 更 多 的 意义 , 因为 R* 中 任何 一 个 立方 体 经 过 线性 同 胚 总 是 可 以 变 成 
标准 的 单位 立方 体 . 

以 上 这 些 令 述 常常 用 来 简化 对 一 个 集合 5 Cc R" 是 R* 中 曲面 所 做 的 证 明 . 

考察 一 些 例子 . 

例 1 空间 Rn" 本 身 是 C(%) 类 nn 维 曲面 . 定义 中 的 映射  : R" 一 I" 在 这 里 可 
取 作 


如 一 Darctg (t= 1,.… ,n). 


例 2 例 1 中 的 映射 同时 建立 了 用 条 件 zt+l =… = z" = 0 给 出 向 量 空间 R" 
的 子 空间 , 它 是 R" 中 的 大 维 曲 面 (或 R* 中 的 维 子 流 形 ). 


例 3 在 了 R" 中 给 定 方程 组 


| 


加 0 
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设 它 的 秩 等 于 n 一 k, 则 由 它 确定 的 点 集 是 R" 中 的 大 维 子 流 形 . 
事实 上 , 例如 设 行列 式 


ai 
: |#0， 
人 
这 时 线性 变换 
显然 是 非 退 化 的 . 在 坐标 系 tt,… ,ta 中 , 我 们 的 集合 用 条 件 tf =… 一刀 一 0 给 


出 , 这 已 经 在 例 2 中 考察 过 了 . 


例 4 定义 在 某 个 区 域 G c R"-! 上 的 光滑 函数 z" = f(z!,… ,z"!) 的 图 像 
是 R" 中 的 (n - 1) 维 光 滑 曲面 . 


事实 上 , 设 
t= (b= ,n-1), 
=2"— f(s, zh) 
我 们 得 到 坐标 系 刀 ，,… ,如 -ltn, 在 这 个 坐标 系 中 , 函数 的 图 像 可 用 方程 tr = 0 描绘. 


例 5 R? 中 的 圆周 z? 二 w= 1 是 了 2 中 的 一 维 子 流 形 . 这 是 由 上 一 节 得 到 的 直 
角 坐 标 (z,y) 到 极 坐标 (p,p) 的 变换 的 局 部 可 逆 性 确立 的 .在 极 坐标 系 中 , 上 述 圆 
周 可 用 方程 p = 1 描绘 . 


例 6 这 个 例子 是 例 3 的 推广 . 同时 从 定义 1 看 出 , 它 给 出 了 R" 空间 中 子 流 形 
的 一 般 坐标 形式 . 

设 Fi(z1，… ,zm)(i = 站 … 和 一 朋 是 光滑 函数 组 , 它 的 秩 是 n 一 ,我 们 证 明 : 
由 关系 式 
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确定 的 集合 5 是 R" 中 的 大 维 子 流 形 . 


设 在 点 zo e 5 处 有 条 件 
DFI1 DFI 


: (zo0) #0, (3) 
Drzk+1 Or™ 
这 时 由 反 函数 定理 知 变换 
t= 人 (=1 ,k), 
een ,7") (i=k+1,.. ,n) 
在 点 zo 的 某 个 邻 域内 是 微分 同 胚 . 
在 坐标 4,… ,tn 中 , 原来 的 方程 组 有 tk++ = … = tn = 0 的 形式 , 因此 5 是 

Rn 中 的 大 维 光 滑 曲面 . 


例 7 平面 R? 上 满足 方程 z? -y= 0 的 点 集 EE 是 由 通过 坐标 原点 的 两 条 直 
线 组 成 的 . 这 个 集合 不 是 R? 中 的 一 维 子 流 形 (验证 !), 因为 它 有 自身 相交 的 点 . 


如 果 从 已 中 除去 坐标 原点 0 < R?, 那么 , 集合 马 \0 显然 满足 定义 1. 注意 , 集 
合 EB\0 不 是 连通 的 , 它 由 四 条 没有 公共 点 的 射线 组 成 . 

这 就 是 说 , 满足 定义 1 的 R" 中 的 维 曲面 可 以 是 非 连通 的 子 集 , 它们 由 一 些 
连通 分 支 组 成 (这 些 分 支 是 连通 的 上 维 曲面 ). R” 中 的 曲面 常常 理解 为 连通 的 维 
曲面 . 对 于 我 们 , 在 给 定 的 曲面 上 寻求 函数 的 极 值 , 将 是 一 个 有 兴趣 的 问题 , 这 是 一 
个 局 部 性 问题 , 因此 , 并 不 要 求 曲面 连通 性 这 个 条 件 . 

例 8 如 果 定义 在 区 域 G Cc R* 上 的 光滑 映射 f : G 一 了 R” 的 坐标 形式 为 (1) 
式 , 并 且 它 在 点  e G 的 秩 为 k, 那么 , 存在 点 to 的 邻 域 U(to) Cc G， 它 的 像 
f(U(to)) c Rn 是 R" 中 的 光滑 曲面 . 

事实 上 , 如 上 面 已 经 看 到 的 那样, 在 这 种 情况 , 关系 式 (1) 在 点 如 e G 某 个 邻 域 
U(to) 内 能 替换 为 与 它 等 价 的 关系 式 


zttl = pk+l(z1 ，Zk)， 
a (4) 
zr = 9"(zl,. ,2t) 
(为 了 书写 简单 , 我 们 假定 了 函数 组 1,… , f* 的 秩 为 有 ). 设 
Fi(zl ,2") = Tt ghti(zl, zh)G = 1,.. ,n —k), 


于 是 (4) 式 可 写成 (2) 式 . 因为 (3) 式 满足 , 那么 , 由 例 6 知 集合 f(U(to)) 实际 上 是 
R" 中 的 上 维 光滑 曲面 . 
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2. 切 空间 ” 当 研 究 质点 在 Ra 中 的 运动 规律 z = z(t) 时 , 从 关系 式 
z(t) = z(0) + x'(0)t+ o(t), St — 0 时 (5) 


出 发 , 并 且 假 定 上 = 0 不 是 映射 R3 tm z(t) < R3 的 临界 点 , 即 z'(0) 关 0, 我 们 定义 
了 运动 轨迹 在 点 z(0) 的 切线 , 它 是 R? 中 由 参数 方程 


rz—zo=7(0)t (6) 


或 
zz—-z0=é€:t (7) 


确定 的 线性 子 集 , 其 中 zo = z(0) 而 上 = z'(0) 是 直线 的 方向 向 量 . 
实际 上 , 类 似 的 事情 我 们 在 Ra 中 定义 函数 z = f(z,y) 图 像 的 切 平面 时 已 经 做 
过 . 事实 上 , 在 明显 的 等 式 z = z,y =y 中 补充 一 个 关系 式 z = f(z,y), 我 们 得 到 映 
射 
R? 3 (2,9) + (2,y, f (2,9)) < RS, 


这 个 映射 在 点 (zo,yo) 的 切 映射 是 线性 映射 


TT—To 1 0 
vy-w j=| 0 1 。 a 2 (8) 
z 一 zw filzoyo) folzoy) 人、 ” 


其 中 zo= f(zo, yo). 
rr-—70 
如 果 把 | y 一 vy。 | 看 成 z 一 zo, 把 [| 看 成 t, 用 z'(0) 表示 (8) 式 中 
z—20 
所 考察 的 映射 的 雅 可 比 和 矩阵 , 我 们 注意 到 它 的 秩 等 于 2, 而 且 , 在 这 些 记号 下 关系 式 
(8) 就 具有 (6) 的 形式 了 . 
关系 式 (8) 的 特点 是 它 由 三 个 等 式 


Tz-T0=7— To, 
y-y=y— Yo, (9) 
z—z0= fs(zo,Yyo)(7T — Zo) + fy(zo, yo)(y — yo) 

组 成 , 它 的 总 体 等 价 于 其 最 后 一 个 非 平 凡 的 等 式 . 因此 , 正 是 它 作为 函数 z= f(z,y) 

图 像 上 过 点 (zo,yo, zo ) 的 切 平面 方程 留 给 了 我 们 . 
现在 可 以 利用 以 上 所 做 的 观察 来 定义 及" 中 大 维 光滑 曲面 5 C R" 的 维 切 
平面 . 
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从 曲面 的 定义 1 看 出 , 在 上 维 曲 面 5S 上 任 一 点 zo e 5 邻 域内 的 点 可 以 用 参数 
给 出 , 即 利 用 映射 
IK3 (0 ,te) (zl, ,2") e 5. 
作为 这 样 的 映射 可 以 取 p-1 : I"* 一 U(zo) 在 大 维 平面 t+l =… = tr =0 上 的 限制 
(参考 图 62). 
因为 p-! 是 微分 同 胚 , 那么 , 映射 p-1 : I" 一 U(zo) 在 立方 体 I* 中 任 一 点 的 雅 
可 比 行列 式 不 为 零 . 但 是 , 这 时 , 由 p-! 在 所 指出 的 平面 上 的 限制 得 到 的 映射 


下 3 (ttt) (zl, ,2") ES 


在 立方 体 I* 中 任 一 点 的 秩 应 当 是 上 

现在 设 上 = (t1,… , 礁 ) e I* 且 用 z = z(t) 表示 映射 JI* 3 im ze 5, 我 们 得 到 
曲面 5 的 局 部 参数 表示 式 , 它 具 有 由 等 式 (5) 表示 的 性 质 , 根据 它 , 我 们 取 (6) 式 作 
为 切 空间 的 方程 或 曲面 9 C Rn 在 点 zo e S 的 切 平面 方程 . 

于 是 我 们 采用 下 面 的 


定义 2 如 果 上 维 曲 面 5 C R"(1 < 上 <n) 在 点 zo e 5 的 邻 域 内 借助 参数 形式 
的 光滑 映射 (出 ,… ,从 ) = 上 tr z = (zl ,z") 给 出 , zo = z(0) 且 和 矩阵 z'(0) 的 秩 为 
必 那么 , 称 在 及 ”中 用 和 矩阵 形式 的 参数 式 z - zo = z'(0)t 给 出 的 维 平面 为 曲面 5 
在 点 ro E 5 的 切 平面 或 切 空间 . 


.矩阵 等 式 (6) 可 写成 坐标 形式 


(0) 


曲面 5 在 ze 5 的 切 空间 像 以 前 一 样 用 记号 了 5 表示 @. 
读者 可 以 独立 地 完成 一 个 重要 而 有 益 的 练习 , 这 就 是 证 明 切 空间 定义 的 不 变性 ， 
并 验证 , 线性 映射 + z/(0)t, 它 是 局 部 定义 曲面 8 的 映射 + z(t) 的 切 映射 , 把 空 
间 R* = TR$ 映 成 平面 TSz(o)( 参 看 本 节 末 的 习题 3). 
现在 我 们 来 阐明 Rn 中 用 方程 组 (2) 给 出 的 维 曲面 5 的 切 平面 方程 是 什么 样 
子 . 为 了 确定 起 见 , 我 们 假定 在 考察 的 点 zo e 5 的 邻 域内 条 件 (3) 是 满足 的 . 
令 
(Ebest) = (ht 一 (Fn 
则 方程 组 (2) 可 写成 
F(u,v) = 0， (11) 
中 这 个 记号 与 最 通用 的 记号 TzS 或 T2(5) 的 差别 是 不 大 的 . 
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而 条 件 (3) 可 写成 
detF’ (u,v) #0. (12) 


在 点 (uo,v0) = (zi ,25,2611,.… ,28) 的 邻 域内 , 由 隐 和 函数 定理 知 可 把 关系 
式 (11) 化 成 与 它 等 价 的 关系 式 
v= f(u). (13) 


对 (13) 补充 恒等式 wu = w, 我 们 得 到 曲面 S 在 点 zo e 5 邻 域内 的 参数 表示 式 
{ 区 (14) 


根据 定义 2, 从 (14) 式 得 到 切 平面 的 参数 方程 


ee 


v—vo= f (uo):t, (15) 


其 中 已 是 单位 阵 , 而 t= 一 uo. 
和 方程 组 (9) 的 情形 类 似 , 我 们 仅 留 下 方程 组 (15) 中 的 非 平凡 方程 
v—vo= f'(uo)(u — uo), (16) 
它 刻画 出 了 切 空间 变量 z1,… ,zt 与 变量 zt+1，… ,z" 之 间 的 联系 . 
利用 隐 函 数 定理 有 
f'(u0) = —[FY (uo, vo)]™ [Fe (wo, vo)], 
于 是 (16) 式 可 写成 
Fi(uo,vo)(u — uo) + Fo(uo, vo)(v — v0) = 0. 
由 此 , 重新 问 到 变量 (z1,… ,z") = z, 就 得 到 要 求 的 切 空 间 TSz。C R" 的 方程 
Fz(zo)(z — zo0) = 0. (17) 
与 方程 (17) 等 价 的 坐标 形式 为 


OF! OF! 

of 一 3) 十 … 十 Ba To) 2" —28)=0, 

ra dt (18) 

Fe 站 
Bt (zo)(z! — zd) + + Bm 


由 条 件 知 这 个 方程 组 的 秩 是 n 一 k, 因此 它 给 出 R" 中 的 k 维 平面 . 
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仿 射 方程 (17) 等 价 于 (如 果 指定 了 点 zo) 向 量 方程 
Fz(z0):€=0, (19) 


其 中 & =z 一 zo. 

这 就 是 说 , 如 果 曲 面 5 由 方程 F(z) = 0 定义 , 而 zo e 5, 则 向 量 & 在 曲面 5 
的 切 平面 7S-。 上 , 当 且 仅 当 , 它 满足 条 件 (19). 所 以 , 可 以 把 TS-。 看 成 是 满足 条 件 
(19) 的 向 量 € 构成 的 向 量 空间 . 

正 是 这 个 缘故 , 我 们 采用 了 切 空间 这 个 术语 . 

现在 来 证 明 下 面 的 命题 , 我 们 已 经 遇 到 过 它 的 特殊 情形 (参看 84 第 6 段 ). 


命题 光滑 曲面 5 C Rn 在 点 zo < 5 的 切 空间 TSz。 是 由 曲面 S 上 过 点 zo 的 
光滑 曲线 在 点 zo 的 切 向 量 组 成 的 . 


4 设 曲 面 5 在 点 zo e 5 的 邻 域内 用 方程 组 (2) 表示 , 它 可 用 简短 形式 写成 
F(z)=0, (20) 


其 中 让 = (Fl,… Fn),z 二 (z1,… ,2"). 设 T: 了 一 5 是 任何 一 条 承载 子 在 曲面 
5 上 的 光滑 道路 . 令 工 = {te RIlt| < 1},z(0) = zo. 因为 te 了 时 , z(t) e 5, 所 以 在 
方程 (20) 中 代入 z(t) 以 后 , 得 到 


F(z(t))=0, tel, (21) 
关于 t 微分 这 个 恒等式 , 得 到 
Fz(z(t)): 2’(t) =0. 
特别 地 , 当 t=0 时 , 令 € = z (0), 则 有 
Fz(z0)-€=0, 


这 就 是 说 , 在 点 zo( 时 刻 t= 0) 与 轨道 相 切 的 向 量 € 满足 切 空间 TSz。 的 方程 (19). 

现在 证 明 , 对 任何 一 个 满足 方程 (19) 的 向 量 &, 存在 一 条 光滑 道路 T :I 了 一 5 ， 
它 给 出 一 条 曲面 9 上 的 曲线 , 它 在 t = 0 时 通过 点 zo, 而 且 向 量 是 它 在 时 刻 t= 0 
的 速度 向 量 . 

综合 在 一 起 就 确立 了 通过 曲面 上 点 zo 的 光滑 曲线 的 存在 性 . 在 已 经 作 过 的 命 
题 证 明 的 第 一 部 分 中 , 我 们 已 经 隐 含 地 这 样 假定 . 

为 确定 起 见 , 我 们 假设 条 件 (3) 是 满足 的 . 这 时 , 我 们 从 (19) 式 (或 与 之 等 价 的 
(18) 式 ) 知道 由 向 量 6 = (€1，… ,€*,&*+1,… ,&") 的 前 上 个 坐标 61,… ,&* 唯一 地 
确定 其 余 的 坐标 &*+1,… ,6n, 因此 , 如 果 对 于 向 量 E = (&1,… ,eekt ,6") 能 
证 明 它 满足 方程 组 (19), 那么 , 可 以 断定 = &. 我 们 将 利用 这 一 点 . 
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如 上 , 为 了 方便 我 们 仍 引用 记号 w = (zl …… ,zhj,u = (zk+1 ,Zn),z 一 (zl 
7) = (wu),F(z) = F(u,v). 这 时 方程 (20) 写成 (11), 条 件 (3) 写成 (12), 在 变 
量 z1,… ,z+* 的 子 空间 R* C R” 中 , 取 直线 的 参数 式 


其 方向 向 量 为 (&1，,… ,&*), 用 6 表示 . 这 条 直线 方程 可 简 记 成 
WU= uot éut. (22) 


由 隐 函 数 定理 可 从 (11) 解 出 w 得 到 光滑 函数 (13). 把 其 中 自 变量 用 等 式 (22) 
的 右边 部 分 代入 , 考虑 到 (22) 式 本 身 , 得 到 用 下 式 给 出 的 R* 中 的 光滑 曲线 


(3 


pe teU(0)CR. (23) 


因为 F(w, f(w)) = 0, 显然 这 条 曲线 在 曲面 9 上 ， 此 外 , 从 等 式 (23) 看 出 , 当 
t = 0 时 , 曲线 通过 点 (wo,vo) = (2z3,… ,$6,261 ,… ,28)= zoE 5S. 
在 上 = 0, 关于 + 微分 恒等式 


F(ult), v(t)) = Fluo + ut, f(uo + ut))=0 


得 到 

Fi (wo,vo)éu + FY (uo, vo)é, = 0, 
其 中 & = v(0) = (Er+1,… ,名 )， 这 个 等 式 表明 , 向 量 & = (人 Bo) = (6 ,6 
&k+l ,名 ) 满足 条 件 (19), 于 是 , 由 上 面 已 做 的 说 明知 道 £ = & 但 向 量 € 是 轨 线 
(23) 在 t=0 时 的 速度 向 量 , 这 就 完全 证 明了 本 命题 . > 


3. 条 件 极 值 


a， 问题 的 提出 ”最 卓越 和 最 受 欢迎 的 微分 学 成 果 之 一 是 它 所 提供 的 寻求 函数 
极 值 的 方法 .我 们 已 经 利用 泰勒 公式 得 到 的 极 值 的 必要 条 件 与 充分 性 微分 判别 法 ， 
如 已 见 到 的 那样 , 都 是 关于 内 部 极 值 点 的 . 

换 句 话说 , 这 些 结果 仅仅 适用 于 研究 函数 R* 3 x  f(z) 及 在 点 zoE R” 的 
邻 域内 的 性 质 , 这 时 自 变量 z 可 以 取 邻 域 中 任何 值 . 

常常 出 现 更 加 复杂 并 且 从 应 用 的 观点 看 甚至 是 更 加 有 兴趣 的 情形 , 这 就 是 寻求 
当 自 变量 变化 范围 被 约束 在 某 些 条 件 下 函数 的 极 值 . 等 周 问题 就 是 一 个 典型 的 例子 ， 
即 求 物 体 在 其 表面 面积 固定 的 条 件 下 , 所 具有 的 最 大 体积 . 为 了 得 到 使 我 们 易于 了 
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解 的 这 类 问题 的 数学 形式 , 我 们 简化 这 个 问题 的 提 法 , 设 问题 是 : 在 具有 给 定 周 长 2p 
的 所 有 长 方形 中 , 求 面积 o 为 最 大 的 长 方形 . 用 z,y 记 长 方形 的 边 长 , 则 


o(z,Y) = zy 
z+Yy=Pp. 
因此 , 应 当 寻 求 函数 o(z,y) 在 自 变量 z,y 满足 关系 式 z +y =p 的 条 件 下 的 极 
值 . 也 就 是 说 , 我 们 所 寻求 的 函数 极 值 仅仅 是 函数 在 平面 R? 上 满足 所 指出 关系 式 的 
点 集 上 的 极 值 . 当然 , 这 个 具体 问题 是 不 难 解决 的 , 只 要 解 出 y = 2 - z, 再 代 人 函数 
o(z,y) 的 表达 式 之 中 , 然后 用 通常 的 方法 求 函 数 z(p - z) 的 极 大 值 即 可 . 这 个 例子 
仅仅 是 为 了 阑 明 问题 的 提 法 而 引用 的 . 
在 一 般 情形 , 条 件 极 值 问题 通常 是 这 样 的 : 求 n 个 变量 的 实 值 函数 


y= f(z ,72") (24) 
在 这 些 变量 满足 方程 组 


(25) 


的 条 件 下 的 极 值 . 

因为 我 们 打算 获得 极 值 的 微分 条 件 , 所 以 应 假设 所 考察 的 所 有 函数 都 是 可 微 的 
甚至 是 连续 可 微 的 ,如 果 函 数组 F!,… , Fm 的 秩 是 k, 那么 , 条 件 (25) 给 出 R" 中 
某 个 维 光滑 曲面 5, 从 几何 观点 看 就 是 寻求 函数 f 在 曲面 9 上 的 极 值 , 更 精确 些 
说 , 就 是 考察 函数 f 在 曲面 5 上 的 限制 fls 并 寻求 函数 fls 的 极 值 . 

当然 , 这 时 局 部 极 值 点 的 概念 仍 保留 原来 的 含义 , 即 点 zo e 9 是 函数 了 在 9 上 
的 局 部 极 值 点 , 或 简短 地 说 , ro e 5 是 函数 fs 的 局 部 极 值 点 , 如 果 存 在 点 zo 在 集 
合 5 c Rn 中 的 邻 域 Us(zo) = SnmUV(zo)( 其 中 U(zo) 是 zo 在 有" 中 的 邻 域 ), 对 其 
中 任 一 点 z, 有 不 等 式 f(z) > f(zo)( 此 时 称 zo 为 局 部 极 小 值 点 ) 或 f(z) < f(zo)( 此 
时 称 zo 为 局 部 极 大 值 点 )， 如 果 对 任 一 re Us(zo) \ zo, 上 面 不 等 式 为 严格 不 等 式 ， 
则 极 值 点 像 以 前 一 样 称 为 严格 局 部 极 值 点 . 

b. 条 件 极 值 的 必要 条 件 

定理 1 设 f:D 一 民 是 定义 在 开 集 DCR" 上 上 且 属 于 CD(D; 民 ) 类 的 函数 ， 
5 是 万 中 的 光滑 曲面 且 zo E 5 是 了 的 非 临界 点 . 如 果 zo 是 函数 fls 的 局 部 极 值 
点 , 则 有 


TSzo CTNzo: (26) 


其 中 Ss。 是 曲面 9 在 zo 的 切 空间 , 而 TNz。 是 曲面 N = {ze 了 Dlf(z) = f(zo)}( 这 
是 与 ro 有 关 的 函 教 等 高 集 ) 在 zo 的 切 空间 . 
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首先 我 们 注意 , 从 所 讨论 的 求 条 件 极 值 问题 的 上 下 文 看 , 条 件 “zo 是 函数 f 的 
非 临界 点 ”不 是 本 质 的 限制 . 事实 上 , 如 果 zo e 5 已 经 是 函数 了 : 一 下 的 临界 点 
或 极 值 点 , 那么 , 显然 它 也 是 函数 fls 的 可 疑点 或 极 值 点 . 这 样 一 来 , 在 所 考察 的 问 
题 中 真正 需要 研究 的 新 问题 是 ,函数 fls 可 能 有 那样 的 临界 点 和 极 值 点 , 它们 不 是 
函数 f 的 临界 点 和 极 值 点 . 

< 任 取向 量 5e TS;。 与 S$ 上 那样 的 光滑 道路 = = z(t), 它 满足 当 t= 0 时 通过 
点 zo 且 向 量 & 就 是 它 在 t= 0 时 的 速度 向 量 , 即 


dz 
让 (= (27) 


如 果 zo 是 函数 fls 的 极 值 点 , 则 光滑 函数 f(z(b) 当 t= 0 时 应 当 有 极 值 , 由 极 
值 必要 条 件 知 它 在 t= 0 时 的 导数 应 为 零 , 即 应 满足 条 件 


f'(z0) €=0, (28) 


其 中 
fo= (着 ,六 ) 9， t= 人 Ge) 
因为 zo 是 函数 f 的 非 临 界 点 , 条 件 (28) 等 价 于 上 e TNz。. 这 是 因为 关系 式 
(28) 正 是 切 空间 TNz。 的 方程. 
这 就 证 明了 TSs。C TNzo. > 
如 果 曲 面 5 在 点 zo 邻 域内 用 方程 组 (25) 表示 , 那么 , 空间 TSz。 正 像 我 们 知道 
的 那样 , 用 下 面 的 线性 方程 组 表示 


, ; 
OE (oo) + .+ Der (20)é" =0, 
a se (29) 
OE (co) + + er (ro)e" =0. 

空间 TN 用 下 面 的 方程 表示 
+t) 0 (0) 


又 由 于 方程 组 (29) 的 所 有 解 是 方程 (30) 的 解 , 所 以 最 后 的 方程 是 方程 组 (29) 的 推 
论 . 

从 这 些 考虑 推出 , 与 关系 式 TS-。C TNz。 等 价 的 解析 写法 是 : 向 量 grad f(zo) 
是 向 量 grad Fi(z0)(i = 1,… ,mm) 的 线性 组 合 , 即 


gradjta) = YN grad Fileo， (31) 


i=1 
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考虑 到 这 个 公式 是 函数 (24) 在 约束 条 件 (25) 下 极 值 的 必要 条 件 . 拉 格 朗 日 建 
议 在 寻求 条 件 极 值 时 利用 下 面 的 n+m 个 变量 (z, A) = (z2…… ,zm 和.… ,Am) 的 
辅助 函数 


Z(z,A) = (2) - DMF'(z). (32) 
i=1 
这 个 函数 称 为 拉 格 朗 日 函数 , 所 用 的 方法 称 为 拉 格 朗 日 乘 数 法 . 


函数 (32) 的 方便 之 处 在 于 , 它 作为 n 十 m 个 变量 zl,…… ,z", 入 1,… ,和 Am 的 函数 
的 极 值 的 必要 条 件 完全 与 条 件 (31) 与 (25) 一 致 . 


事实 上 ,有 
oar of OF: 
Bi ("N= Bi(®) — 350 =0 (j=1,.…,n) a 
(N= ri) =0 (i= 1,... ,m). 


这 样 ， 当 寻求 函数 (24) 在 条 件 (25) 下 的 极 值 时 , 可 以 写 出 含 待定 因子 的 拉 格 
朗 日 函数 (32), 而 要 求 的 就 是 它 的 临界 点 ， 如果 能 从 方程 组 (33) 求 出 临界 点 zo = 
(zi ,28) 而 不 求 入 = (和 1,… ,和 Am), 那么 , 从 求解 原来 问题 的 观点 看 , 这 正 是 应 当 
做 的 . 

从 关系 式 (31) 可 以 看 出 , 只 要 向 量 grad Fi(z0)(i = 1,… ,m) 线性 无 关 , 因子 
和 i(i = 1,… ,m) 是 唯一 确定 的 . 这 些 向 量 的 无 关 性 等 价 于 方程 组 (29) 的 秩 为 m ， 
也 就 是 说 , 这 个 方程 组 的 所 有 方程 是 独立 的 (它们 中 的 任何 一 个 都 不 能 由 其 他 方程 
推出 ). 

这 个 要 求 通常 是 能 满足 的 , 因为 可 以 认为 (25) 式 所 有 关系 式 是 无 关 的 , 且 函 数 
组 Fl,… ,Fm 在 任 一 点 ze 3 的 秩 都 是 m. 

拉 格 朗 日 函数 常常 写成 下 面 形式 


L(z,N) = f(z) + 并 AiFi(z), 
i=1 


这 个 形式 不 同 于 以 前 形式 仅仅 是 作 了 一 个 非 本 质 的 替换 , 即 用 Xi 替换 -Xi@. 
例 9 求 对 称 二 次 型 


f(z)= 》 aiztmi (a = a) (34) 
ij=1 
在 球面 
F(z)= D(z)* -1=0 (35) 
i=1 
上 的 极 值 . 


关于 条 件 极 值 的 必要 条 件 也 可 参看 第 十 章 (第 II 卷 ) 87 习题 6. 
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写 出 此 问题 的 拉 格 朗 日 函数 
L(z,A) = 六 ayriri 一 入 (Pe 3 中 


j=1 
考虑 到 ai = aji, 求 出 函数 L(z, A) 极 值 的 必要 条 件 
2 A) )=2 (Se 避 ) =0 (= my)， 


j=1 
N= (Fer = 1 =0. 
i=1 


把 第 一 个 方程 组 中 的 每 一 个 方程 分 别 乘 以 zi(i = 1,… ,n) 然后 相 加 , 并 注意 到 
第 二 个 方程 , 就 得 到 极 值 点 应 满足 等 式 


(36) 


> opzrimi — A=0. (37) 


1 


方程 组 (36) 除去 最 后 一 个 方程 可 以 改写 为 


和 oo = (i= 1 ,n). (38) 
j=1 
由 此 得 到 , 是 由 答 阵 ay) 确定 的 线性 变换 4 的 特征 值 , 而 = = (21,.… ,2") 是 这 
个 变换 对 应 于 特征 值 \ 的 特征 向 量 . ， 
因为 连续 函数 (34) 在 紧 集 5 = 下 er | 守 一 1 】 上 应 当 在 亲 点 具有 最 大 


值 , 因此 方程 组 (36) 亦 即 方程 组 (38) 有 应 当 有 解 ， , 这样 我 们 顺便 得 到 : 任何 一 个 实 对 
称 矩 阵 (aij) 至 少 有 一 个 实 特征 值 . 这 是 大 家 从 线性 代数 中 已 经 知道 的 结果 , 这 个 结 
果 在 证 明 存在 由 对 称 算 子 的 特征 向 量 构成 的 基底 时 是 基本 的 . 

为 了 指出 特征 值 A 的 几何 意义 , 我 们 发 现 , 如 果 和 > 0, 作 坐 标 变换 #+ = Hz, 


VA 
则 (37) 化 作 
oa5tb =1, (39) 
j=1 
而 (35) 化 作 3 
De = (40) 


i=1 
但 是 , ,| 六 (#)? 是 二 次 式 (39) 的 点 += (ea,… ,tn) 到 坐标 原点 的 距离. 这 样 
i=l 
如 果 关系 式 (39) 给 出 一 个 精 球 面 ,那么 特征 值 的 倒数 + 是 这 个 精 球 的 一 个 半生 
之 长 的 平方 . 
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这 种 观察 是 有 益 的 , 特别 地 , 它 可 以 证 明 条 件 极 值 的 必要 条 件 (36) 不 是 充分 的 : 
要 知道 , 例如 在 R? 中 的 椭 球 , 除 最 长 与 最 短 半 轴 外 还 可 能 有 介 于 中 间 的 半 轴 , 在 这 
种 中 间 半 轴 端 点 的 任意 邻 域内 既 含有 离 坐标 原点 较 近 的 点 , 也 含有 离 坐标 原点 较 远 
的 点 (和 该 半 轴 端点 至 原点 的 距离 相 比较 而 言 ). 通过 中 间 半 轴 与 最 短 半 轴 或 最 长 半 
轴 分 别 作 椭 球 的 两 个 截面 得 到 两 个 椭圆， 如果 考 虑 这 些 椭圆 , 上 述 结论 将 变 得 非常 
显然 了 . 在 第 一 种 情况 , 中 间 半 轴 是 椭圆 的 两 个 半 轴 中 的 最 大 者 ; 在 第 二 种 情况 , 它 
是 最 小 者 . 


应 当 补充 说 明 , 如 果 1/VX 是 这 个 中 间 半 轴 的 长 , 那么 , 从 椭 球 的 标准 方程 可 以 
看 出 , 数 和 显然 是 变换 4 的 特征 值 , 因此 , 表示 函数 fls 极 值 必要 条 件 的 方程 组 (36) 
实际 上 有 人 解 , 但 它 不 是 这 个 函数 的 极 值 点 . 


定理 1 得 到 的 结果 (条 件 极 值 的 必要 条 件 ) 可 用 图 63(a),(b) 表示 . 


on 
Ze N 


co 
co<cl<c: 
= 0<cl<c2 
To 


Ga) (b) 


图 63(a) 说 明 , 为 什么 当 曲 面 5 与 曲面 N = {z e R"|f(z) = f(z0) = co} 在 点 zo 
不 相 切 时 , 曲面 9 上 的 点 zo 不 可 能 是 函数 fs 的 极 值 点 . 这 时 假设 了 grad f(zo) #0， 
这 个 条 件 保证 了 在 点 zo 的 邻 域内 既 有 函数 f 较 高 的 co 一 等 高 集 的 点 , 也 有 这 个 函 
数 较 低 的 ci- 等 高 集 的 点 . 


因为 光滑 曲面 5 与 曲面 N( 即 光滑 函数 f 的 co 一 等 高 集 ) 相交 , 那么 , 在 点 zo 
的 邻 域内 , 5 既 与 函数 f 的 较 高 等 高 集 相 交 , 也 与 它 的 较 低 等 高 集 相交 ， 而 这 意味 
着 , 点 zo 不 可 能 是 函数 fls 的 极 值 点 . 


图 63(b) 说 明 , 为 什么 当 N 与 5 在 点 zo 相 切 时 , 这 个 点 可 能 是 极 值 点 . 图 中 点 
zo 是 函数 fls 的 局 部 极 大 值 点 . 


就 是 这 样 一 些 思考 , 使 我 们 能 画 出 图 来 , 而 图 的 解析 形式 能 证 明 条 件 极 值 的 必 
要 条 件 不 是 充分 的 . 
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5] 事实 上 , 例如 , 对 应 图 64 设 
四 二 AN f(z,y) = 
47 F(z,y) =73—y=0. 


画 关 这 时 , 曲线 5 C R2 显然 用 方程 y= z? 给 出 , 量 
y 在 点 (0.0) 不 具 极 值 , 虽然 这 条 曲线 与 函数 f 在 这 
点 的 水 平 集 f(z,y) = 0 相 切 . 注意 , grad f(0,0) = (0,1) 天 0. 
显然, 这 个 例子 本 质 上 就 是 我 们 在 研究 古典 的 函数 内 部 极 值 点 的 充分 条 件 与 必 
要 条 件 之 间 的 差别 时 所 使 用 的 那个 例子 . 


c， 条件 极 值 的 充分 条 件 ” 现 在 我 们 证 明 下 面 的 条 件 极 值 存在 或 不 存在 的 充分 
条 件 . 

定理 2 设 f:D 一 民 是 定义 在 开 集 DDCRr 上 且 属 于 C(3)(D;R) 类 的 函数 ,5 
是 用 方程 组 (25) 表示 的 D 中 的 曲面 , 其 中 FiE C3)(D;R)(i=1,…,m) 且 函 数组 
{1,… ,Fm} 在 区 域 D 中 任 一 点 的 秩 等 于 m. 

设 拉 格 天 日 函数 


L(z) = L(z,N) = f(z ,7") 一》 ANFE(z ,2™) 
i=1 
中 的 参数 Ni. ,Am 已 根据 函数 f|s 在 点 zo E 5 取 极 值 的 必要 条 件 (31) 选 定 @， 
如 果 二 次 型 
Be (41) 
对 任意 的 向 量 & € TSz。 有 确定 的 符号 , 则 点 Zo 是 函数 fls 的 极 值 点 . 
如 果 (41) 式 在 了 Se。 上 是 正定 的 , 则 zo 是 函数 fls 的 严格 局 部 极 小 值 点 ; 如 果 
(41) 式 在 TSs。 上 是 负 定 的 , 则 ro 是 函数 fls 的 严格 局 部 极 大 值 点 . 
如 果 (41) 式 在 TSz。 上 的 值 具 有 不 同 的 符号 , 则 zo 不 是 函数 f|s 的 极 值 点 . 
< 首先 注意 到 , 对 于 ze 5,L(z) = f(z), 因此 , 如 果 我 们 证 明了 点 zo e 5 是 函 
数 Lls 的 极 值 点 , 也 就 同时 证 明了 它 是 函数 fls 的 极 值 点 . 
由 于 函数 fs 在 点 zo e 5 满足 极 值 的 必要 条 件 (31), 因此 在 这 点 有 grad Z(zo) = 
0 , 这 意味 着 函数 L(z) 在 点 zo = (3,… ,28) 邻 域内 的 泰勒 展开 式 为 


£0) ~ Leo) = Ee de -oh) + olle — sol), Ye 一 za， (43) 
bj 


现在 , 我 们 想起 引进 定义 2 的 原因 , 发 现 维 光滑 曲面 (此 时 =n 一 m) 在 局 
部 范围 (例如 在 点 zo e 5 的 邻 域 ) 内 可 以 写成 参数 形式 . 
@ 和 确定 后 , 从 L(z; 入 ) 得 到 只 依赖 于 z 的 函数 , 从 而 可 用 L(z) 表示 它 - 
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换 句 话说 , 存在 光滑 映射 
R*3 (t,t)=to r= (2, ,2") ER" 


( 像 以 前 一 样 , 我 们 将 它 写 为 z = z(t)), 它 把 点 0 = (0,… ,0) e R* 的 邻 域 双 方 单 值 
地 映 成 点 zo es 5 的 某 个 邻 域 且 zo = z(0). 
注意 到 关系 式 


zl) —z(0) =#(0) + olltl)， 当 t—0 
( 它 表 现 了 映射 > = z(0) 在 点 4 二 0 的 可 微 性 ) 等 价 于 n 个 坐标 等 式 
OEE OP EA ET 全 (3) 
上 式 右边 是 关于 指标 a 从 1 到 大 求 和 ， 
由 此 推出 
的 -mol= edtD， 当 :一 0 
即 
le 的 -=O)las = o(lillas)， 当 t 0, (44) 
利用 关系 式 (43),(44), 从 等 式 (42) 得 到 


L(z(t)) — L(z(0)) = Ou T(z0) 2 (0)Og7 (0)tete + o(lltl?),， 当 t = 0. (42’) 


由 此 , 在 二 次 型 
85L(zo)Bazi(0)8pzi(0)tatp (45) 

定 号 条 件 下 , 得 到 函数 L(z(t)) 在 上 = 0 有 极 值 ; 如 果 (45) 式 有 不 同 的 符号 , 则 Z(z(b)) 
在 上 = 0 没有 极 值 . 但 是 , 因为 映射 tr* z(t) 把 点 0 e R* 某 个 邻 域 变 到 曲面 5 上 点 
z(0) = zo e 5 的 邻 域 , 可 以 断定 , 函数 Lls 在 点 zo 或 者 有 极 值 , 当 函 数 L(z(t)) 在 
t = 0 有 极 值 ; 或 者 像 函 数 L(z(s)) 一 样 没有 极 值 . 

于 是 , 剩 下 来 的 是 要 验证 : 对 任何 向 量 5 se TS-。 表达 式 (41) 与 (45) 只 是 同一 
个 量 的 不 同 表示 . 

事实 上 , 设 

€= 2 (0)t, 
由 此 知 向 量 在 点 zo 与 5 相 切 , 记 
= (的 一 (25 的， 放下 区)， 


则 
6 =0p7i(0)t (j= ,n), 
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由 此 推出 (41) 与 (45) 是 一 样 的 . > 


我 们 发 现 利用 定理 2 的 实际 困难 是 : 在 向 量 £ = (€1,… ,") e TSz。 的 坐标 中 
只 有 此 =n 一 m 个 是 无 关 的 . 这 是 因为 向 量 的 坐标 应 当 满足 确定 切 空间 T5。。 的 
方程 组 (29). 因此 , 在 这 种 情况 , 对 于 公式 (41) 直接 应 用 西 尔 维 斯 特 准则 , 一 般 来 说 ， 
是 什么 也 得 不 到 的 : 二 次 型 (41) 在 TR2& 上 可 能 是 不 定 的 , 但 在 TS-。 上 确 是 定 的 . 
如 果 从 (29) 中 把 向 量 & 的 mm 个 坐标 用 其 余 的 个 独立 坐标 表示 出 来 , 并 将 所 得 的 
线性 形式 代入 (41), 那么 , 我 们 就 得 到 具有 个 独立 变量 的 二 次 型 , 这 个 二 次 型 的 确 


定性 问题 已 经 可 以 利用 西 尔 维 斯 特 准则 来 研究 了 . 
现在 举 出 一 些 最 简单 的 例子 说 明 上 边 所 讲 的 内 容 . 


例 10 设 在 空间 R3 中 用 坐标 z、y、z 给 出 函数 
f(z,Y,2) = 7 — y+ 22. 
寻求 这 个 函数 在 用 方程 
F(z,y,z2)=27—-y—-3=0 
给 出 的 平面 $ 上 的 极 值 . 
写 出 拉 格 朗 日 函数 


L(z,y,2) = (22 -+2) — Mr —y— 3) 


和 极 值 的 必要 条 件 


求 出 可 疑点 p = (2,1,0). 
其 次 , 求 出 公式 (41): 


5L66 = (2 一 692 + (2， 


我 们 看 到 , 在 这 里 , 参数 和 没有 在 二 次 型 中 出 现 , 所 以 不 必 去 计算 它 . 


现在 写 出 条 件 € € TSr: 
261 一 对 =0， 


(46) 


(47) 


$7、R” 中 的 曲面 和 条 件 极 值 理论 475 


从 这 个 等 式 得 到 &? = 2&1, 代入 (46), 使 它 化 成 
一 3(6) + (£3)?. 
其 中 &1 与 83 是 独立 变量 . 
最 后 这 个 二 次 型 显然 可 取 不 同 的 符号 , 因此 函数 js 在 点 pe S 没有 极 值 . 
例 11 在 例 10 中 用 R? 替换 R3, 函数 f 换 成 
f(z,Y) = 722 — 
且 保 存 条 件 
27—-y—3=0, 
现在 它 给 出 平面 R 上 的 一 条 直线 5. 
求 出 可 疑点 p = (2, 1). 
代替 (46) 得 到 二 次 型 
(2 一 (9)2， (48) 
以 及 &1 和 &? 之 间 的 关系 式 (47). 这 样 一 来 , 在 TS, 上 (48) 式 可 写成 
—3(€1)?, 


也 就 是 说 , 它 是 负 定 的 . 由 此 断定 , 点 p = (2,1) 是 函数 ls 的 局 部 极 大 值 点 . 

下 面 这 些 简单 例子 在 许多 方面 都 是 非常 有 教 益 的 , 在 这 些 例子 中 可 以 清楚 地 看 
到 极 值 必要 条 件 , 充分 条 件 的 作用 机 制 , 也 包括 参数 的 作用 和 拉 格 朗 日 函数 的 非 形式 
的 作用 . 


例 12 在 具 笛 卡 儿 坐 标 (z,y) 的 平面 上 给 出 函数 
f(y) = 7 + 
我 们 来 求 这 个 函数 在 由 
zr? 22 
F(zy)= B+-1=0 (0<a<b) 


b> 
定义 的 椭圆 周 9 上 的 极 值 . 
从 几何 上 考虑 , 显然 有 min fls = a?, max fls = 刀 . 下 面 , 我 们 利用 定理 1 和 定 
理 2 导出 这 个 结果 . 
写 出 拉 格 朗 日 函数 


| 
十 
SS 
1 
- 
Na 


Ze 为 = (+) -a(S 
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并 求解 方程 dL = 0, 亦 即 方程 组 5 = 芝 - 3 一 各 = 0 找 出 它 的 角 : 


(x,y, A) = (+a, 0, a?), (0, +6, 52). 


按照 定理 2, 现在 写 出 二 次 形式 Bere 并 研究 它 , 它 是 拉 格 朗 日 函数 在 相应 点 
邻 域 中 的 泰勒 展开 式 中 的 第 二 项 : 


3 了 re = (1- 访 )GD2+ (1 总 ) Co? 


在 椭圆 周 $ 的 点 ( 士 o,0) 处 , 切 向 量 上 5 = (&1,&?) 为 (0,6?), 而 当 和 = a? 时 二 次 
型 为 


注意 到 条 件 0 < a < 6, 得 知 , 这 个 二 次 型 是 正定 的 , 因此 , 在 点 (+a,0) < 8 本数 
Js 有 严格 局 部 极 小 值 (而且 , 也 是 整体 最 小 什 ), 即 min jls = 2 
类 似 地 , 求 出 二 次 型 
(1- 9 Gt 


它 对 应 于 点 (0, 土 6) e 5, 并 得 到 max fls = 

注 注意 比较 拉 格 朗 日 函数 和 函数 了 史册 在 点 ( 士 a,0), (0, 士 b) 函数 f (与 
函数 工 一 样 ) 沿 相应 切 向 量 的 微分 都 是 零 , 而 二 次 型 Sf = (6)2 + (62)2, 无 论 在 
这 些 点 的 哪 一 个 点 算出 来 都 是 这 样 , 然而 , 函数 fls 在 点 (+ta,0) 有 严格 最 小 , 而 在 
点 (0, 士 ) 有 严格 最 大 . 

为 了 弄 明白 , 这 到 底 是 怎么 回 事 , 请 再 一 次 细 细 考察 定理 2 的 证 明 并 且 试 着 把 
(42) 中 的 工 换 成 f, 得 到 关系 式 (42/). 你 会 发 现 , 这 时 将 出 现 一 个 包含 2”(0) 的 附 
加 项 . 有 这 样 一 项 的 原因 是 , 函数 f 的 微分 与 dL 不 同 , 它 在 相应 的 点 处 不 恒 等 于 零 ， 
虽然 它 沿 切 向 量 ( 形 如 z'(0)) 的 值 等 于 零 . 


例 13 求 函数 
f(z,Yy,2) = 72+ 十 谨 
在 由 关系 式 
F(z,y,2) = eS 0 (0<a<b<o) 
定义 的 椭 球 面 5 全 
写 出 拉 格 朗 日 函数 


Ls = (w+ 妨 + 芭 -和 A( 瑟 + + 区 -1)， 
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8 _ 8Fr Bar 8 


根据 极 值 必要 条 件 求 出 方程 dL = 0, 亦 即 本 = 机 = 可 = 下 一 0 的 解 : 


WH 2 OD 
(z,y,z, A) = (+a, 0, 0, a?), (0, +6b, 0, b?), (0,0, +c, c?). 
二 次 型 
CE 


对 每 个 可 疑点 在 相应 的 切 平面 上 分 别 有 
(i) (e+) ey, 
(与 ) ey +) Go?， 


(ee 


因为 0< a < < c, 根据 给 出 条 件 极 值 存在 性 和 不 存在 性 的 充分 条 件 的 定理 2， 
在 (a) 和 (c) 两 种 情形 , 分 别 有 min fls = a? 和 max jls = c2, 而 在 点 (0, 士 六 0) e 5， 
相应 于 情形 (b), 函数 fls 没有 极 值 . 这 与 在 讨论 条 件 极 值 的 必要 条 件 时 所 说 的 几何 


上 的 一 些 明显 的 想法 是 完全 一 致 的 . 


本 节 中 分 析 概 念 和 几何 概念 所 涉及 的 一 些 进一步 的 有 时 是 极 有 益 的 内 容 , 其 
中 包括 条 件 极 值 问题 本 身 的 物理 解释 , 也 包括 极 值 必要 条 件 (31) 作为 力 在 平衡 点 处 
的 分 解 和 拉 格 朗 日 乘 数 作为 理想 约束 的 反作用 量 这 样 一 些 物理 解释 , 在 下 面 的 练习 


中 作 了 介绍 . 


练 习 
1 道路 与 曲面 


a) 设 f: 了 一 R? 是 定义 在 区 间 工 C 民 上 且 属 于 C(I;RR) 类 的 函数 . 把 这 个 映射 看 作 R? 
中 的 道路 . 举例 证 明 它 的 承载 子 (7) 可 能 不 是 民 ? 中 的 子 流 形 , 而 它 在 R? = 及: x R? 
中 的 图 像 却 总 是 R? 中 的 一 维 子 流 形 , 这 个 子 流 形 在 及 > 上 的 投影 正 是 上 面 所 指出 的 承 


载 子 f(D). 


b) 当 工 是 R* 中 的 区 间 , f e CO)(T;R") 时 , 证 明 : 映射 :了 一 R" 的 图 像 是 R* x R” 


中 的 上 维 光滑 曲面 , 这 个 曲面 在 子 空间 R* 上 的 投影 正 是 f(7). 


c) 证 明 : 如 果 方 :五 一 5, 五 : I 一 5 是 同一 个 k 维 曲面 SC Rm 的 两 个 光滑 参数 式 , 并 
且 无 论 有 在 五 上 或 者 户 在 五 上 都 没有 临界 点 , 则 映射 万 :。 fo : I2 一 五 与 映射 


三 10 有: 卫 一 I 是 光滑 的 . 
2. R” 中 的 球面 


.478 第 八 章 多 变量 函数 微分 学 


a) 利用 R? 中 的 极 坐标 (参看 上 节 公式 (5)) 令 p = 1 就 得 到 球面 5? = {z e Ra z= 1} 
上 的 曲线 坐标 (9p,), 指出 这 个 曲线 坐标 的 一 个 最 大 有 效 范 

b) 当 5™! = {zeRnlllzll= 1} 是 Rm 中 的 (m 一 1) 维 球面 , (p1,… ,pm-1) 是 由 
Rm 中 的 极 坐标 (参看 上 节 公 式 (6)) 令 p = 1 得 到 的 球面 曲线 坐标 时 , 回答 问题 a). 

ec) 能 否 用 一 个 坐标 系 (看 ,… , 礁 ), 即 一 个 区 域 G C R* 上 的 微分 同 胚 了 : G 一 R*+! 给 出 
球面 S* C R*+1? 

d) 在 地 表 图 册 中 至 少 应 当 有 几 张 地 图 ? 

e) 球面 S? C R3 上 两 点 之 间 的 距离 指 的 是 联结 这 两 点 的 球面 S* 上 最 短 曲线 的 长 , 这 样 的 
曲线 是 相应 的 大 圆周 的 弧 . 能 否 存在 这 样 局 部 平 的 球面 地 图 , 使 球面 上 点 之 间 的 距离 与 
在 地 图 上 表示 它们 的 点 之 间 的 距离 成 比例 (具有 同一 比例 系数 ). 

f) 称 相交 于 一 点 的 两 条 曲线 (属于 或 不 属于 球面 ) 在 这 点 的 切线 之 间 的 夹 角 为 这 两 条 曲线 
在 这 点 的 夹 角 . 


证 明 : 存在 球面 的 局 部 平地 图 , 在 这 个 地 图 中 , 地 面 上 曲线 之 间 的 交角 和 地 图 上 对 应 的 曲 
线 之 间 的 夹 角 是 相同 的 (参看 图 65, 图 中 表示 的 是 所 谓 的 球面 投影 ). 


3. 切 空间 

a) 通过 直接 计算 验证 :k 维 光滑 曲面 5 C R” 在 点 zo e 5 的 切 流 形 Tz。 不 依赖 于 R” 中 
坐标 系 的 选择 . 

b) 证 明 : 如 果 从 区 域 DC Rn 到 区 域 D'C R" 的 微分 同 胚 太 : D 一 D' 把 光滑 曲面 Sc D 
映 成 光滑 曲面 S' C D', 把 点 zo e 5 映 成 点 z6 & S', 则 了 在 点 zo E D 的 切 变换 ( 线 
性 变换 ) 了 7(zo) : R"  R" 是 向 量 空间 TSz。 到 向 量 空间 TSs。 的 同 构 变换 . 

c) 如 果 上 面 问题 中 的 映射 1: D 一 D' 属于 C0)(D;D') 类 且 f(S) c 5S, 则 f(TSz0) < 
TS,,. 

d) 证 明 : 从 大 维 光滑 曲面 S C Rn 到 它 在 点 zo < S 处 的 上 维 切 平面 Sz。 上 的 正 交 投 影 
映射, 在 切 点 zo 的 某 个 邻 域内 是 双方 单 值 的 . 

e) 在 上 面 问题 的 条 件 中 , 设 ETSz。 且 1 6 = 1 


可 以 借助 R* 中 属于 TSz。 的 直线 方程 z 一 zo = &t 用 序 对 (t,€) 刻画 每 个 点 > 
TSzo \zo. 这 实质 上 是 TSz。 中 的 极 坐标 . 证 明 : 在 曲面 上 点 ro 的 邻 域内 , 直线 z 一 zo 一 疆 
与 曲面 上 仅 在 zo 相交 的 一 些 光滑 曲线 相对 应 . 验证 : 在 这 些 曲线 上 保留 t 为 参数 , 我 们 得 到 
一 些 道路 , 沿 着 它们 的 速度 当 t= 0 时 与 确定 直线 z 一 zo = &t 的 向 量 &€ TSzo 重合 
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这 样 , 在 曲面 S 上 点 ro e S 的 某 邻 域内 , 可 把 序 对 (#, 6)( 其 中 上 EeTS-o,1 El= 1,t 是 
RR 中 原点 的 某 个 邻 域 V(0) 中 的 实数 ) 作为 8 的 点 的 曲线 坐标 , 它 类 似 于 极 坐标 . 
4. 设 函数 Fe CGO)(R";R) 没有 临界 点 , 且 用 方程 


F(z!,.…. ,2")=0 


给 出 R” 中 的 紧 曲 面 S( 即 S 是 R* 中 的 紧 子 集 )， 对 任 一 点 z & 5, 找到 向 量 n(z) = 
grad F(z), 它 在 点 z 垂直 于 S. 如 果 每 个 点 = e 5, 都 以 自己 的 速度 (z) 匀速 移动 , 则 产生 
出 一 个 依赖 于 时 间 t 的 映射 S3 zz 十 I(z)tER”. 

a) 证 明 : 当 + 充分 接近 零 时 , 这 个 映射 是 双 射 , 而 且 , 对 每 个 这 样 的 t, 它 把 5 映 成 光滑 曲 
面 有 

b) 设 互 是 及" 中 的 集合 , 称 R" 中 一 切 到 已 的 距离 小 于 5 的 点 的 集合 为 的 5 邻 域 . 
证 明 : 当 t 接近 零 时 , 方程 

F(z1,... ,7")=t 
给 出 紧 曲 面 5, C R", 并 证 明 : 曲面 5. 含 在 Se 的 5(t) 邻 域 之 中 , 其 中 当 上 一 0 时 ， 
6(t) = ot). 

日 对 曲面 8 = So 的 每 个 点 > 取 单位 法 向 量 n(z) = pe 考察 新 映射 S 3 > 小 
Zz 十 n(z)t E R". 证明: 对 于 所 有 充分 接近 于 零 的 t, 这 个 映射 把 5 双方 单 值 地 映 成 光滑 
曲面 5 且 当 己 夫妇 时, 有 Sa mn Sa = 

d) 根据 上 题 结果 , 证 明 : 存在 5 > 0, 使 得 曲面 8 的 5 邻 域 中 的 点 与 序 对 (t,z)( 其 中 
t 6 -6,6[C R,z e 3S) 之 间 有 相互 单 值 的 对 应 ; 如 果 (出 ,… , 厅 ) 是 在 点 zo 的 邻 城 
Us(zo) 内 曲面 S 上 的 局 部 坐标 , 则 (t, 刀 ,… , 秦 ) 可 以 作为 点 zo e 及 ”的 某 个 空间 邻 
域 U(zo) 内 的 局 部 坐标 . 

e) 证 明 : 当 |t| <5 时 , 点 z € S 是 曲面 5 上 距 点 z 十 n(z)t e R" 最 近 的 点 . 这 样 , 曲面 
各 当 |t| < 5 时 是 空间 R" 中 离开 曲面 5 的 距离 等 于 |t| 的 点 的 几何 轨迹 . 

5，a) 设 d, :5S 一 RR 是 上 维 光滑 曲面 5 C RR" 上 由 dp(z) =|| p 一 zx | 定义 的 函数 , 其 中 
p 是 Rn 中 确定 的 点 , re 5 而 |p 一 z 中 是 R" 中 点 p 与 点 > 的 距离 . 证 明 : 在 函数 
dp(z) 的 极 值 点 处 向 量 p 一 z 正 交 于 曲面 5. 

b) 证 明 : 在 点 9 e 5 处 垂直 于 曲面 S 的 任 一 直线 上 至 多 有 个 点 p 使 得 点 4 是 函数 
dp(z) 的 退化 临界 点 ( 即 函 数 在 此 点 的 黑 塞 徐 阵 为 零 阵 ). 

ec) 证 明 : 如 果 曲 线 S(k = 1) 在 平面 R*(n = 2) 上 , 而 点 p 使 点 ge 5S 是 函数 dp(z) 的 退 
化 临界 点 , 则 点 p 与 5 在 点 4e 8 的 曲率 中 心 重 合 . 

6, 在 笛 卡 儿 坐 标 z,y 的 平面 R? 上 画 出 函数 f(z,y) = zy 的 等 高 集 和 曲线 5 = {(z,y) E 

R?|z? + y2 = 1}. 利用 所 得 到 的 图 形 对 函数 fls 的 极 值 问题 进行 充分 的 研究 . 

7. 在 笛 卡 儿 坐 标 z,y 的 平面 R 上 定义 了 下 面 的 C(~)(R?; 民 ) 类 函数 : 

Jr, 切 = 空 一 术 
Re A z#0, 


ZT?2—y, z=0. 
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a) 画 出 函数 f(z,y) 的 等 高 集 (等 高 曲线 ) 和 由 关系 式 F(z,y) = 0 给 出 的 曲线 5. 

b) 研究 函数 fls 的 极 值 . 

c) 证 明 : 二 次 型 ;jf(z0)&'é7 在 TSz。 上 定型 的 条 件 , 与 定理 2 中 的 二 次 型 i;L(20)&°&7 
在 TS-。 上 定型 的 条 件 不 同 并 非 判 断 函数 fls 可 疑点 ro e S 为 极 值 点 的 充分 条 件 . 

d) 试 检 验 , 点 zo = (0,0) 是 不 是 函数 f 的 临界 点 , 以 及 , 能 否 像 c) 中 那样 仅 借助 于 泰勒 
公式 的 第 二 项 ( 即 二 次 项 ) 研究 函数 f 在 该 点 邻 域 中 的 性 态 . 


8. 在 微分 几何 中 确定 主 曲率 与 主 方向 时 , 善于 求解 一 个 二 次 型 hajuia 在 另外 一 个 正定 的 二 次 
型 giyurw 保持 不 变 的 条 件 下 的 极 值 ,常常 是 很 有 好 处 的 . 试用 类 似 于 本 节 例 9 的 方法 解决 
这 个 问题 . 
9. 设 4= q] 是 nn 阶 方 阵 且 完 (a))? = 本，(j =.…, 册 ) ， 其 中 后,… ,Hn 是 nn 个 确定 
的 非 负 实 数 . 全 
a) 证 明 : 仅 当 和 矩阵 4 的 行 向 量 是 R" 中 两 两 正 交 的 向 量 时 ,det2 4 有 极 值 . 
b) 根据 等 式 det?4 = det4 .det4", 其 中 4* 是 矩阵 4 的 转 置 矩阵 , 证 明 : 在 上 述 条 件 下 ， 
max det? A = Hi.…… .Hn. 
oj 证明: 对 任意 的 矩阵 lai] 有 阿达 马 不 等 式 


deelo)< 工 (Fe) . 
d) 给 阿达 马 不 等 式 以 直观 的 几何 解释 . 
10. a) 描绘 本 节 例 10 中 函数 f 的 等 高 集 (等 高 曲面 ) 和 5. 用 图 说 明 这 个 例子 所 得 到 的 结论 . 
b) 描绘 本 节 例 11 中 函数 f 的 等 高 集 (等 高 曲线 ) 和 直线 S. 用 图 说 明 这 个 例子 所 得 到 的 
结论 . 


11. 在 第 五 章 84 的 例 6 中 , 从 费 马 原理 出 发 得 到 了 光线 在 两 介质 分 界面 与 平面 情形 的 斯 湿 耳 折 
射 定律 . 试问 , 对 任意 光滑 界面 情形 , 该 定律 是 否 仍然 有 效 . 
12. a) 在 势 场 力作 用 下 的 质点 仅 在 势 的 临界 点 (稳定 点 ) 可 以 处 在 平衡 位 置 (也 叫 静态 或 稳定 
态 ). 同时 , 势 的 严格 局 部 极 小 对 应 稳定 平衡 位 置 , 而 局 部 极 大 对 应 于 不 稳定 位 置 . 试 证 
这 些 结果 . 
b) 试问 , 在 势 场 力 (如 重力 ) 作用 下 且 具 理想 约束 (例如 , 点 不 能 离开 某 光 滑 曲 面 , 或 珠子 
不 能 离开 光滑 细 线 , 或 小 球 不 能 滑 出 沟 模 ) 的 质点 平衡 问题 归结 为 怎样 的 条 件 极 值 问题 ? 
约束 是 理想 的 (没有 摩擦 ), 这 就 是 说 , 它 对 质点 的 作用 (约束 的 反作用 ) 只 发 生 在 约束 的 
法 线 方向 上 . 
c) 在 这 种 情况 , 展开 式 (31)， 即 条 件 极 值 的 必要 条 件 和 拉 格 朗 日 乘 数 , 有 怎样 的 物理 ( 力 
学 ) 的 意义 ? 
顺便 指出 , 方程 组 (25) 中 的 每 个 函数 都 可 除 以 它 的 模 , 显然 ,( 如 果 它 的 秩 处 处 等 于 m) 
这 样 得 到 的 是 一 个 等 价 的 方程 组 . 因此 ， 可 以 认为 ,关系 式 (31) 右边 的 所 有 的 矢量 
grad Fi(zo) 是 相应 曲面 的 单位 法 向 量 - 
d) 在 领悟 到 物理 解释 后 , 求 条 件 极 值 的 拉 格 朗 日 方法 本 身 是 否 变 得 自明 和 自然 了 呢 ? 


口试 试题 


分 析 引 论 ( 数 , 函数 , 极限 ) 


1, 


设 沿 地 球 赤道 有 紧 束 地 球 的 一 个 夭 . 如 果 把 它 增长 1 米 , 短 与 地 面 之 间 将 形成 一 个 缝隙 . 试 
问 , 这 个 缝 阶 是 否 能 让 一 个 蚂蚁 通过 ? 当 赤 道 有 这 样 增长 时 , 地 球 半径 的 绝对 增长 和 相对 增 
长 是 多 少 ?( 地 球 半径 =6400 km) 


.实数 集 的 完备 性 (连续 性 ), 自然 数列 的 无 界 性 和 阿 基 米 德 原理 有 什么 联系 ? 为 什么 任何 实数 


都 用 有 理 数 以 任意 精度 逼近 ? 以 有 理 分 式 (有 理 函数 ) 为 例 说 明 阿 基 米 德 原理 可 能 失效 , 以 及 
在 那 种 数 系 中 自然 数 序列 是 有 界 的 而 且 存在 无 穷 小 数 . 


。 在 单位 正方 形 的 四 个 顶点 上 各 有 一 只 小 甲虫 , 它们 按 同一 方向 以 单位 速度 沿 正方 形 边缘 追逐 . 


试 绘 出 它们 的 运动 轨迹 , 每 条 轨迹 的 长 是 多 少 ?( 在 笛 卡 儿 坐 标 系 和 极 坐 标 系 中 的 ) 运动 规律 
如 何 ? 


， 面 出 用 迭代 法 


计算 Va(a > 0) 的 框图 . 
怎样 把 解 方程 和 求 不 动 点 两 个 问题 联系 起 来 ? 怎样 求 Ya? 


. 设 g(z) = f(z) +o(f(z))( 当 z 一 oo). 试问 , 这 时 也 有 f(z) = 9(z) + o(g(z))( 当 z 一 oo) 


吗 ? 


.用 待定 系数 法 (或 其 他 方法 ) 求 出 (1 + zj*(a = 1, 一,0, 于 ,1 3) 的 震级 数 的 头 几 个 (或 


全 部 ) 系数 .( 牛 顿 对 这 样 一 些 展开 式 中 z 同 次 短 的 系数 进行 插值 , EE 了 对 任意 a € R 的 系 
数 构成 规律 , 即 牛顿 二 项 式 ) 


. 已 知 函数 e= 的 寡 级 数 展开 式 , 试用 待定 系数 法 (或 其 他 方法 ) 求 出 函数 In(1 + z) 的 短 级 数 


展开 式 的 头 几 个 (或 全 部 ) 系数 . 


区 口试 试题 


8. 


计算 exp 4, 这 里 4 是 下 述 矩 阵 之 一 : 


CC 


ob 
woo 


) 


9. 为 了 以 10-? 的 精度 在 区 间 [一 3,5] 上 计算 e=, 应 当 将 e= 作 竺 级 数 展开 到 第 几 项 ? 
10. 夯 出 下 列 函 数 的 图 像 的 草图 : 
a) logcoszsinz; b) arctg Dar 
单 变量 函数 的 微分 学 
1. 试 证 , 如 果 运 动 的 加 速度 向 量 a(t) 在 每 一 时 刻 上 都 垂直 于 速度 向 量 v(t), 则 量 |u(t)| 是 党 
数 . 
2. 设 (c,b 和 (站 是 一 个 运动 的 点 在 两 个 坐标 系 中 相应 的 坐标 . 如 果 已 知 从 一 个 坐标 系 到 区 
一 个 坐标 系 的 转换 公式 二 az + Bl,f = 7z + 试 求 速度 变换 公式 , 即 = 守 和 五 一 委 
的 关系 式 . 
3. 函数 f(z) = zzsin 二 当头 0, 且 f(0) =0, 它 在 民 上 可 微 ,但 了 /在 z=0 间断 (请 验证 
之 ). 但 是 , 下 边 却 竹 明 ”了 : 如 果 了 : R -及 在 及 上 可 微 , 则 /' 在 每 一 个 点 ae 有 都 连 
续 . 
根据 拉 格 朗 日 定理 , 有 下 二 开 9) = fr(6), 这 里 6 是 介 于 a 与 z 之 间 的 一 个 点 . 因 
此 , 如 果 2 一 a 则 § 一 a, 由 定义 ，lim 了 四 二 人 9) = f(a). 于 是 , 由 这 个 极限 存在 就 得 
到 , 拉 格 朗 日 公 起 右边 的 极限 也 等 于 (2), 四 当 & 一 a 时 有 了 (&) 一 了 (a). 这 样 , 了 7 在 点 
a 处 的 连续 性 “得 证 ”. 
请 指出 这 个 “证 明 " 的 错误 何在 ? 
4 设 函 数 f 在 点 zo 有 nn 十 1 阶 导数 , 而 上 二 zo + 9:(z -- zo) 是 拉 格 朗 日 公式 中 余 项 
1) 一 zo)” 的 中 间 点 , 且 0 < 9: < 1 试 证 , 如 果 fo"+D(zo) 关 0, 则 当 一 zo 时 
有 和 一 ntl 
5. 试 证 : 如 果 数 a1,… ,an,a1,:… ,an 非 负 且 a 十 … + an = 1, 则 成 立 不 等 式 
af .an < aaal 十 … 十 anan. 
6. 试 证 : 
Jim, (1+ 2)" =er(cosy+isiny) (z=Z+iy). 
由 此 , 自然 认为 , ev = cosy 十 isiny( 欧 拉 公 式 ) 且 
E*=e’.eY=e’(cosy+isiny). 
7. 试 求 杯子 中 匀速 转动 的 液体 的 表面 形状 . 


口试 试题 inde 


8. 设 a> 8 > 0. 试 证: 柄 图 加 + 斤 = 1 在 它 的 点 (zo,yo) 处 的 切线 方程 为 2 + 2 = 1 
另外 , 由 位 于 两 焦点 及 = (一 V 王 一 现 ,0), 局 = (V27 一 本 ,0) 之 一 的 光源 发 出 的 光线 , 必 由 
椭 加 反射 简 聚 到 另 一 个 焦点 . 

9、 一 个 物体 从 椭 园 形 断面 冰山 顶 在 重力 作用 下 开始 下 清 , 设 没有 预先 的 驱动 , 冰山 断面 方程 为 
ZT? 十 5y? = 1,y > 0. 试 计算 物体 运动 到 它 着 地 的 轨道 . 


积分 和 多 元 分 析 引 论 


1. 若 已 知 关于 和 的 赫 尔 德 不 等 式 , 头 可 夫 斯 基 不 等 式 和 久生 不 等 式 , 求 关 于 积分 的 相应 的 不 等 
式 


2. 计算 积分 人 e-dz 至 相对 误差 不 超过 10%. 
3. 函数 erf(z) = 去 太 eedt 叫 误差 概率 积分 , 它 当 z 一 +co 有 极限 1. 画 出 这 个 函数 的 
图 像 , 并 求 出 它 的 导数 . 证 明 , 当 z 一 +co 时 成 立 


2 ii 1 13 1.8.5, /1 
et) mle 蕊 一 了 5 +o( 访 )] 
怎么 把 这 个 渐 近 公式 开拓 成 级 数 ? 这 个 级 数 对 某 些 >E 及 收敛 吗 ? 


4. 道路 的 长 依赖 于 用 参数 形式 表示 的 运动 规律 吗 ? 

5. 设 您 抓 住 了 lkm 的 橡皮 绳 的 一 端 , 另 一 端 固定 在 距 您 lkm 的 地 方 . 从 另 一 端 有 一 个 甲虫 沿 
橡皮 绳 以 lem/sec 的 速度 扑 向 您 . 假定 甲虫 每 息 过 lcm, 您 就 将 橡皮 绳 拉 长 lkm. 试问 , 甲 
虫 能 否 息 到 您 手 上 ? 如 果 能 , 它 大 约 需要 多 少时 间 ?( 奥 库 尼 问 题 , 是 萨 哈 罗 夫 提 出 来 的 .) 

6. 计算 质量 在 地 球 的 重力 场 中 移动 的 功 , 并 证 明 , 这 个 功 只 依赖 于 质量 初始 和 最 终 位 置 的 高 度 . 
求 逃逸 地 球 重力 场所 需要 的 功 和 相应 的 (第 二 ) 宇宙 速度 . 

7， 以 单 押 和 双 摆 为 例 说 明 , 怎样 在 相应 构 形 集合 上 引进 局 部 坐标 和 邻 域 以 及 怎样 产生 出 自然 的 
拓扑 , 从 而 把 构 形 集合 化 成 了 力学 系统 的 构 形 空间 , 在 所 研究 的 情形 能 否 将 这 个 空间 距离 化 ? 

8. R" 中 的 单位 球 是 紧 集 吗 ? 在 Cla, 中 如 何 呢 ? 

9. 给 定 集合 的 一 个 子 集 叫做 这 个 集合 的 < 网 , 如 果 这 个 集 的 每 一 个 点 都 有 子 集中 的 点 与 其 距离 
小 于 e. 以 N(e) 表示 给 定 集合 的 e 网 中 可 能 的 最 小 点 数 . 试 估计 R" 中 的 线段 , 正方 形 , 立 
方 体 和 有 界 区 域 的 < 炉 log2aN(e). 量 log> N(e)/log2(1/e) 当 e 一 0 时 是 否 给 出 了 所 讨论 
的 集合 的 维 数 的 某 种 概念 ? 这 样 的 维 数 可 能 等 于 0.5 吗 ? 

10. 设 在 R 的 单位 球面 5 上 , 温度 人 作为 点 的 函数 是 连续 的 , 试问 , 在 球面 上 一 定 有 温度 的 最 
小 值 点 和 最 大 值 点 吗 ? 当 这 两 种 点 都 存在 时 , 也 存在 它们 的 中 间 值 点 吗 ? 
当 单位 球 5 在 空间 Cla,4] 中 取 , 而 温度 在 f e 3 的 值 是 


本 
T(f) = ( 六 ma】 


上 面 的 结论 还 有 哪些 是 对 的 ? 


0 口试 试题 


11. a) 取 1.5 作为 V2 的 初始 近似 , 按 牛 顿 方法 进行 两 次 迭代 , 试问 , 这 两 步 计算 各 得 到 几 位 精 
确 数字 . 
b) 作出 求 满足 方程 


= “(Odt 
f(z) +/ f(t) 
的 函数 f 的 迭代 程序 . 


多 变量 函数 微分 学 


1. a) 在 计算 函数 f(z,y,z) 在 点 (z,y,z) 的 值 时 , 如 果 坐 标 (z,y,z) 的 给 出 , 相应 地 , 有 绝对 
误差 Az, Ay, Az, 试问 , 函数 值 的 相对 误差 5 == | 人 f||f| 是 多 少 ? 
b) 如 果 房间 的 长 z = 5 土 0.05m, 宽 y = 4 士 0.04m, 高 z = 3 土 0.03m, 试问 , 由 此 计算 出 
的 房间 体积 的 相对 误差 是 多 少 ? 
ec) 线性 函数 值 的 相对 误差 能 否 与 它 的 自 变量 值 的 相对 误差 相同 ? 
d) 线性 函数 的 微分 能 否 与 它 本 身 一 致 ? 
e) 对 于 线性 函数 , 关系 式 f' = f 对 吗 ? 
2. a) 设 有 定义 在 圆 盘 上 的 二 元 函数 , 它 有 一 个 偏 导数 在 圆 盘 的 每 个 点 都 等 于 零 . 这 是 否 意味 
着 这 个 函数 在 圆 盘 上 不 依赖 于 相应 的 这 个 变量 
b) 如 果 把 圆 盘 换 成 任意 凸 区 域 , 答案 有 变化 吗 ? 
c) 而 若 换 成 任意 的 区 域 呢 ? 
d) 设 = = z(t) 是 一 个 点 在 平面 (或 R") 内 于 时 段 上 E [a,4 中 的 运动 规律 ; v(t) 是 它 
的 速度 , 而 C = con vfu 人 lt € [a 可} 是 包含 一 切 向 量 v(t) 的 最 小 凸 集 (也 叫 集合 
{a()lte [可 的 凸 包 ). 试 证 , 在 C 中 存在 向 量 使 =( 一 =(a) = (b 一 a)v. 


3，4a) 设 F(z,y,2) =0. 试 加 ,成 立 公 .型 . 匡 = -1 吧 ? 试 证 , 它 对 依赖 关系 到 -1 = 0 


(这 相应 于 理想 气体 的 克拉 贝 龙 状态 方程 学 = RR) 是 成 立 的 . 


上 现 设 Pa, 切 =0. 试问, 噶 2 =1 对 3? 


c) 在 一 般 依赖 关系 F(z1,… ,zn) = 0 的 情形 , 能 作出 什么 结论 ? 

d) 如 果 已 知 函数 下 (x,y) 在 点 (zo,yo) 邻 域 中 的 泰勒 公式 的 头 几 项 , 这 里 F(zo, yo) = 0， 
而 丽 (zo,yo) 可 递 , 试 求 由 方程 F(z,y) = 0 在 (zo,yo) 邻 域 中 确定 的 隐 函 数 y = f(z) 
的 泰勒 展开 式 的 头 几 项 . 


4 验证: 本 球面 本 + 六 + 瑟 = 1 在 其 上 一 点 (zo yo,zo) 的 切 平面 方程 是 


zzo ,yyo ， zzo _ 
| 
b) 动 点 PG) = (Ga .+ 于 时 刻 t 一 1 从 酉 球面 本 十 其 十 导 =1 出 发 设 
p(t) 是 这 个 椭 球 面 上 在 时 刻 t 距 P(t) 最 近 的 点 . 试 求 , 当 t 一 +co 时 点 p(t) 的 极限 位 
置 . 


口试 试题 * 485 . 


5. a) 在 具 币 卡 儿 坐标 (z,y) 的 平面 上 绘 出 函数 f(z,y) = zy 的 等 值 线 以 及 曲线 S = {(z,y) 
ls? 十 妨 二 1} . 利用 所 得 之 图 , 对 函数 了 在 圆周 S 上 的 限制 , 即 函 数 f|s 的 极 值 问题 
进行 全 面 的 研究 . 

b) 寻找 重力 场 中 的 质点 在 理想 约束 (例如 , F(z,y,z) = 0, F(z,y,z) = 0) 下 的 平衡 位 置 ， 
可 归结 为 求 条 件 极 值 问题 . 如 果 利 用 拉 格 朗 日 方法 求解 这 个 问题 , 试问 , 其 中 的 拉 格 朗 日 
乘 数 有 何 物理 意义 ? 


考试 大 纲 


第 一 学 期 
分 析 引 论 ( 数 , 函数 , 极限 ) 
一 元 函数 微分 学 


12. 
13. 


1. 实数 ,( 上 , 下 ) 有 界 数 集 , 完备 性 公理 和 集合 上 (下 ) 界 的 存在 性 , 自然 数 集 的 无 界 性 . 
2. 与 实数 集 RR 的 完备 性 有 关 的 基本 引 理 ( 闭 区 间 套 定理 , 有 限 敌 盖 定 理 , 极限 点 定理 ) 
3. 序列 的 极限 及 其 存在 性 的 柯 西 准则 , 单调 序列 极限 存在 性 判别 法 . 

4. 
5. 
6. 
7. 


级 数 及 其 和 , 几何 级 数 , 级 数 收敛 性 的 柯 西 准则 和 必要 条 件 , 调和 级 数 , 绝对 收敛 . 


。 非 负 项 级 数 收敛 性 判别 法 , 比较 定理 , 级 数 (s) = 3 n-. 


.对 数 的 思想 和 数 e, 函数 exp(z) 及 其 震级 数 表达 式 . 
.函数 的 极限 , 基本 的 极限 过 渡 的 基底 , 在 任意 基底 下 函数 极限 的 定义 及 其 在 具体 情况 下 的 具 


体形 式 , 无 穷 小 函数 和 它们 的 性 质 , 函数 终极 性 质 的 比较 , 渐 近 公式 以 及 符号 o(-), O(.) 的 基 
本 运算 . 


.极限 过 渡 与 代数 运算 , RR 中 的 序 关 系 之 间 的 相互 联系 . 当 z 一 0 时 a 的 极限 . 


.复合 函数 和 单调 函数 的 极限 , 当 z oo 时 (1 + 上) 的 极限 . 
.函数 极限 存在 性 的 柯 西 准则 . 
、 函数 在 一 点 的 连续 性 , 连续 函数 的 局 部 性 质 (局 部 有 界 性 , 保 号 性 , 算术 运算 , 复合 函数 的 连 


续 性 ). 多 项 式 , 有 理 函 数 和 三 角 函 数 的 连续 性 . 
连续 函数 的 整体 性 质 (中 间 值 定理 , 最 大 值 , 等 度 连续 性 ). 
单调 函数 的 间断 点 , 反 函 数 定理 , 反 三 角 函 数 的 连续 性 . 
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14. 


15. 
16. 
bb 
18. 
19. 
20. 
21. 
22. 


23. 
24. 
25. 


26. 
27. 
28. 


运动 律 , 小 时 间 间隔 中 的 位 移 , 瞬时 速度 向 量 , 轨迹 及 其 切线 , 函数 在 一 点 可 微 的 定义 , 微分 及 
其 定义 域 和 值 域 , 微分 的 唯一 性 , 实 变量 的 实 值 函数 的 导数 及 其 几何 意义 , 函数 sin z, cos z,e”， 
ln|z|, zs 的 可 微 性 . 

可 微 性 和 算术 运算 , 多 项 式 , 有 理 函 数 , 正切 和 余 切 函数 的 微分 . 

复合 函数 和 反 函 数 的 微分 , 反 三 角 函 数 的 导数 . 

函数 的 局 部 极 值 , 可 微 函数 内 部 极 值 点 的 必要 条 件 ( 费 马 引 理 ). 

罗 尔 定理 , 拉 格 朗 日 和 柯 西 有 限 增 量 (中 值 ) 定理 . 

具 柯 西 和 拉 格 朗 日 形式 的 余 项 的 泰勒 公式 . 

泰勒 级 数 , 函数 e=, cos zsin z, in(1 + z), (1 十 z)” (牛顿 二 项 式 ) 的 泰勒 展开 式 . 

局 部 泰勒 公式 ( 带 有 佩 亚 诺 余 项 ). 

可 微 函数 的 单调 性 与 其 导数 的 非 负 性 的 关系 , 局 部 极 值 存在 性 与 不 存在 性 的 用 一 阶 、 二 阶 和 
高 阶 导 数 表述 的 充分 条 件 . 

凸 函数 , 凸 性 的 微分 条 件 , 凸 函数 的 图 像 与 其 切线 的 相对 位 置 . 

是 函数 的 一 般 詹 生 不 等 式 , 对 数 的 凸 性 , 柯 西 , 杨 格 , 赫 尔 德 和 闵可夫 斯 基 的 经 典 不 等 式 . 
复数 的 代数 记 法 和 三 角 记 法 , 复数 序列 的 收敛 性 和 复数 项 级 数 的 收 化 性, 柯 西 准则 . 复数 项 级 
数 的 绝对 收敛 性 及 其 充分 性 判别 法 , 极限 lim (1 二 2)". 

宕 级 数 的 收敛 圆 和 收敛 半径 , 函数 e*, cos z, sin z(z e C), 欧 拉 公 式 初等 函数 的 相互 联系 . 
作为 现象 的 数学 模型 的 微分 方程 , 例子 , 待定 系数 法 和 欧 拉 折 线 法 . 

原 函数 , 求 原 函数 的 基本 方法 (函数 和 的 逐 项 积分 , 分 部 积分 , 变量 替换 ). 基本 初等 函数 的 原 
函数 . 


第 二 学 期 
一 元 函数 的 积分 
多 变量 函数 的 微分 学 


工 . 


司 


区 间 上 的 黎 曼 积分 , 可 积 性 的 必要 条 件 , 零 测度 集 , 它们 的 一 般 性 质 , 例子 ,函数 黎 曼 可 积 的 
勒 贝 格 判别 法 (叙述 ). 可 积 函 数 空 间 和 可 积 函数 的 运算 . 


.积分 的 线性 性 质 , 可 加 性 和 一 般 估 计 . 
. 实 值 函 数 积分 的 估计 ,( 第 一 ) 中 值 定理 . 
。 变 上 限 积分 性 质 , 连续 函数 的 原 函数 的 存在 性 , 广义 原 函数 及 其 一 般 形式 . 


牛顿 - 莱 布 尼 芯 公式 , 积分 中 的 变量 蔡 换 . 


。 定 积分 中 的 分 部 积分 法 , 具 积分 余 项 的 泰勒 公式 , 第 二 中 值 定理 
。 有 向 区 间 的 可 加 函数 和 积分 , 积分 应 用 的 一 般 模式 , 例子 : 道路 的 长 (及 其 关于 参数 的 不 变 


性 ), 曲 边 梯形 的 面积 , 旋转 体 的 体积 , 功 , 能 


。 黎 曼 一 斯 蒂 尔 切 斯 积分 . 化 成 黎 曼 积分 的 条 件 , 狄 拉克 6 函数 的 奇异 性 , 广义 函数 的 概念 . 
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28. 
29. 


.反常 积分 的 概念 , 典 则 积分 , 研究 反常 积分 收敛 性 的 柯 西 准则 和 比较 定理 , 级 数 收敛 性 的 积分 


判别 法 . 


.局 部 线性 化 , 例子 : 瞬时 速度 和 位 移 ; 小 振动 摆 运动 方程 的 简化 ; 在 自 变 之 微小 变化 条 件 下 ， 


计算 exp(4), 4-1,det(E), < a,b > 的 线性 修正 (这 里 , 4 是 可 北方 阵 , EE 是 单位 矩阵 , a 和 
b 是 向 量 , < ., > 是 内 积 ). 


.向量 的 范 数 (长 , 模 ), 向 量 空间 的 重要 例子 , 线性 连续 算 子 空间 L(X,Y) 及 其 中 的 范 数 , 线性 


算 子 的 连续 性 及 其 范 数 的 有 限 性 . 


函数 在 一 点 的 可 微 性 , 微分 , 其 定义 域 和 值 域 , 映射 了 : R” 一 R” 的 微分 的 坐标 表示 , 可 微 


性 、 连 续 性 和 偏 导数 的 存在 性 之 间 的 关系 . 


.复合 函数 和 反 函 数 的 微分 , 适用 于 映射 :Rm 一 R" 的 各 种 情形 的 微分 法 则 的 坐标 表示 . 
.方向 导数 和 梯度 . 几何 和 物理 中 应 用 梯度 的 例子 (函数 的 等 值 线 , 坡度 , 切 平面 ; 势 场 ; 理想 流 


体 动力 学 的 欧 拉 方程 , 伯 努 利 定律 , 机 可 的 作法 ). 


. 齐 次 函数 及 欧 拉关系 , 量 纲 分 析 方法 - 
。 有 限 增 量 定理 及 其 几何 、 物 理 意义 , 应 用 的 例子 (用 偏 导数 表述 的 可 微 性 充分 条 件 ; 在 区 域 中 


函数 取 常 值 的 条 件 ). 


.高 阶 导数 及 其 对 称 性 . 

泰勒 公式 . 

。 函 数 的 极 值 (内 部 极 值 的 必要 条 件 和 充分 条 件 ). 

压缩 映射 , 毕 卡 一 巴 纳 赫 不 动 点 原理 . 

， 隐 函数 定理 . 

. 反 函 数 定理 , 曲线 坐标 和 拉 直 变换 , R" 中 的 大 维 光滑 曲面 及 其 切 平面 , 定义 曲面 的 方法 及 相 


应 的 切 空间 方程 . 


。 秩 定理 和 函数 相关 性 . 

、 条件 极 值 (必要 性 判别 法 ). 拉 格 朗 日 方法 的 几何 的 、 代 数 的 和 物理 的 解释 . 

.条 件 极 值 的 充分 性 判别 法 . 

.度量 空间 , 例子 . 开 子 集 和 闭 子 集 , 点 的 邻 域 . 诱导 度量 , 子 空间 , 拓扑 空间 , 点 的 邻 域 , 分 离 


性 ( 豪 斯 多 夫 公 理 ). 在 子 集 上 的 诱导 拓扑 . 集合 的 闭 包 和 相对 闭 子 集 的 概念 


。 紧 集 及 其 绝对 性 , 紧 集 是 闭 集 , 紧 集 的 闭 子 集 是 紧 集 , 紧 集 套 . 度量 空间 中 的 紧 集 ,< 网 . 度量 


空间 中 紧 性 的 判别 法 及 其 在 R" 中 的 具体 化 

完备 度量 空间 . R,C,Rn,Cn 以 及 连续 函数 空间 Cla, 如 关于 一 致 收敛 的 完备 性 . 

拓扑 空间 中 映射 的 连续 性 的 判别 . 连续 映射 保持 集合 的 紧 性 和 连通 性 . 关于 连续 函数 的 有 界 
性 , 最 大 值 和 中 间 值 的 经 典 定理 . 在 度量 空间 的 紧 集 上 定义 的 连续 函数 必 一 致 连续 . 
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名 词 索引 


6 邻 域 , 60, 367, 368 

No 的 标准 模型 ,24 

Rw 中 的 区 域 , 378 

m 维 曲面 , 420 

n 次 和 迭代, 150 

n 阶 相 切 , 162 

n 质点 系 的 构 形 空间 , 12 


4 = f(z) 叫做 函数 f 在 元 素 > 上 的 值 , 18 


(m 一 1) 维 曲 面 , 432 


( 按 汉 . 诺 依 曼 (Neumann) 的 建议 ) 建立 自 


然 数 No 的 标准 模型 , 24 
(乘法 ) 群 , 30 


A 
阿 基 米 德 原理 , 56 
鞍 形 临界 点 , 419 


B 
摆 的 振动 , 347 
摆 的 振动 周期 , 403 
半径 
临界 半径 , 265 
收敛 半径 , 243 
半 误 期, 264 
包含 关系 , 6 


闭 集 , 369 
闭 球 , 367-369 
闭 区 间 套 , 59 
闭 区 间 套 引 理 , 60 
必要 条 件 , 2 
变换 , 10 
作 利 略 变换 , 187 
阿 贝尔 变换 , 319 
对 合 变 换 , 236 
勒 让 德 变换 , 236, 438, 440 
洛 伦 兹 变换 , 21, 186, 187 
伽利略 变换 , 21, 184, 185 
变 上 限 的 积分 , 324 
表 
简单 的 不 定 积分 表 , 279 
并 集 ,7 
波 尔 察 诺 - 柯 西 中 间 值 定理 , 141 
伯 努 利 不 等 式 , 76 
补 集 ,7 
不 变 集 , 21 
不 等 式 
阿达 马 不 等 式 , 480 
伯 努 利 不 等 式 , 54, 216 
赫 尔 德 不 等 式 , 217, 224, 323 
积分 的 赫 尔 德 不 等 式 , 323 
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柯 西 - 布 尼 雅 可 夫 斯 基 不 等 式 , 323 
三 角形 不 等 式 , 46, 366, 367, 383 
施 瓦 茨 不 等 式 , 323 
杨 格 不 等 式 , 216, 236, 351 
久生 不 等 式 , 223, 323 
闵可夫 斯 基 不 等 式 , 217, 218, 323, 366， 
383 

不 动 点 , 150 

部 分 
复数 z 的 实 部 和 虚 部 , 239 
积分 的 有 理 部 分 , 293 
小 数 部 分 , 44 
整数 部 分 , 44 


C 
参数 , 342 
分 划 已 的 参数 , 299 
自然 参数 , 347 
自然 参数 化 , 347 
测 地 线 , 12 
差 集 ,7 
场 
函数 的 梯度 场 , 399 
力 场 , 400 
势 场 , 399 
位 场 , 399 
向 量 场 , 397, 399 
常数 
欧 拉 常数 , 131 
普 朗 克 常 数 , 48 
时 间 常 数 , 274 
万 用 气体 常数 , 263 
万 有 引力 常数 , 48 


道路 的 长 度 , 338 
光滑 道路 的 长 度 的 定义 , 339 
曲线 的 长 , 12 
椭圆 的 周 长 , 343 
乘法 , 31 
承载 子 , 338, 339, 342, 380 


充分 条 件 , 2 
传递 性 , 17, 18, 399 
存在 量词 , 6 


D 

代数 封闭 性 , 253 

待定 系数 法 , 258 

单调 性 , 219, 314 

单位 
虚 单 位 , 238 

弹性 系数 , 345 

导数 , 159-161 
对 数 导 数 , 177 
复 变 函数 f(z) 在 点 zo 处 的 导数 , 251 
高 阶 导数 , 187 
高 阶 偏 导数 , 406, 407 
偏 导数 , 387 
沿 给 定 方向 的 导数 , 397 
沿 向 量 v 的 导数 , 396 
右 导数 , 236 
左 导数 , 236 

道路 , 338, 376, 378, 399, 420, 477 
光滑 道路 , 458 
简单 闭 道路 , 338, 339 
简单 道路 , 339 

等 价 
了 与 9 等 价 , 125 

等 价 关系 , 19 

第 卡 儿 积 , 8 

狄 利克 雷 函数 , 312 

点 
边界 点 , 368 
不 动 点 , 21, 150 
插值 节点 , 211 
第 二 类 间断 点 , 139 
第 一 类 间断 点 , 138, 146 
非 退 化 临界 点 , 454, 457 
拐点 , 222, 438 
极限 点 , 60, 368 
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间断 点 , 137 

局 部 极 大 (或 极 小 ) 值 点 , 191 
局 部 极 值 点 , 191, 411 

可 去 间断 点 , 138 


临界 点 , 411, 454, 457, 477, 479, 480 


内 点 , 368 
内 极 值 点 , 192 
切 比 雪夫 交错 点 , 152 
外 点 , 368 
稳定 点 , 412, 480 
严格 局 部 极 大 (小 ) 值 点 , 191 
点 列 , 372 
典 则 变量 , 440 
调和 平均 值 , 92 
选 代 法 , 15 
nn 次 选 代 , 26 
定理 
阿 贝尔 第 一 定理 , 243 
比较 定理 , 84, 85 
达 布 定理 , 209, 312 
戴 德 金 定理 , 54, 56 
代数 基本 定理 , 255 
德 拉 瓦 莱 - 布 森 定 理 , 152 
第 二 中 值 定理 , 360 
第 一 中 值 定理 , 317, 333 
反 函数 定理 , 442 
关于 反 函 数 的 定理 , 145 
关于 基数 的 定理 ( 康 托 尔 ), 23 


关于 有 限 增 量 的 拉 格 朗 日 定理 , 193, 194 


积分 的 第 二 中 值 定 理 , 319, 322 
拉 格 朗 日 定理 , 204 

拉 格 朗 日 中 间 值 定理 , 194 
量 纲 理论 的 II 定理 , 403 

罗 尔 定理 , 193, 423 

切 比 雪夫 定理 , 152 

施 略 德 - 伯 恩 斯 坦 定理 , 22, 26 
完备 公理 , 54 

魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 , 74 


隐 和 函数 定理 , 426, 435 
隐 函 数 定理 的 最 简单 情形 , 428 
有 限 增 量 定理 , 194, 404 
折射 定律 , 480 
中 值 定 理 , 403, 404 
定律 
光 的 折射 定律 , 215 
开 普 勒 定律 , 154, 403 
克拉 贝 龙 定律 , 263, 441 
牛顿 第 二 定律 , 266 
牛顿 定律 , 154, 270, 399 
欧姆 定律 , 21 
斯 涅 耳 定律 , 215 
速度 加 法 定律 , 184-186 
万 有 引力 定律 , 154, 266, 403 
度量 
RR” 中 的 距离 , 365 
Zz,y € 民 之 间 的 距离 , 46 
度量 空间 , 366 
集合 已 与 Ez 之 间 的 距离 , 371 
完备 度量 空间 , 372 
度量 , 距离 
了 和 9 之 间 的 距离 , 151 
对 称 性 , 17, 399 
对 基 B 为 无 穷 小 , 114 
对 基 B 最 终 为 常数 , 114 
对 基 B 最终 有 界 , 114 
对 数 , 108-110, 170 
对 数 刻度 , 177 
积分 对 数 , 283, 362 
对 数 函 数 , 108, 109, 111 
对 于 基 B, 函数 f 渐 近 于 函数 g, 125 
多 项 式 
拉 格 朗 日 插值 多 项 式 , 210, 334 
勒 让 德 多 项 式 , 334 
切 比 雪夫 多 项 式 , 152 
泰勒 多 项 式 , 202, 205 
最 佳 逼近 多 项 式 , 151 
多 重 指标 , 422 
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E 

二 次 平均 值 , 92 

二 维 曲面 , 417, 418, 432 

二 项 式 
牛顿 二 项 式 , 54, 188, 200, 201 
微分 二 项 式 , 294 


F 
发 散 数列 , 67 
法 则 
洛 必 达 法 则 , 225 
反对 称 , 19 
反对 称 性 , 18 
反 函 数 , 148 
反 身 性 , 17, 18, 399 
反 双 曲 函数 ,181 
范畴 的 , 32 
范 数 , 383, 385 
泛 函 , 10, 12, 314 
方程 
变量 分 离 的 方程 , 296 
简 谐 振动 方程 , 271 
拉 普 拉 斯 方程 , 421 
欧 拉 方 程 , 400 
欧 拉 折 线 法 , 269 
微分 方程 , 158, 260, 263, 269, 296 
执 传导 方程 , 421 
方程 组 
哈密 顿 方程 组 , 440 
欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 组 , 440 
方法 
奥 斯 特 洛 格拉 德 斯 基 方法 , 292 
待定 系数 法 , 269 
拉 格 朗 日 乘 数 法 , 469 
量 纲 方法 ,402 
穷尽 法 , 299 
梯度 方法 , 397 . 
最 小 二 乘法 , 423 
放射 衰变 , 264, 274 
费 马 引 理 , 191 


分 部 积分 法 , 280 

分 部 积分 公式 , 327 

分 段 光滑 道路 , 339 

分 划 , 299 
带 标 志 点 的 分 划 , 300 
分 划 PP 的 区 间 , 299 

分 解 
把 真 分 式 表示 成 所 谓 简 分 式 的 和 , 257 
分 解 微 分 同 胚 为 最 简 形式 的 复合 , 451 
函数 f 在 点 zo 处 的 泰勒 级 数 , 201 
函数 f(z) 在 点 zo 处 的 n 阶 泰勒 多 项 

式 , 196 

辐 角 , 239 

辐 角 的 分 支 (或 主 支 ), 239 

复合 
关系 R1,R2 的 复合 Ra oR1, 19 

复合 函数 的 微分 法 , 175 

复合 映射 , 373 

复 平面 , 239 

复数 辐 角 , 239, 240 


G 
高 斯 积分 , 361 
割 线 , 162, 164 
根 , 254, 256 
复数 a 的 n 个 不 同 的 根 , 240 
实 根 , 151 
数 1 的 所 有 的 n 次 根 , 259 
重 根 , 256, 258 
公理 , 23 
并 公理 , 23, 27 
策 梅 洛 公理 , 24 
乘法 公理 , 30, 33 
对 公理 , 23, 27 
分 出 公理 , 23, 27 
公理 系统 , 23 
加 法 公理 , 29, 32 
容积 公理 , 23, 27 
完备 (连续 ) 公 理 , 45 
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完备 公理 , 31, 36, 37, 43, 45, 55-59, 61 
完备 性 公理 , 116 

无 穷 公理 , 24, 27 

序 公理 , 31, 34 

选择 公理 , 24 

置换 公理 , 24 

子 集 之 集 的 公理 , 24 


公理 系统 , 45, 61 


策 梅 洛 -弗兰克 尔 (Zermelo -Fraenkel) 
公理 系统 , 24 

公理 系统 的 范畴 性 , 32 

公理 系统 的 无 矛盾 性 , 32 

集合 论 公 理 系统 , 24 

实数 集 的 公理 系统 , 29, 43, 57 


埃 尔 米 特 插值 公式 , 211 和 

奥 斯 特 洛 格拉 德 斯 基 公 式 , 292, 293 

波 内 公式 , 322 

带 积分 余 项 的 泰勒 公式 ,327 

分 部 积分 公式 , 281 

复数 的 代数 形式 和 三 角形 式 , 239 

局 部 泰勒 公式 , 203 

矩形 公式 , 335, 336 

具有 拉 格 朗 日 形式 的 泰勒 公式 余 项 , 410 

柯 西 -阿达 马公 式 , 243 

拉 格 朗 日 插值 公式 , 211 

拉 格 朗 日 余 项 的 多 重 指标 记号 的 泰勒 公 
式 , 422 

莱 布 尼 获 公式 , 188, 189 

麦克 劳 林 公式 , 198 

牛顿 - 莱 布 尼 芯 公式 , 299, 330 

欧 拉 公 式 , 245 

抛物 形 公式 , 335, 336 

佩 亚 诺 形 式 余 项 的 泰勒 公式 , 410 

气压 公式 , 262 

求 积 公式 , 336 

泰勒 公式 , 196, 409, 412, 422 

泰勒 公式 余 项 , 336 

梯形 公式 , 335, 336 


韦 达 公式 , 132 

辛普森 公式 , 335, 336 

余 项 的 拉 格 朗 日 公式 , 198 

棣 莫 弗 公式 , 240, 248 
关系 , 4 17 

包含 关系 , 18 

出 发 域 , 17 

到 达 域 , 17 

等 价 关系 , 17, 19, 21, 399 

等 势 关 系 , 21 

关系 卫 的 定义 域 , 17 

关系 尺 的 值 域 , 17 

函数 的 图 像 , 18 

函数 关系 , 18 

序 关系 , 18 

转 置 关系 , 19 
关系 的 定义 域 , 17 
关于 X 中 基 B 的 极限 , 371 
关于 数学 命题 的 逻辑 结构 , 24 
光滑 道路 , 339 


H 
哈密 顿 (Hamilton) 方程 组 , 440 
函数 , 10, 16, 18, 19 
co- 等 高 集 , 471 
c1- 等 高 集 , 471 
了 是 当 忆 3z 一 a 时 的 无 穷 小 , 99 
n 次 齐 次 函数 , 401 
四 函数 , 219 
常 值 函 数 , 97 
处 处 不 可 导 的 连续 周期 函数 , 171 
单调 函数 , 120, 121 
等 高 集 , 433, 471 
狄 利克 雷 函 数 , 139, 312 
调和 函数 , 421 
定向 区 间 的 可 加 函数 , 316, 336, 337 
对 数 函数 , 108, 112 
多 变量 西数, 365 
多 变量 可 微 函 数 , 386 
多 变量 连续 函数 , 376 
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反 函 数 , 145, 146 
符号 函数 , 95 
复 变量 z 的 复 值 函 数 , 248 
函数 了 的 等 高 集 (c- 等 高 面 ), 399 
函数 的 复合 , 14 
函数 的 图 像 , 19 
函数 等 高 集 , 467 
函数 在 点 zo e C 处 解析 , 252 
函数 作为 子 集 了 C XxY, 19 
解析 函数 , 201, 260 
局 部 n 次 齐 次 的 , 401 
可 积 函 数 , 301 
可 微 复 变 函数 , 251 
可 微 函数 , 154, 159 
拉 格 朗 日 函数 , 469, 470, 474-476 
黎 曼 函数 , 139, 312 
力 机 数 , 399 
连续 复 变 函 数 , 250 
连续 函数 , 133 
宕 函数 , 111, 112 
面积 余 切 , 182 
面积 正切 , 182 
三 角 函 数 , 246, 340 
上 凸 函 数 , 219 
上 有 界 函 数 , 98 
势 函数 , 399, 400 
双 曲 函数 , 246 
双 曲 余 切 ,182 
双 曲 余弦 , 180 
双 曲 正切 , 182 
双 曲 正弦 , 180 
凸 函数 , 219 
无 穷 可 微 函数 , 251 
下 凸 函数 , 219 
下 有 界 函 数 , 98 
严格 凸 函数 , 218, 219 
一 致 连续 函数 , 143, 144 
以 a(0 < a,a 关 1) 为 底 的 对 数 函 数 ， 
108 
隐 和 函数 , 183, 189, 434, 435 


隐 函 数 定理 , 426 
有 界 函 数 , 98 
圆 函 数 , 246 
在 集合 上 的 连续 的 实 函 数 , 136 
在 集合 忆 的 极限 点 re E 处 是 可 微 的 
函数 , 159 
指数 函数 , 103, 108, 112, 246-248, 267 
周期 函数 , 171, 271, 331, 334 
自然 对 数 , 108 
最 终 上 有 界 , 98 
最 终 为 常数 函数 , 122 
最 终 为 常 值 函数 , 97 
最 终 下 有 界 函数 , 98 
最 终 有 界 , 98 
最 终 有 界 函 数 , 122 
作为 关系 的 函数 、 函 数 的 图 像 ， 16 
函数 f 在 点 a 的 微分 , 158 
函数 f 在 集合 A 上 的 缩小 或 限制 , 10 
函数 了 :已 一 及 在 点 ae 殖 的 振幅 , 135 
函数 了 : 已 一 及 在 集合 巨 上 连续 , 136 
函数 (映射 ), 10 
函数 了 : 媚 一 及 在 点 ae 互 连 续 , 134 
函数 了 : 已 一 R" 在 点 ae 书 的 振幅 , 377 
函数 了 :XX 一 R" 在 妃 上 的 振幅 , 373 
函数 的 变 元 或 自 变 量 , 10 
函数 的 出 发 域 , 10 
函数 的 到 达 域 , 10 
函数 的 定义 域 , 10 
函数 的 渐 近 行为 , 128, 203 
函数 的 震级 数 表示 , 解析 性 , 248 
函数 的 因 变 量 , 10 
函数 的 值 集 , 10 
函数 的 值 域 , 10 
函数 独立 , 450, 457 
函数 相关 , 450, 457 
函数 相关 的 , 450 
函数 芽 , 152 
函数 在 集 X 上 的 振幅 , 135 
函数 值 , 10 
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替 尔 德 不 等 式 , 217 

黑 塞 矩阵 , 439 

环 
连续 函数 环 , 153 
连续 函数 芽 的 环 , 153 


J 

基 , 113, 114 
分 划 集 的 基 , 300 
分 析 中 最 常用 的 基 , 112 
集合 X 中 的 基 , 112 
滤 子 基 , 113 

基本 点 列 , 372 

基本 列 , 372 

基底 , 381, 385 

基数 , 22 

积 
集 的 直 积 , 23 
级 数 的 积 , 245 
数量 积 , 384, 385 
无 穷 先 积 , 131 

积分 , 299, 301, 324 
不 定 积分 , 276, 277, 280 
超 椭圆 积分 , 291 
第 二 类 椭圆 积分 , 292 
第 三 类 椭圆 积分 , 292 
第 一 类 全 椭圆 积分 , 363 
第 一 类 椭 贺 积分 , 292, 363 
定 积分 , 326, 327 
发 散 的 反常 积分 , 352 
反常 积分 , 351-354 
菲 湿 耳 积分 , 296, 332, 363 
概率 误差 积分 , 363 
积分 对 数 , 296 
积分 双 曲 余弦 , 296 
积分 双 曲 正弦 , 295 
积分 余弦 , 283, 295, 362 
积分 正弦 , 283, 295, 362 
积分 指数 , 295, 363 
绝对 收敛 的 反常 积分 , 356 


黎 曼 积分 , 301, 351 
欧 拉 - 泊 松 积分 , 296 
上 达 布 积分 , 313 
收敛 的 反常 积分 , 352 
条 件 收敛 的 反常 积分 , 359 
椭圆 积分 , 291, 292, 295 
下 达 布 积分 , 313 
向 量 值 函 数 的 积分 , 313 
积分 的 第 一 中 值 定理 , 318 
积分 的 下 限 和 上 限 , 301 
积分 的 线性 性 , 314 
积分 法 
不 定 积分 法 , 277, 278 
积分 和 , 299-301, 304 
上 积分 和 , 306 
下 达 布 和 , 306 
积分 上 限 , 316 
积分 下 限 , 315, 316 
积分 余 项 , 410 
极 大 (小 ) 值 
局 部 极 大 值 (局 部 极 小 值 ), 411 
用 高 阶 导数 表达 的 极 值 的 充分 条 件 , 215 
用 一 阶 导数 表达 的 极 值 的 充分 条 件 , 214 
极 大 (小 ) 值 条 件 极 值 存在 或 不 存在 的 充分 条 
件 , 472 
极 大 元 , 56 
极 大 值 , 424 
极限 
部 分 极限 , 80 
复合 函数 极限 , 373 
关于 基 B 的 极限 , 113 
关于 基 Bx 的 极限 , 117 
关于 基 的 极限 , 113, 114 
函数 的 极限 , 93 
函数 极限 , 97, 112 
数列 {zk} 的 上 极限 , 78 
数列 {zk} 的 下 极限 , 78 
数列 {zn} 的 极限 , 67 
数列 极限 , 68, 72 
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极 小 曲面 , 440 
极 小 元 , 56 
极 小 值 , 423 
集合 , 4, 5, 23 
闭 集 , 367-370 
不 变 集 , 21 
超越 数 集 , 43 
代数 数 集 , 43, 62 
归纳 集 , 24, 38, 55 
后 续集 , 24 
开 集 , 367, 368 
康 托 尔 集 , 64, 65, 313 
可 数 集 , 61, 62 
空 集 , 23 
空子 集 , 23 
连通 集 , 378-380 
零 测度 集 , 311, 313 
路 连通 集 , 378 
偏 序 集 , 31 
上 (下 ) 有 界 集 , 36 
实数 集 , 29 
稳定 集 , 21 
无 界 集 , 46, 373 
无 穷 集 , 22, 23, 55, 61, 62 
线性 序 集 , 18, 31 
有 界 集 , 36, 370 
有 理 数 集 , 41 
有 穷 集 , 22 
整数 集 ，40 
至 多 可 数 的 , 62 
至 多 可 数 集 , 62 
子 集 , 23 
自然 数 集 , 38 
集合 已 的 特征 函数 , 12 
集合 EC Rm 的 直径 , 370 
集合 的 运算 , 9 
集合 论 公理 系统 , 5 
集合 运算 ,7 
级 数 , 81 
调和 级 数 , 83 


非 负 项 级 数 , 84 
复数 级 教 绝对 收敛 的 定义 , 242 
复数 级 数 收敛 柯 西 准则 , 242 
复数 项 级 数 , 241 
级 数 的 和 , 82 
级 数 发 散 , 82 
级 数 收敛 , 82 
绝对 收敛 级 数 , 83 
宕 级 数 , 242 
级 数 的 部 分 和 , 82 
级 数 的 项 重 排 , 83 
级 数 或 无 穷 级 数 , 81 
几乎 处 处 , 311, 313, 323 
几乎 所 有 点 , 311 
记 数 法 的 基 , 51 


， 伽利略 变换 , 11 


夹 角 
曲线 在 这 点 的 夹 角 , 478 
曲线 之 间 的 夹 角 , 478 
曲线 之 间 的 交角 , 478 
向 量 z 与 y 之 间 的 夹 角 , 385 
加 法 , 31 
加 速度 , 154-156, 158, 171, 189 
加 速度 向 量 , 237 
渐 近 线 , 231, 234 
倾斜 渐 近 线 , 229, 232 
竖 直 渐 近 线 , 229 
水 平 渐 近 线 , 229 
渐 近 行 为 , 121, 122 
对 基 B 的 渐 近 行为 , 122 
函数 的 渐 近 行为 , 121, 123 
交集 ,7 
结构 
及 ” 的 欧 几 里 得 结构 , 384 
界 
上 界 , 37 
有 界 数列 , 77 
紧 集 , 143, 369, 370, 379, 380 
及 ”中 的 紧 集 , 369-371 
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局 部 极 大 (或 极 小 ) 值 , 191 
局 部 极 值 , 191, 411 
局 部 齐 次 函数 , 401 
局 部 捉 直 , 445 
矩阵 
黑 塞 矩 阵 , 453, 479 
雅 可 比 矩 阵 , 389, 392, 411, 446, 448 
具有 拉 格 朗 日 余 项 的 泰勒 公式 , 204, 211 
有 具有 佩 亚 诺 余 项 的 泰勒 公式 , 204 
距离 , 366 
绝对 值 , 46 
均 方 值 , 92 


K 
开 集 , 369 
开 球 , 367-369 
康 托 尔 海 涅 关于 一 致 连续 的 定理 , 144 
康 托 尔 集 , 313 
康 托 尔 零 测度 集 , 313 
柯 西 - 黎 曼 方程 组 , 457 
柯 西 数列 , 72 
可 加 性 , 314 
可 数 集 , 61, 62 
可 微 函 数 , 164, 172 
空 集 , 9 
空间 
n 质点 系 的 相 空间 , 13 
度量 空间 , 366 
空间 R™, 365 
欧 几 里 得 空间 , 385 
切 空 间 , 386, 462-465, 478 
完备 度量 空间 , 372 
完备 空间 , 116 
向 量 空间 R[a, 9], 308 
空子 集 , 6 
扩张 或 延 拓 , 10 


L 
莱 布 尼 茨 公式 ,189 
勒 贝 格 判 别 法 , 313 


勒 让 德 变换 , 236, 438-440 
黎 曼 函数 , 312 
黎 曼 可 积 函数 , 301 
理想 , 153 
极 大 理想 , 153 
连续 函数 芽 的 环 的 理想 , 153 
力 场 , 399 
连 分 数 , 91 
无 穷 连 分 数 , 91, 92 
无 穷 连 分 数 的 近似 分 数 , 91 
有 限 连 分 数 , 91 
有 限 链 式 分 数 , 91 
连续 模 , 150 
连续 统 , 63 
连续 性 , 133, 143, 371, 376 
列 , 67 
临界 点 , 412 
临界 点 的 指标 , 457 
临界 质量 , 265 
邻 域 , 46, 60, 94, 368, 373, 376, 377 
6 邻 域 , 46 
去 心 邻 域 , 94 
零 测度 的 康 托 尔 集 , 313 
零 测度 集 , 310, 311 
刘 维 尔 (Liouville) 定理 , 55 
流 线 , 400 
滤 子 极限 , 113 
逻辑 符号 , 1 
逻辑 运算 , 3, 9 
落体 , 266 
洛 伦 兹 变换 , 11 


M 

米 软 尔 斯 基 , 262 

短 级 数 , 243 

面积 
曲 边 梯形 的 面积 , 343, 344 
椭圆 的 面积 , 344 

面积 正弦 , 180 

模 , 46 
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复数 z 的 模 , 239 
连续 模 , 151 
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动能 , 13 

势能 , 13 

总 能 量 , 13 
逆 映 射 的 微分 法 ,397 
牛顿 - 菜 布 尼 茨 , 329 
牛顿 定律 , 191 


O 

欧 几 里 得 辑 转 除法 , 55, 91 
欧 拉 - 泊 松 积分 , 361 

欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 组 , 440 
欧 拉 替换 , 290 


BP 

判别 法 
常 值 函 数 判别 法 , 195 
达 布 判别 法 , 313 
达 朗 贝尔 比较 检验 法 , 200 
达 朗 贝尔 检验 法 , 87 
单调 数列 的 极限 存在 准则 , 74 
杜 布 瓦 雷 蒙 判别 法 , 313 
反常 积分 收敛 性 的 柯 西 判别 法 , 356 
非 负 级 数 的 判 敛 准则 , 84 
复数 级 数 收 敛 的 柯 西 准则 , 241 
函数 单调 性 检验 法 , 195 
函数 极限 存在 的 柯 西 准则 , 115, 373 
函数 黎 曙 可 积 性 的 勒 贝 格 判别 法 , 310， 
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积分 收敛 性 的 阿 贝尔 - 狄 利克 雷 准 则 , 360 
级 数 绝对 收敛 性 的 高 斯 检验 法 , 132 
级 数 收敛 的 柯 西 准则 , 82 
柯 西根 值 检验 法 , 86, 87 
数列 收敛 的 柯 西 准则 , 72, 372 
魏 尔 斯 特 拉 斯 比较 检验 法 , 85, 86 
西 尔 维 斯 特 准则 , 414 

判断 法 


在 巨 上 不 降 的 , 120 
在 巨 上 不 增 的 , 120 
在 巨 上 递 降 的 , 121 
在 巨 上 递增 的 , 120 
偏 序 关系 , 18 
平均 
次 平均 值 , 92 
调和 平均 , 235 
二 阶 平均 , 235 
积分 平均 值 , 333 
几何 平均 , 224 
加 权 的 t 阶 平均 , 235 
平均 函数 , 334 
算术 平均 , 224, 235 


Q 
齐 次 函数 , 401 
齐 次 函数 的 欧 拉 恒 等 式 , 401 
切 空间 , 464 
切 平面 , 418, 419, 426, 462-465 
切线 , 162, 426 
球 , 367 
球面 , 368 
球面 投影 , 478 
区 间 , 45 
m 维 区 间 , 369 
半 开 区 间 , 45 
闭 区 间 , 45 
开 区 间 , 45 
无 界 区 间 , 46 
区 间 ab 的 长 , 46 
曲 边 梯 形 , 343, 344 
曲率 , 237 
绝对 曲率 , 237 
曲率 半径 , 237 
曲面 ，417，419，420，432，433，458-463， 
465-468, 471-473, 477 
曲线 , 12, 339 
参数 化 曲线 , 339 
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简单 闭 曲线 , 339 
曲线 的 参数 形式 , 342 
去 心 5 邻 域 , 94 
去 心 邻 域 , 373 
全 称 量词 , 6 
确 界 

上 确 界 , 37 
群 , 30 

阿 贝尔 群 , 30, 40 

加 群 , 30 

交换 群 , 30 


Ss 

三 角形 不 等 式 , 218 

上 界 , 36, 37, 43, 72 

上 确 界 , 36, 37 

上 限 , 315 

上 有 界 , 43 

射 , 10 

射影 , 8, 11 

施 瓦 欧 , 323 

实 根 , 255 

实数 模型 , 31, 48 

势 , 22 
等 势 , 21, 63-65 
集 久 的 势 , 22 
连续 统 的 势 , 63, 64 

势 ( 基 数 ), 21 

收敛 数列 , 67 

数 
27xR, 340 
T, 43,， 132, 248, 336, 341 
e, 77, 89, 90, 118-120, 248, 267, 269 
超越 数 , 42, 55, 63, 64 
代数 数 , 42, 55, 63 
复数 , 238 
负数 , 36 
基本 初等 函数 的 导数 表 , 182 
集 XX 的 基数 , 22 
实数 , 29 


素数 , 41 
无 理 数 , 40, 55, 64 
有 理 数 , 40, 41, 55, 62, 63 
整数 , 40 
正 数 , 36 
自然 数 , 24, 38 
自然 数 集 , 27 
斐 波 纳 契 (Fibonacci) 数 , 92 
数 z 的 阶 , 51 
数量 积 , 385 
数列 , 68, 72 
数列 的 极限 , 67, 68 
数 轴 , 44 
双 曲 、 反 双 曲 函数 , 180 
速度 
摆 的 振动 方程 , 350 
第 二 宇宙 速度 , 350 
光 在 这 两 种 介质 中 的 速度 , 215 
瞬时 加 速度 , 165 
瞬时 速度 , 157, 165 
真空 中 的 光速 , 48 
算 子 , 10 
拉 普 拉 斯 算 子 , 421, 426 
平移 算 子 , 12 


T 
泰勒 公式 
具 积分 形式 余 项 的 泰勒 公式 , 422, 454 
泰勒 公式 余 项 , 197 
积分 形式 泰勒 余 项 , 328 
具 积 分 形式 余 项 的 泰勒 公式 , 409 
拉 格 朗 日 形式 的 泰勒 公式 余 项 , 328 
佩 亚 诺 形 式 , 203 
佩 亚 诺 形式 余 项 的 泰勒 公式 , 410 
泰勒 公式 余 项 , 201 
余 项 的 柯 西 公式 , 197 
余 项 的 柯 西 公式 和 拉 格 朗 日 公式 , 328 


闭 区 间 套 , 59, 60, 72 
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开 区 间 套 , 61 
梯度 , 395-397 
替换 
不 定 积分 中 的 变量 替换 , 281 
参数 的 容许 替换 , 342, 343 
积分 中 的 变量 替换 , 328 
欧 拉 替换 , 293 
万 能 替换 , 288 
条 件 
多 变量 函数 极 值 的 必要 条 件 , 411 
多 变量 函数 可 微 性 的 充分 条 件 , 405 
极 值 是 否 存在 和 极 值 不 存在 的 充分 条 件 ， 
412 
可 积 性 的 必要 条 件 , 302 
可 积 性 的 充分 条 件 , 302 
条 件 极 值 , 467 
条 件 极 值 的 必要 条 件 , 467 
同 构 , 32, 130 
同 构 实现 , 32 
同 阶 
了 与 9 是 同 阶 的 , 124 
同 胚 
Cr) 类 微分 同 胚 , 442 
p 级 光滑 微分 同 胚 , 442, 447, 449 
局 部 微分 同 胚 , 444 
微分 同 胚 , 442, 445, 451, 452, 455, 459， 
461, 478 
最 简 微分 同 胚 , 451-453 
投影 , 377 
凸 性 , 218, 220 
图 像 , 19, 149 
函数 的 图 像 , 230, 234, 417-420 
退化 临界 点 , 479 
拓扑 , 95 


WwW 
微分 , 158, 179, 387, 388 
函数 f : 一 Rn 在 点 ze EE 的 微分 ， 
386 
微分 是 函数 增 量 的 线性 (主要 ) 部 分 , 160 


自 变量 的 微分 就 是 它 的 增 量 , 160 
微分 的 几何 意义 , 161 
微分 法 , 171 
复合 映射 的 微分 法 , 393 
等 级 数 的 微分 法 , 251 
微分 的 基本 法 则 , 171 
一 般 的 微分 法 则 在 复 的 情形 下 也 都 成 立 ， 
251 
隐 和 函数 的 微分 法 , 183 
微分 算 子 , 421 
尾数 , 57 
魏 尔 斯 特 拉 斯 最 大 值 定理 , 142 
位 势 
力 的 势 , 350 
牛顿 位 势 , 349 
位 置 记 数 法 , 50 
问题 。 
二 体 开 普 勒 问题 , 154 
惠 更 斯 问题 , 415 
浦 丰 问题 , 351 
无 穷 大 
无 穷 大 函数 , 122 
无 穷 集 , 61 
无 穷 几 何 级 数 (或 等 比 级 数 ), 82 
无 穷 小 , 122 
无 穷 小 函数 , 122 
无 序 对 , 8, 23 
误差 , 49, 177, 401 
绝对 误差 , 48, 69, 177 
相对 误差 , 48, 177 


XxX 

系数 
弹性 系数 , 270, 275 
有 效 作 用 系数 , 273 

下 界 , 36, 37, 43, 72 

下 确 界 , 37 

下 有 界 , 37 

线性 泛 函 , 314 

相对 误差 , 401 
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像 , 18 闭 区 间 套 引 理 , 58 
向 量 波 尔 察 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 引 理 , 77, 81 
法 向 量 , 418-420 费 马 引 理 , 193 
切 向 量 , 419, 420, 465, 476 极限 点 引 理 , 60 
向 量 v 的 模 , 157 莫 尔 斯 引 理 , 453, 454 
向 量 场 , 399 有 限 覆 盖 引 理 , 59, 60 
向 量 空 间 隐 函 数 , 428, 441 
空间 R[a, 0], 314 隐 函 数 定理 , 434, 441, 442 
行 量 轨 道 , 276 映射 , 10, 11, 20, 21, 163, 371, 372, 377, 379， 
序 对 , 8, 23 382, 383, 391-393, 397, 442, 443, 
序列 , 58, 66, 67 459, 462, 463 
有 界 数列 , 74 单 边 逆 映射 , 20 
通 近 序列 , 47 单 射 , 14, 15, 21 
不 降 列 , 74 复合 映射 , 14, 380, 393, 394 
不 增 列 , 74 恒 等 映 射 , 15, 20 
常数 列 , 68 互 逆 映 射 , 14, 16 
单调 数列 , 74 连续 映射 , 376, 380 
递 降 列 , 74 满 射 , 14, 15, 20, 21 
递增 列 , 74 内 射 , 20, 21 
基本 列 , 72, 241 道 映射 , 14, 16, 397, 399 
基本 数列 , 72 切 映射 , 397, 398, 462, 463 
柯 西 列 , 72, 241 切 映射 或 导 映射 , 386 
上 有 界 列 , 74 上 映射 , 14 
收敛 数列 ,72 双 射 , 14, 16, 20, 21 
下 有 界 数列 , 74 线性 映射 , 164, 382-384, 391-393, 398， 
有 界 数列 , 68 399 
旋 轮 摆 , 350 线性 映射 4 : Rm 一 R" 与 B:R" 一 
旋 轮 线 , 350, 364 RR* 的 复合 , 383 
Y 一 一 映射 (又 叫 双 方 单 值 映射 ) 14 
雅 可 比 行列 式 , 453 三 深入 全 计生 
映射 的 复合 , 14, 16 
严格 单调 性 , 220 有 界 映射 ,371 
严格 局 部 极 大 (小 ) 值 , 191, 411 
严格 凸 性 , 220 医道 隐 竺 ,20 
最 终 有 界 映射 , 371 
一 致 连续 性 , 143, 378 左 洲 肌 射 , 20 
因数 , 40 F 
,57 
ne 55 Ep 43, 00 
引 理 有 界 孙 数 , 151 


阿达 马 引 理 , 423, 454 有 理 画 数 积分 法 ,285 
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有 理 曲 线 , 294 

有 限 差 , 211 

有 限 集 , 62 

有 限 子 族 覆盖 , 59 

有 效 作用 系数 , 273 

域 , 31 
阿 基 米 德 序 域 , 56 
代数 域 , 31 
有 序 域 , 56 


dl 


单位 元 , 30, 33, 36 
负 元 , 30, 32, 33 
极 大 元 , 36, 37 
极 小 元 , 36, 37 
零 元 , 30, 32 
逆 元 , 30, 33 
中 性 元 , 30 
最 大 元 , 36 
最 小 元 , 36 
原 函 数 , 276, 277, 279-281, 287 
广义 原 函数 , 325 
有 理 函 数 的 原 函 数 , 284, 287 
原理 
阿 基 米 德 原理 , 43, 44, 56, 61 
波 尔 察 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 原理 , 60, 61 
博 雷 尔 - 勒 贝 格 原理 , 59, 61 
费 马 原理 , 215, 480 
柯 西 - 康 托 尔 原理 , 58, 61 
上 确 界 原理 , 37, 55 
数学 归纳 原理 , 38 
原 像 , 19 
运算 
乘法 对 加 法 有 分 配 性 , 31 
乘法 运算 , 30 
初等 逻辑 运算 , 24 
加 法 运算 , 29 
结合 的 , 14 
微分 运算 , 171 
运算 “+” 是 交换 的 , 30 


运算 “+” 是 结合 的 , 30 
运算 “e” 是 交换 的 , 30 
运算 “es” 是 结合 的 , 30 


Z 
在 的 极限 点 ae EE 处 可 微 , 158 
在 点 ze 已 处 的 微分 , 159 
真 假 表 , 3 
真子 集 , 6 
振动 , 403 
简 谐振 动 , 271 
周期 运动 , 275 
周期 振动 , 271 
阻尼 振动 , 273 
振子 
平面 振子 , 275 
线性 振子 , 275 
正 交规 范 基底 , 385 
直 积 , 8 
秩 
光滑 映射 了 :U 一 R" 在 点 zeEU 的 
秩 , 446 
函数 组 的 秩 , 457 
切 映射 的 秩 , 446 
重 排 , 243 
周期 , 271 
摆 的 振动 周期 , 348, 350, 359 
回转 周期 , 275 
粒子 的 振动 周期 , 364 
数学 摆 的 振动 周期 , 359 
周期 函数 , 332 
周期 函数 , 函数 的 周期 , 248 
逐次 表 近 法 , 15 
主 值 积 分 , 362 
主 值 意义 下 的 积分 , 362 
子 集 , 6, 24 
最 简 分 式 , 285 
坐标 , 44, 385 
币 卡 儿 坐 标 , 385, 443 
第 i 个 坐标 , 366 
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点 z 的 坐标 , 44 
极 坐 标 , 443, 444 
球 坐 标 , 444 


曲线 坐标 , 418, 444 
坐标 轴 , 44 


中 文 版 修订 者 的 话 


B. A. 卓 里 奇 的 《数学 分 析 》 俄 文 第 1 版 (1981) 是 由 郊 荣 雨 , 蒋 铎 , 王 昆 扬 , 钱 
佩 玲 和 我 译 成 中 文 的 . 俄 文 原版 分 I, II 卷 , 中 文 译本 将 每 一 卷 分 成 了 两 个 分 册 , 高 
等 教育 出 版 社 分 别 于 1987, 1989 和 1994 年 出 版 了 前 三 个 分 册 . 第 二 卷 第 二 分 册 因 
故 未 能 出 版 . 俄 文 原著 在 1998, 2001 和 2002 年 分 别 出 版 了 第 2、3、4 版 . 据 作者 讲 ， 
德国 施 普 林 格 出 版 社 已 经 出 版 英文 版 . 

卓 里 奇 这 套 分 析 教 科 书 的 特点 在 它 的 序言 中 已 有 详细 介绍 . 这 里 , 我 想 引用 两 
位 著名 数学 家 , 前 苏联 科学 院 院士 A. H. 柯 尔 莫 戈 洛 夫 (已 于 1987 年 谢世 ) 和 俄 罗 
斯 科学 院 院士 B. H. 阿 诺 尔 德 , 对 该 书评 语 中 的 几 段 话 , 或 许 能 帮助 我 们 更 好 地 理 
解 这 套 分 析 教 科 书 的 优点 . 

柯 尔 莫 戈 洛 夫 生前 在 对 这 套 书 的 第 1 版 的 评论 中 说 : 它 把 叙述 的 高 度 严 谨 性 与 
可 读 性 、 充 实 的 内 容 以 及 培养 研究 实际 问题 的 习惯 结合 起 来 了 . 

阿 诺 尔 德 对 这 套 书 的 称赞 更 具体 , 他 说 : B. A. 卓 里 奇 的 教科 书 是 现 有 供 大 学 数 
学 系 、 物 理 系 学 生 用 的 分 析 教 科 书 中 最 成 功 的 . 它 与 传统 分 析 教 科 书 的 重要 区 别 在 
于 , 它 一 方面 更 贴近 自然 科学 (特别 是 物理 学 和 力学 ) 的 应 用 , 另 一 方面 , 它 比 常规 的 
教科 书 更 多 地 运用 了 现代 数学 (包括 代数 学 、 几 何 学 和 拓扑 学 ) 的 思想 和 方法 . 教程 
富 于 思想 性 , 它 清楚 地 展示 了 在 具体 问题 研究 中 现代 数学 的 思想 和 方法 的 强大 威力 . 
特别 不 寻常 的 是 第 二 卷 , 它 包括 向 量 分 析 , 流 形 上 的 微分 形式 理论 , 广义 函数 论 和 位 
势 理 论 的 引 论 , 传 里 时 级 数 和 傅 里 叶 变 换 以 及 渐 近 展开 初步 . 

阿 诺 尔 德 如 此 称赞 卓 里 奇 的 书 , 与 他 反对 日 益 加 剧 的 教材 专业 化 趋势 有 关 . 他 
说 : 当今 , 像 卓 里 奇 这 样 编写 教科 书 , 应 看 作 是 一 个 创新 . 这 在 古 尔 沙 时 代 曾 经 是 平 
常 的 , 但 是 , 着 人 注意 的 近 半 个 世纪 的 教材 专业 化 趋势 阔 割 了 分 析 教 程 , 留 给 它 的 几 
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平 只 是 一 个 个 的 论证 . 现在 看 来 , 重新 使 分 析 教 程 变 成 有 丰富 内 容 的 , 显然 , 是 非常 
必要 的 , 这 也 与 大 多 数 大 学 生 未 来 将 从 事 应 用 性 的 工作 有 关 . 

两 位 数学 大 家 的 话 引 起 了 我 们 的 思想 共鸣 . 我 们 从 教学 和 科研 工作 中 也 意识 到 ， 
提高 数学 基础 课 教学 质量 就 是 使 学 生 学 到 符合 现代 水 准 的 、 足 够 的 数学 理论 , 并 培 
养 学 生 具 有 应 用 数学 理论 分 析 解决 实际 问题 的 习惯 和 能 力 . 卓 里 奇 的 两 卷 分 析 教 科 
书 以 及 他 在 莫斯科 大 学 力学 -数学 系 的 教学 实践 的 着 力 点 也 正在 于 此 . 因此 , 我 们 以 
为 , 认真 研究 一 下 卓 里 奇 怎样 解决 上 述 两 方面 问题 , 必 将 得 到 许多 有 益 的 启示 . 高 等 
教育 出 版 社 重 版 卓 里 奇 这 套 分 析 教程 的 确 是 件 大 好 事 . 

去 年 二 、 三 月 高 等 教育 出 版 社 的 张 小 萍 老师 找到 我 们 , 商量 根据 卓 里 奇 《 数 学 
分 析 》 原 著 第 4 版 修订 中 译本 的 问题 . 当时 , 在 第 1 版 译 者 中 , 蒋 铎 先生 已 经 谢世 ， 
除 我 之 外 的 其 他 三 位 同志 都 有 不 能 脱身 的 工作 . 张 小 萍 老师 希望 我 们 来 做 这 项 工作 ， 
我 们 也 认为 这 确实 也 是 一 件 有 意义 的 事 , 就 这 样 , 我 硬 着 头皮 接受 了 这 项 任务 . 

卓 里 奇 的 《数学 分 析 》 第 4 版 与 其 第 1 版 比较 , 虽然 内 容 、 结 构 、 思 想 、 风 格 
依旧 , 但 具体 改动 却 不 少 . 每 卷 末 都 增加 了 口试 试题 和 考试 大 钢 ; 傅 里 叶 级 数 和 伟 里 
叶 变 换 这 一 章 全 部 改写 了 ; 对 一 些 关键 定理 给 出 了 新 证 明 或 改写 了 原来 的 证 明 ; 充 
实 了 与 自然 科学 有 关 的 例子 ; 重新 编排 了 部 分 习题 , 并 增加 了 一 些 新 习题 ; 作 了 更 加 
详细 的 索引 ; 许多 段落 中 都 有 词句 改 动 . 

鉴于 这 种 情况 , 加 之 我 们 的 第 1 版 译本 本 身 也 有 一 些 错误 和 译 得 不 好 的 地 方 , 这 
次 修订 采用 了 以 通读 俄 文 原著 第 4 版 为 基础 , 逐 字 逐 名 对照 , 进行 修改 、 重 译 和 补 译 
的 方法 . 原版 中 的 印刷 错误 和 明显 的 笔 误 , 在 译文 中 改正 后 未 作 标注 . 有 个 别 地 方 ， 
修订 者 认为 有 必要 补充 说 明 , 就 写 了 译 者 注 . 

虽然 我 作 了 不 少 努力 以 减少 错误 , 但 限于 语言 文字 水 平和 自然 科学 知识 水 平 , 难 
免 还 有 不 少 改 错 译 错 之 处 , 希望 有 关 专 家 、 老 师 及 所 有 读者 不 音 赐教 , 批评 指正 . 

我 感谢 闻 荣 雨 、 王 昆 扬 、 钱 佩 玲 几 位 同事 的 信任 和 支持 , 感谢 高 等 教育 出 版 社 的 
张 小 薄 老师 在 修订 过 程 中 对 我 的 帮助 以 及 她 为 该 书 顺利 出 版 所 做 的 各 种 努力 . 我 还 
要 对 书 的 作者 B. A. 卓 里 奇 教授 深 深 致谢 ,1989 年 他 为 第 1 版 中 译本 写 了 补 序 . 为 
这 次 修订 , 他 向 我 们 介绍 了 第 4 版 与 第 1 版 比较 所 作 的 主要 改动 . 还 应 感谢 对 译 稿 
加 工 的 徐 伯 勋 、 文 小 西 、 杨 芝 声 和 郭 思 烛 几 位 先生 , 他 们 认真 细致 的 工作 使 修订 稿 避 
免 了 不 少 错误 . 


周 美 末 
2006 年 2 月 于 北京 师范 大 学 


